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PRÉFACE 

DE  LA  TROISIÈME  ÉDITION 


Cette  nouvelle  édition,  identique  aux  précédentes 
pour  le  fond,  en  diffère  cependant  un  peu  dans  l'ordre 
des  matières,  et  dans  l'exposition  ou  la  démonstration 
des  principes  généraux  de  l'équilibre. 

Nous  plaçons  toujours  la  science  de  l'équilibre  des 
forces  avant  celle  du  mouvement  produit  par  leur 
action.  Mais,  au  lieu  d'intercaler  entre  elles  la  théorie 
du  mouvement  considéré  indépendamment  de  ses 
causes,  nous  l'avons  placée  tout  a  fait  en  dehors, 
comme  introduction  naturelle  à  la  science  des  forces. 

Cette  branche  importante  de  la  science  est  intermé- 
diaire entre  la  Géométrie  et  la  Mécanique  :  efte  ren- 
ferme un  élément  de  plus  que  la  première,  le  temps, 
et  un  élément  de  moins  que  la  seconde,  la  force. 
Il  nous  a  paru  qu'il  était  à  propos  qu'elle  fût  placée 
dans  l'enseignement  comme  elle  Fêtait  dans  Tordre  de 
succession  des  idées. 

Dans  notre  première  édition,  nous  avions  fôit,  au 
commencement  de  la  Statique,  une  remarque  nouvelle 
sur  les  groupes  de  forces  que  Ton  peut  supprimer 
dans  un  système  en  équilibre,  sans  troubler  cet  état. 
Cette  remarque,  dont  ta  justesse  a  été  admise  sans, 
contestation,  a  inspiré  à  quelques  personnes  des 
doutes  sur  l'exactitude  de  démonstrations  dans  tes-* 
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([lie Iles  du  ne  semblait  pas  en  tenir  assez  compte. 
Ces  dou  les  n'étaient  pas  Tondes  certainement;  toutefois, 
pour  éviter  qu'ils  ne  se  reproduisent,  nous  avons  dé- 
veloppé davantage  les  conséquences  de  notre  principe, 
laissant  à  la  sagacité  du  professeur  le  soin  do  discerner 
ce  qu'il  doit  supprimer  dans  une  première  exposition 
de  la  science,  et  réserver  pour  un  enseignement  plus 
approfondi. 

Il  nous  reste  encore  ■  ■  dire  quelques  mots  sur  un 
point  important,  où  nous  n'avons  pas  cru  devoir  nous 
conformer  aux  idées  généralement  admises.  La  plupart 
des  géomètres  regardent  comme  évident  que  si  des 
forces  sont  en  équilibre  sur  un  système  de  points, 
soumis  à  des  liaisons  qui  leur  permettent  de  prendre 
certains  mouvements,  ces  mêmes  forces  seraient  encore 
eu  équilibre  sur  le  même  système  de  points,  soumis 
à  des  liaisons  différentes  qui  permettraient  identique- 
cnl  les  mêmes  déplacements.  Ce  principe,  qui  sert 
de  base  à  une  multitude  de  démonstrations,  et  dont 
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empruntée  à  Ampère,  et  nous  en  avons  adopté  une 
qui  n'offre  pas  le  même  inconvénient,  et  n'est  autre 
chose  au  fond  que  celle  qui  se  trouve  dans  le  Traité  de 
Mécanique  de  Poisson. 

Quant  au  principe  même  que  nous  n'avons  pas 
voulu  admettre  à  priori,  son  exactitude  ne  peut  pas 
être  contestée;  car  nous  le  déduisons  à  posteriori  de 
celui  des  vitesses  virtuelles.  On  peut  donc  l'employer 
sans  crainte  après  la  démonstration  de  ce  dernier;  et 
l'étude  d'une  question  de  mécanique  sera  souvent 
rendue  plus  facile  par  la  simplification  qu'il  permettra 
d'apporter  aux  liaisons  géométriques  du  système. 


PRÉFACE 


DE  LA  SECONDE   ÉDITION. 


Cette  nouvelle  édition  ne  diffère  pas  essentiellement 
de  la  première.  Toutefois,  la  distinction  des  matières 
y  est  rendue  plus  sensible  par  la  division  en  livres,  et 
en  chapitres  assez  nombreux.  Des  développements 
nouveaux  ont  été  introduits  sur  plusieurs  points  im- 
portants, particulièrement  sur  le  mouvement  relatif 
produit  par  des  forces  données;  et  sur  le  mouvement 
considéré  en  lui-même,  et  indépendamment  des 
causes  qui  le  produisent. 

Quant  à  la  marche  générale,  et  aux  divisions  prin- 
cipales, elles  sont  restées  entièrement  les  mêmes. 
Nous  traitons  d'abord  de  l'équilibre,  puis  du  mouve- 
ment des  systèmes  de  points,  soit  rigides,  soit  variables 
défigure;  ce  qui  constitue  la  Statique  et  la  Dynamique 
proprement  dites. 

Il  nous  a  paru  qu'il  était  convenable  de  présenter 
sans  interruption  tout  ce  qui  se  rapporte  à  la  Sta- 
tique, afin  que  l'on  saisit  mieux  la  liaison  des  diffé- 
rentes parties.  Mais,  dans  la  pratique  de  l'enseigne- 
ment, on  peut,  sans  inconvénient,  interrompre  la 
Statique  avant  la  démonstration  de  ses  principes  les 
plus  généraux,  et  commencer  l'étude  de  la  Dyna- 
mique; puis  revenir  à  la  Statique  et  achever  ensuite 
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la  Dynamique  :  les  théories  de  l'équilibre  précédant 
toujours  les  correspondantes  dans  l'étude  du  mouve- 
ment. Le  professeur  rétablira  facilement  l'enchaîne- 
ment que  ces  interruptions  -pourraient  rendre  moins 
sensible. 

Cette  subordination  de  la  Dynamique  à  la  Statique, 
adoptée  le  plus  ordinairement  dans  l'enseignement 
de  la  Mécanique  rationnelle,  n'a  point  été  choisie  ar- 
bitrairement; elle  tient  au  fond  même  des  choses,  et 
l'étude  de  l'équilibre  doit  naturellement  précéder 
celle  du  mouvement.  Qu'on  nous  permette  quelques 
réflexions  à  ce  sujet. 

Remarquons  d'abord  que  c'est  dans  cet  ordre  que 
la  science  a  été  formée.  Dix-huit  siècles  séparent  l'ori- 
gine de  la  Statique  de  celle  de  la  Dynamique,  c'est-à- 
dire  Arcliimède  de  Galilée.  Mais  cette  considération, 
quelque  importante  qu'elle  soit,  ne  suffirait  pas  dans 
question  aussi  grave,  et  qui  a,  même  en  ce  1110- 
it,  une  certaine  opportunité.  Kl  le  demande  à  être 
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fondé  sur  les  conditions  d'équilibre  des  forces  paral- 
lèles. C'est  même  là  la  première  question  de  Statique 
dont  Archimède  ait  donné  la  solution. 

La  considération  de  l'équilibre  se  trouve  encore 
dans  les  voûtes  et  les  charpentes,  qui  forment  une 
partie  si  essentielle  des  édifices  de  tout  genre.  Elle  se 
trouve  dans  la  construction  des  vaisseaux,  des  ponts 
de  toute  espèce  et  (Tune  foule  d'appareils  qu'il  serait 
impossible  d'énumérer.  On  comprend  facilement  de 
quelle  importance  il  est  de  calculer  les  efforts  exer- 
cés en  chaque  point  et  d'y  proportionner  les  ré- 
sistances qui  assurent  la  solidité  de  l'ensemble.  Or, 
dans  toutes  ces  questions,  il  n'y  a  que  des  conditions 
d'équilibre;  les  lois  du  mouvement  n'y  jouent  aucun 
rôle. 

L'équilibre  des  fluides  présente  encore  des  applica- 
tions de  la  plus  grande  utilité.  Nous  nous  bornons  à 
indiquer  l'aréométrie,  la  théorie  du  flottement  des 
corps  à  la  surface  des  eaux,  et  la  mesure  des  hauteurs 
par  le  baromètre. 

Enfin,  les  conditions  de  l'équilibre,  dans  les  ma- 
chines de  tout  genre,  nous  offrent  des  applications 
dont  on  ne  peut  méconnaître  l'importance.  Les  ma- 
chines sont  destinées  sans  doute  à  être  mises  en  mou- 
vement; mais  c'est  déjà  beaucoup  que  de  connaître 
les  relations  entre  les  forces  qui  s'y  font  équilibre.  On 
peut  alors  proportionner  les  différentes  parties  de  la 
machine  que  l'on  considère,  de  manière  à  ce  que  les 
forces  dont  on  dispose  puissent  exactement  balancer 
l'effort  que  l'on  veut  vaincre.  On  sait  ainsi  quelle 
grandeur  il  faudrait  donner  à  une  force  pour  déter- 
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miner  le  mouvement  de  la  machine  dans  le  sens  où 
elle  agit;  car  U  suffirait  qu'elle  fut  supérieure  à  celle 
qui  établit  l'équilibre. 

It  est  bien  entendu  qu'on  tiendra  compte  de  la 
force  que  produit  le  frottement,  et  qui  entre  quelque- 
fois pour  beaucoup  dans  le  maintien  de  l'équilibre. 
Dans  l'exposition  de  la  théorie,  on  suppose  d'abord 
qu'on  en  fasse  abstraction,  et  l'on  cherche  les  condi- 
tions d'équilibre  de  l'appareil  que  l'on  considère,  en 
ne  tenant  compte  que  des  liaisons  géométriques  qui 
le  définissent,  et  en  lui  supposant  appliquées  des 
forces  quelconques.  Lorsque  ensuite  on  veut  traiter 
les  machines  telles  qu'elles  sont  dans  la  pratique,  il 
suffit  de  joindre  aux  forces  données  celles  qui  pro- 
viennent du  frottement,  et  même  d'autres  résistances 
dont  nous  ne  parlons  pas  ici. 

Les  conditions  d'équilibre  conduisent  encore  a  une 
Million  de  la  plus  grande  importance  dans  la  théorie 
des  machines;  celle  de  l'égalité  entre  la  quantité  de 
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eheuses  que  Ton  pourrait  se  faire  sur  l'utilité  des  ma- 
chines, et  pour  bien  faire  comprendre  qu'elles  ont  pour 
objet  de  transformer,  mais  non  d'augmenter,  la  quan- 
tité de  travail  qu'on  y  introduit. 

Sans  entrer  dans  de  plus  grands  développements, 
nous  croyons  qu'on  admettra  comme  incontestable 
l'utilité  de  l'étude  de  l'équilibre,  indépendamment  de 
toute  application  à  celle  du  mouvement.  Ajoutons 
que  celle-ci  est  beaucoup  plus  difficile  que  la  pre- 
mière, et  qu'elle  s'y  ramène  immédiatement  au  moyen 
du  principe  de  d'Alembert.  Mais  une  considération 
plus  puissante  encore  est  celle  des  principes  sur  les- 
quels ces  deux  sciences  sont  fondées.  Elles  dépendent 
l'une  et  l'autre,  a  des  degrés  différents,  des  lois  assi- 
gnées au  monde  matériel.  Leurs  bases  doivent  donc 
être  des  résultats  de  l'observation,  ou  des  hypothèses. 
Or  la  science  du  mouvement  en  exige  un  plus  grand 
nombre  que  celle  de  l'équilibre;  et,  si  certaines  lois 
de  la  nature  étaient  modifiées,  la  Dynamique  serait 
entièrement  changée,  tandis  que  la  Statique  resterait 
encore  ce  qu'elle  est.  Ce  serait  donc  renverser  l'ordre 
naturel  des  choses  que  de  présenter  la  théorie  des  mou- 
vements produits  par  les  forces,  avant  celle  de  leur 
équilibre.  Toute  tentative  de  ce  genre  serait,  à  nos 
yeux,  un  pas  rétrograde;  et  le  succès  qu'elle  pourrait 
avoir  ne  saurait  être  durable. 
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Avant  de  chercher  les  mouvements  produits  par  des 
causes  données,  il  est  utile  d'étudier  le  mouvement  en  lui* 
même  et  indépendamment  de  toute  cause.  Quand  on  con- 
naît bien  la  nature  des  modifications  qu'il  peut  subir  et  les 
divers  points  de  vue  sous  lesquels  ces  variations  peuvent 
être  envisagées,  il  est  plus  facile  de  reconnaître  comment 
Faction  des  causes  est  liée  à  ces  circonstances  intimes  du 
mouvement.  C'est  séparer  les  difficultés  au  lien  de  les  laisser 
réunies. 

Quelquefois,  dans  la  Géométrie,  on  emploie  la  consi- 
dération du  mouvement  pour  la  génération  des  grandeurs. 
Mais  le  temps  n'y  entre  réellement  pour  rien  ;  il  suffit  que 
les  lignes  ou  les  surfaces  mobiles  se  trouvent  simultanément 
dans  leurs  positions  correspondantes,  quel  que  soit  le  temps 
qu'elles  mettent  à  parvenir  de  Tune  à  l'autre.  Cette  simul- 
tanéité est  la  seule  chose  importante,  et  le  mouvement  est 
du  reste  entièrement  indéterminé.  Si  Ton  y  fait  entrer  le 
temps,  ce  n'est  que  comme  une  variable  indépendante  auxi- 
liaire, dont  on  regarde  les  autres  comme  des  fonctions. 

Ici,  au  contraire,  on  ne  s'occupera  le  plus  souvent  que 
de  mouvements  bien  déterminés  dont  le  temps  sera  un  élé- 
ment essentiel,  et  où  Ton  considérera  les  positions  des 
différents  points  du  système  à  chaque  instant.  Cette  étude 
ne  se  rapportera  donc  pas  à  la  Géométrie  pure,  mais  à  une 


sorte  d'ititermédia 


entre  lu  l  jénrm-ii  ir 
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qui  esi  la  science  générale  du  mouvement  ci  des  causes  qui 
le  produisent.  Avant  de  chercher  quel  mouvement  peut 
être  produit  par  des  causes  données,  il  faut  connaître  intime- 
ment ce  qu'est  le  mouvement  en  lui-même;  et  cette  étude 
préalable  ne  sera  pour  nous  que  le  début  nécessaire  de  la 
science  du  mouvement. 

C'est  celte  étude,  bornée  aux  considérations  les  plus  élé- 
mentaires et  les  plus  générales,  qui  fera  l'objet  de  ces  pré- 
liminaires, et  servira  d'introduction  à  la  Mécanique. 
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DU  MOUVEMENT 

CONSIDÉRÉ  INDEPENDAMMENT  DE  SES  CAUSES. 


CHAPITRE  PREMIER. 

DU     MOUVEMENT     D'UN     POINT. 

1.  La  notion  du  temps  est  une  de  celles  qui  ne  peuvent 
être  ramenées  à  aucune  autre,  et  qui,  par  conséquent,  ne 
sont  pas  susceptibles  de  définition.  Mais  ce  qu'il  faut  dé- 
finir dans  ces  sortes  de  grandeurs,  c'est  l'égalité;  faute  de 
quoi,  elles  ne  seraient  pas  susceptibles  d'être  mesurées,  ni, 
par  suite,  soumises  au  calcul. 

Nous  dirons  que  deux  intervalles  de  temps  sont  égaux, 
lorsque  deux  corps  identiques,  placés  dans  des  circon- 
stances identiques  au  commencement  de  chacun  de  ces  in- 
tervalles, et  soumis  aux  mêmes  actions  et  influences  de  toute 
espèce,  auront  parcouru  des  espaces  identiques  à  la  fin  de 
ces  intervalles.  La  notion  de  l'égalité  conduit  immédiate- 
ment à  celle  d'un  rapport  quelconque. 

Le  mouvement  d'un  point  est  dit  uniforme,  lorsque  ce 
point  parcourt  des  espaces  égaux,  en  temps  égaux,  quelque 
petits  que  soient  ces  temps. 

Lorsqu'un  moaVjpmcnt  n'est  ni  uniforme,  ni  composé  de 
mouvements  uq&£brmes  ayant  des  durées  finies,  on  l'appelle 
mouvement  varifc' 

i . 
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1.  f'ifessc.  —  MB  mouvements  uniformes  pflnwf 
différer  les  uns  des  autres  pgr  les  espaces  parcourus  dans 
des  temps  égaux;  et  celle  considération  donne  naissance  à 
l'idée,  d'abord  un  peu  vague,  de  vitesse.  Pour  introduire 
dans  le  calcul  cet  élément  indispensable,  il  est  nécessaire 
d'en  donner  une  définition  précise;  et  nous  appellerons 
vitesse  d'un  point  dont  le  mouvement  est  uniforme,  l'es- 
pace qu'il  parcourt  dans  l'unité  de  temps,  ou,  en  d'autres 
termes,  le  rapport  de  l'espace  parcouru  au  temps  employé 
à  le  parcourir  :  de  sorte  i|ue  le  point  dont  la  vitesse  sera 
exprimée  par  le  nombre  i,  parcourra  l'unité  de  longueur 
dans  l'unité  de  temps. 

On  voit,  d'après  cette  déllnltion,  que,  dans  un  même 
mouvement,  la  quantité  que  nous  appelons  vitesse  sera 
d'autant  plus  grande,  que  l'unité  de  temps  le  sera  davan- 
tage, ce  qui  ne  s'accorde  pas  avec  l'idée  qu'on  eu  a  vulgai- 
rement ;  mais  lerapport  des  vitesses  dans  deux  mouvements 
différents  en  est  complètement  indépendant  :  c'est  le  rap- 
.  espaces  parcourus  dans  un  même  temps. 

On  voit  encore  que  le  nombre  qui  exprime  la  vitesse 
ec  l'unité  du  longueur;  il  est  d'autaul  plus  grand. 
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par  l'espace  qu'il  parcourt  dans  l'uni  lé  de  temps,  en  pre- 
nant pour  unité  la  vitesse  du  point  qui,  dans  l'unité  de 
temps,  parcourt  l'unité  de  longueur. 

3.  Dans  le  mouvement  varié,  on  ne  peut  plus  appeler 
vitesse  à  un  instant  quelconque,  l'espace  parcouru  pendant 
l'unité  de  temps,  à  partir  de  cet  instant,  parce  qu'alors  la 
vitesse  du  mobile  dépendrait  des  variations  plus  ou  moins 
ir régulières  que  subirait  le  mouvement  au  delà  de  f  époque 
dont  il  s'agit  :  et  cette  considération  ne  serait  d'aucun  in- 
térêt. 

C'est  ainsi  que,  dans  la  théorie  des  courbes,  on  a  pu 
prendre  pour  mesure  de  la  courbure  du  cercle,  en  un  quel- 
comjue  de  ses  points,  celle  d'un  arc  égal  à  l'unité;  mais 
pour  une  ligne  où  la  courbure  n'est  pas  proportionnelle  à 
la  longueur  de  Tare,  il  n'a  pas  été  possible  de  mesurer  la 
courbure  en  un  point  par  celle  d'un  arc  égal  à  l'unité,  com- 
mençant en  ce  point. 

On  fera  des  remarques  semblables  pour  le  poids 
spécifique  en  un  point  d'une  substance  non  homogène; 
pour  la  température  en  un  point  d'un  corps  inégalement 
échauffé,  etc. 

Dans  tous  les  cas  de  ce  genre  on  procède  de  la  même 
manière  pour  obtenir  une  déGnition  précise  et  utile. 

Soit  M  (fîg*  i)  la  position  qu'occupe,  à  un  certain  in- 
stant, un  point  qui  décrit  d'un  mouvement  varié  une  ligne 
de  nature  quelconque.  Après  un  certain  temps  0,  il  sera 
parvenu  en  un  autre  point  N,  et  le  rapport  de  l'espace  par- 

MN  .      . 

couru  au  temps,  ou— r-»  exprimera  la  vitesse  moyen  ne  avec 

laquelle  cet  arc  a  été  décrit  ;  c'est-à-dire  que  ce  serait  l'es- 
pace parcouru  pendant  l'unité  de  temps,  en  supposant  le 
mouvement  uniforme,  et  tel,  que  l'arc  MN  fût  parcouru 
pendant  le  temps  0.  Si  maintenant  on  suppose  que  6  dimi- 


6 

nue  indéfin 
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i  vi tasse  moyenne  — -  variera  un  même 

temps,  et  tendra  vers  une  limite  déterminée  ;  et  c'est  celle 
limite  que  nous  appellerons  la  vitesse  du  mobile  au  point  M. 

Ainsi,  pour  employer  le  langage  reçu  dans  le  calcul  infi- 
nitésimal, on  appelle  vitesse  d'un  mobile,  à  un  instant 
donné,  la  vitesse  moyenne  avec  laquelle  il  décrit  un  arc 
infiniment  petit,  à  partir  de  cet  instant. 

Si  l'on  désigne  par  (  le  temps,  et  par  s  la  longueur  des 
arcs  delà  ligne  décrite,  à  partir  d'une  origine  arbitialrc,  la 


lu 


MN 


■appoi 
point  quelconqi 


t  autre  chose  que  — ■■  A 


i  du  mouvement  ( 


par  la  première  dérivée  de  l'espace  parc 
au  temps. 


1.    II  est  bon   de   remarquer  que  l'arc  décrit  dans  un 
temps  infiniment  petit  peut  être  considéré  comme  le  pro- 
duit de  ce  temps  par  la  vitesse  du  mobile  au  commencement 
e  petit  intervalle.  Car  cet  arc  serait  rigoureusement  le 
luit  de  ce  temps  par  la   vitesse  moyenne  relative  à  cet 
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telle  que  nous  venons  de  la  définir,  joue  donc  le  même 
rôle  dans  le  mouvement  varié,  que  la  vitesse  premièrement 
définie,  dans  le  mouvement  uniforme,  pourvu  que  l'on  ne 
considère  que  des  temps  infiniment  petits  ;  et  c'est  à  cause 
de  cette  analogie  qu'il  était  convenable  de  lui  donner  le 
même  nom. 

5.  Équation  finie  du  mouv&nent  uniforme.  —  Le 
mouvement  uniforme  d'un  point  sur  une  ligne  indéfinie, 
droite  ou  courbe,  peut  être  représenté  par  une  équation  du 
premier  degré  entre  le  temps  et  la  distance,  comptée  sur 
cette  ligne. 

Désignons  par  t  le  temps  compté  à  partir  d'une  époque 
déterminée,  par  x  la  distance  du  point  mobile  M  à  une  ori- 
gine fixe  O,  prise  sur  la  ligne  indéfinie  X'X  que  ce  point 
parcourt;  par  a  la  distance  OA  de  l'origine  au  point  où  se 
trouve  le  mobile  lorsque  £=  o$  enfin  par  fsa  vitesse,  ou 
l'espace  constant  qu'il  parcourt  dans  l'unité  de  temps. 

Cela  posé,  nous  nous  proposons  de  trouver  une  équa- 
tion au  moyen  de  laquelle  on  puisse  connaître  la  position 
du  point  mobile,  à  une%époque  quelconque,  c'est-à-dire 
une  équation  entre  x  et  t. 

Or  le  mobile  parcourant  un  espace  e  dans  l'unité  de 
temps,  parcourra  vl  dans  le  temps  quelconque  t  ;  et  par 
conséquent,  si  Ton  suppose  d'abord  que  la  direction  du 
mouvement  soit  celle  des  x  positifs  OX,  à  un  instant  quel- 
conque on  aura 

x  cl  a  étant  des  quantités  positives  ou  négatives,  suivant  la 
position  des  points  A  et  M  par  rapport  à  l'origine  ;  v  étant 
un  nombre  absolu,  et  t  un  nombre  positif  correspondant 
aux  différentes  époques  postérieures  à  celle  qui  sert  d'ori- 
gine au  temps. 
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On  aperçoit  immédiatement  qu'il  est  inutile  d'employer 
une  équation  distincte  de  la  précédente,  pour  représenter 
les  positions  du  mobile  qui  correspondent  aux  époques 
antérieures  à  cette  origine  j  et  qu'il  suffit  de  donner  à  t  des 
valeurs  négatives  dans  l'équation  ci-dessus. 

Enfin,  on  peut  renfermer  dans  cette  même  équation  les 
mouvements  uniformes,  dont  la  direction  est  opposée  à 
celle  des  x  positifs;  et  l!on  recounaii  aisément  qu'il  suint 
de  supposer  que  f  ne  représente  pas  seulement  le  nombre 
d'unités  de  longueur  parcourues  dans  l'unité  de  temps, 
mais  ce  nombre  affecté  implicitement  du  signe  — .  De  cette 
manière,  l'équaiion  générale 

(.)  *=.+,, 

peut  représenter  tous  les  mouvements  uniformes,  rappor- 
tés à  des  origines  quelconques  des  temps  et  des  distances, 
et  pour  une  direction  quelconque  du  mouvement  par  rap- 
port à  celle  des  x  positifs. 

Les  quatre  quantités  x,  a,  r,  t  peuvent  donc  être  impli- 
citement  négatives,   et  nous  venons  de  déterminer   dans 

iclles  circonstances  elles  devaient  ê 
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couru;  cette  expression  devient,  dans  le  cas  actuel,  —  »  in- 
dépendamment de  toute  considération  de  signe. 

Or,  si  nous  prenons  t  pour  variable  indépendante,  et, 

dx 
par  suite,  dt  positif,  -    sera  positif  si  le  mouvement  a  lieu 

dans  le  sens  des  x  positifs,  et  négatif  dans  le  cas  contraire. 

(Le 
Si  donc  nous  posons  v  =  —  >  c'est  dire  que  nous  entendons 

par  f  une  quantité  positive  ou  négative,  suivant  que  le 
mouvement  a  lieu  dans  le  sens  des  x  positifs  ou  négatifs; 
du  reste,  les  origines  des  temps  et  des  abscisses  n'y  entrent 
pour  rien,  et  le  mouvement  peut  être  varié  d'une  manière 
arbitraire.  Ainsi,  pour  avoir  une  équation  qui  renferme 
tous  les  mouvements  uniformes,  il  suffira  de  poser 

dx 

™  T<  =  >> 

v  désignant  uue  quantité  constante,  positive  ou  néga- 
tive. 

Cette  équation  se  déduirait  de  (i)  par  la  différent! a tion, 
comme ,  réciproquement,  on  en  déduirait  la  première  par 
une  intégration ,  qui  introduirait  une  constante  arbi- 
traire a. 

7.  Mouvement  uniformément  varie.  —  Après  le  mou- 
vement uniforme,  le  plus  simple  est  celui  où  la  vitesse,  au 
lieu  d'être  constante,  varie  uniformément,  c'est-à-dire  de 
telle  sorte  que  ses  accroissements  soient  proportionnels  à 
ceux  du  temps.  Ce  mouvement,  qui  servira  de  terme  de 
comparaison  aux  mouvements  variés  plus  compliqués,  mé- 
rite qu'on  en  dise  ici  quelques  mots,  et  c'est  par  lui  que 
nous  terminerons  ces  exemples  simples. 

La  condition  que  la  vitesse  v  ait  ses  accroissements  pro- 
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Ou  mouvement  rectiligne  varié  en  général. 

8.  Dans  ce  qui  procède,  nous  avons  supposé  que  le  point 
se  mouvait  sur  une  ligne  quelconque.  Mais  maintenant 
que  nous  allons  faire  une  étude  plus  approfondie  du  mou- 
vement, nous  supposerons  d'abord,  pour  ne  pas  réunir 
toutes  les  difficultés,  qu'il  s'effectue  sur  une  ligue  droite. . 

La  notion  d'accélération  que  nous  venons  de  donner 
dans  le  mouvement  uniformément  accéléré,  peut  recevoir 
une  extension  analogue  à  celle  que  nous  avons  donnée  à  la 
vitesse. 

En  effet,  désignons  \>ar  Ae  l'accroissement  de  vitesse 
que  prend  le  point,  à  partir  d'un  instant  quelconque,  lors- 
que le  temps  croît  de  A/,  et  imaginons  un  mouvement  uni- 
formément accéléré  dans  lequel  la  vitesse  serait  la  même 
que  celle  du  mobile  au  premier  instant,  et  qui  aurait  une 
accélération  telle,  que  la  vitesse  croîtrait  de  même  de  &v 
dans  le  temps  Af;  celte  accélération  moyenne  sera  mesu- 
rée, d'après  ce  qui  précède,  par  — >  et  tendra  vers   uuc 

certaine  limite  à  mesure  que  Àf  tendra  vers  zéro. 

Cette  limite  est  ce  que  l'on  appelle  V accélération  dans 

le  mouvement  propose,  à  l'instant  que  Ton  considère.  Son 

expression  est 

do  d7.r 

lit  <Ù2 

Et  il  est  facile  de  voir  qu'elle  jouera  le  même  rôle  dans  le 
mouvement  varié  en  général  que  dans  le  mouvement  uni- 
formément accéléré,  pourvu  que  Ton  ne  considère?  que  des 
intervalles  indûment  petits.  En  effet,  si  At  est  infiniment 
petit,  on  aura 

A  v         <lv 


a  iuTBomjcTion. 

étant  aussi  infiniment  petit,  el,  par 


Donc,   l'accroissement   Ai'  de  la  vitesse   ne  diffère  de 

—  At  que  d'une  quantité  infiniment  petite  par  rapport  à 

û  y,  et  qui  pourra  être  négligée  toules  les  fois  qu'on  ne  con- 
sidérera que  des  limites  de  sommes  ou  de  rapports.  Donc, 
dans  Ions  les  cas  de  ce  genre,  l'accroissement  infiniment 
petit  de  vitesse  pourra  être  calculé  comme  si  le  mouve- 
ment était  uniformément  accéléré,  et  que  l'accélération  de 
ce  mouvement  fût  égale  à  ce  que  nous  avons  appelé  l'accé- 
lération dans  le  mouvement  varié  en  question. 

Remarque.  —  Il  est  bon  de  remarquer  que  nous  avons 
considéré  de  deux  manières  fort  différentes  un  mouvement 
varie  quelconque,  comme  limite  de  mouvements  successifs 
de  durées  infiniment  petites.  Dans  un  cas,  ces  mouvements 
utaires  sont  uniformes,  dans  l'autre  ils  sont  uni  for- 
tement accélérés. 
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Mouvement  curviligne  d'un  point. 

9.  Direction  de  la  vitesse.  —  La  définition  que  nous 
avons  donnée  de  la  grandeur  de  la  vitesse  est  indépendante 
de  la  ligne  que  décrit  le  mobile,  et  que  Ton  nomme  ordi- 
nairement sa  trajectoire.  Mais  quand  le  mouvement  est 
curviligne,  il  y  a  une  considération  de  plus  à  introduire, 
celle  de  la  direction.  Dans  le  mouvement  rectiligne,  la 
droite  qui  joint  une  position  du  mobile  avec  une  autre  in- 
finiment voisine,  a  toujours  une  même  direction,  celle  de 
la  droite  qu'il  décrit,  et  qu'on  nomme  la  direction  du  mou- 
vement. Dans  le  mouvement  curviligne,  la  droite  qui  joint 
une  position  déterminée  à  celle  qu'il  a,  après  un  temps 
infiniment  petit,  varie  à  mesure  que  l'intervalle  diminue, 
et  tend  vers  une  limite  que  Ton  appelle  quelquefois  la 
direction  du  mouvement  à  l'instant  considéré,  et  que  nous 
nommerons  spécialement  direction  de  la  vitesse  à  cet 
instant.  Elle  se  confond  évidemment  avec  la  tangente  à  la 
trajectoire  au  point  que  Ton  considère,  prise  dans  le  sens 
du  mouvement. 

Les  cosinus  des  angles  qu'elle  fait  avec  les  trois  axes  d'un 
système  de  coordonnées  rectangulaires,  seront  donc,  en 
grandeur  et  en  signes, 


dr.        clf 


iz 


ds        ds        ils 


en  considérant  ds  comme  la  valeur  absolue  de  l'élément  de 
Tare,  et  dx,  dy,  dz  comme  les  accroissements  positifs  ou 
négatifs  des  coordonnées  x,y,  z  du  mobile  dans  le  temps 
infiniment  petit  dt. 

10.  Composition  et  décomposition  des  vitesses .  —  Lors- 
que, pour  aller  d'un  point  A  à  un  autre  point  quelconque 


14  iwTnODUCTiow. 

B,  on  suit  k  contour  AMKPQB  (A>.  a)  (l'un  polygone 
plan  on  gauche  d'un  nombre  quelconque  de  cotés,  au  lieu 
de  suivre  la  droite  AB,  nous  donnerons  à  celte  dernière, 
eonsidérée  tant  dans  sa  grandeur  que  dans  sa  direction,  le 
nom  de  résultante  des  autres,  considérées  de  même;  et 
réciproquement  les  côtés  AM,  MA, . .  . ,  QB,  considérés  en 
grandeur  et  en  dirrelion,  se  nommeront  les  lignes  compo- 
santes on  simplement  les  composantes  de  AB.  Cette  dé- 
nomination permettra  d'abréger  le  discours,  et  se  Ifoutc 
naturellement  indiquée  par  l'analogie  de  cette  construction 
avec  d'antres  pour  lesquelles  elle  est  depuis  longtemps  con- 
sacrée. Quelques  géomèties  ont  proposé  île  donner  le  nom 
•  \t- somme  à  ce  que  nous  appelons  ici  résultante;  pour 
nous,  nous  réserverons  exclusivement  cette  dénomination 
de  somme,  au  point  de  vue  le  plus  général,  au  cas  de  lignes 
portées  à  la  suite  les  unes  des  autres  sur  une  même  droite 
indélinie,  les  unes  dans  un  sens,  les  autres  en  sens  con- 
traire: ces  deux  sens  correspondant  dans  ta  sommation 
algébrique  à  des  signes  différents. 

C'est  dans  le  même  sens  KM  nous  entendrons  la 
i  ri  là  dér'(>ni|»'-oti le? 
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n'est  autre  cliose  que  la  projection  de  la  vitesse  sur  cette 
direction.  Nous  verrons  par  l'usage  Futilité  que  ces  trans- 
formations peuvent  avoir.  Mais  jusqu'ici  il  ne  faut  atta- 
cher à  ces  dénominations  de  composantes  et  résultantes  de 
vitesses,  que  le  sens  précis  qui  résulte  de  nos  définitions. 

1 1 .  Composantes  de  la  vitesse  parallèlement  aux  axes. 
—  Si  Ton  suppose  les  axes  rectangulaires,' ces  composantes 
ne  seront  autre  chose  que  les  projections  de  la  vitesse  sur 
les  axes.  En  prenant  la  vitesse  en  valeur  absolue,  et  sa  di- 
rection comme  nous  en  sommes  convenus,  il  faudra  faire 
.  ,    .       *     ds  .  dx     dy     dz 

les  produits  de  -?•  respectivement  par  —  >  —-,  —-  :  ce  qui 
donnera  pour  les  composantes  de  la  Vitesse 

dx        dy       d% 

,77'      "5T      dï" 

elles  seront  positives  ou  négatives,  suivant  que  la  direction 
de  la  vitesse  fera  avec  les  axes  des  angles  aigus  ou  obtus. 

Mais  il  est  facile  de  voir  que  ces  expressions  subsistent 
encore  dans  le  cas  d'axes  obliques. 

En  effet,  soient  M  une  position  quelconque  du  point,  et 
M'  celle  qu'il  occupe  après  un  temps  très-petit;  Ar,  Ay, 
Az  les  accroissements  des  coordonnées  de  M  :  le  paralléli- 
pipède  dont  les  arêtes  sont  Aj,  A  y,  As,  et  la  diagonale 
MM',  tend  à  devenir  semblable  à  un  parallélipipèdc  qui 
aurait  les  arêtes  parallèles  aux  axes,  et  sa  diagonale  suivant 
la  tangeote.  Or  ce  dernier  est  semblable  à  celui  dont  la  dia- 
gonale et  les  arêtes  seraient  la  vitesse  et  ses  composantes  : 
dcnrt'lcs  rapports  de  celles-ci  à  la  vitesse  sont  les  limites 
des  rapports 


ou 


MM''      MM'       MM'' 

dx        dy        dz 
ds        ds  '      ds 


Los  multipliant  parla  vitesse  ~-  on  retrouve  pni 
posantes  IfH  expressions  précédentes 


Ou  peut  remarquer  que  -7-  est  la  vitesse  d'uu  point  qui  se 

mouvrait  sur  l'axe  des  .r,  en  ayant  toujours  la  même  ab- 
scisse que  le  point  dans  l'espace;  et  il  en  serait  de  même 
pour  les  deux  autres  composantes.  D'où  l'on  voit  que  les 
composantes  tic  la  vitesse  d'un  mobile  sont  les  vitesses  de 
ses  projections  rectangulaires,  ou  obliques,  sur  les  trois 
axes  de  coordonnées. 

12.  Déviation.  —  Considérons  un  point  animé  d'un 
mouvement  varié  quelconque,  et  à  un  instant  quelconque 
menons  la  tangente  à  sa  trajectoire  au  point  M  où  il  se 
trouve  (,fîg-  3).  Concevons  ensuite  qu'à  cet  instant  un 
second  mobile  commence  à  se  mouvoir  sur  la  tangente  avec 
la  vitesse  qu'a  le  premier  en  M;  et  soient  M',K  les  positions 
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le  mouvement  soit  donné,  c  est-à-dire  que  les  coordonnées 
x,  /,  z  du  mobile  soient  des  fonctions  connues  du  temps  t. 

13.  Composantes  de  la  déviation  suivant  les  axes.  — 
Soit  0  un  intervalle  de  temps  infiniment  petit;  les  coordon- 
nées de  N  sur  la  tangente  seront,  après  ce  temps, 

dx  m  dy  m  dz 

*+**>     r+i9>     Î+Â9- 

Celles  du  point  M'  sur  la  trajectoire  seront,  en  les  déve- 
loppant par  la  formule  de  Taylor,  et  représentant  par  g, 
c ',  e",  des  quantités  infiniment  petites, 


dx  ^       /d*x        \   W 


x 
de  "   '    \  dF 


dr  «     ld*r      A  * 


dz  ^        [d*z 


S+V«+   l-TT+O  — 


En  retranchant  les  coordonnées  de  N  de  celles  de  M',  on 
aura  en  grandeurs  et  en  signes  les  composantes  de  la  dé- 
viation NM';  leurs  valeurs  sont 

(d*x        \  &        (d'y        \  ÔJ        [d'y  \  Ô> 

(■3F+VTf     l^')*'     V^')*' 

Ces  expressions  peuvent  être  simplifiées  lorsque  9  est 
infiniment  petit;  car  on  peut  alors  négliger  le  second  terme 
qui  est  infiniment  petit,  par  rapport  au  premier  :  elles  se 
réduisent  à 

d2x  0J        d'y  0'        d'z  ô' 

HF  a"'    HF  Ty     dt7  T' 

et  la  déviation  elle-même  devient,  en  supposant  les  axes 
I.  2 


1    //<* 


U\ 


■m 


H.  Direction  lie  la  déviation.  —  On  appelle  direction 
de  la  dévialîon  en  un  point  quelconque  M,  la  limïle  vers 
laquelle  tond  la  direction  KM'  à  mesure  que  M'  tend  vers 
M.  Les  cosinus  des  angles  de  NM'  avec  les  axes  rectangu- 
laires, étant  toujours  proportionnels  aux  composantes  de 
KM',  et  respectivement  de  mêmes  signes,  il  s'ensuit  que  la 
direction  de  la  déviation  au  point  M  fait  avec  les  axes,  des 
angles  dont  les  cosinus  peuvent  être  représentés  propor- 
tionnellement, en  grandeurs  et  en  signes,  par  les  trois 
quantités 


Leurs  valeurs  même  s'obtiendraient  en  di\ 

tités  par 


smFWPm- 
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Elle  croit  donc  comme  l'espace  parcouru  d'un  mouvement 
uniformément  accéléré  par  un  mobile  partant  du  repos, 
l'accélération  étant  égale  à 

Ainsi,  en  se  représentant  la  déviation  comme  décrite  par 
le  mouvement  d'un  point,  et  bornant  l'approximation  aux 
quantités  du  second  ordre,  qui  suffisent  pour  le  calcul  des 
accroissements  infiniment  petits  de  vitesse,  on  peut  dire 
que  le  mouvement  déviatoire  est  uniformément  accéléré; 
et  dans  ce  mouvement  l'accélération  a  pour  valeur 


En  multipliant  cette  expression  par  les  cosinus  des  angles 
formés  avec  les  axes  par  la  direction  de  la  déviation,  et 
calculés  ci-dessus,  on  trouvera  pour  les  composantes  de 
cette  accélération,  en  grandeurs  et  en  signes,  les  trois 
expressions 

d*x       d*y       dH 

~d?J     1t^     1?' 

Remarque.  —  II  faut  bien  remarquer  que  cette  accélé- 
ration est  celle  du  mouvement  déviatoire,  au  moyen  du- 
quel on  regarde  la  déviation  comme  décrite,  et  non  pas 
du  mouvement  lui-même  sur  la  trajectoire.  Ce  serait  trop 
détourner  les  mots  de  leur  sens  naturel.  Nous  avons  d'abord 
appelé  accélération  ,  l'accroissement  de  la  vitesse  dans 
l'unité  de  temps,  cet  accroissement  ayant  lieu  uniformé- 
ment )  nous  avons  ensuite  étendu  cette  définition  au  cas 
d'une  variation  quelconque,  par  la  considération  des  infi- 
niment petits  :  il  n'est  pas  possible  d'aller  plus  loin  sans 
dénaturer  cettjfcnotion.  Si  donc  on  considérait  l'accélération 
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dans  un  mouvement  curviligne  varié,  11  serait  naturel  d'en- 
tendre par  là  l' accroissement  de  vitesse  rapporté  à  l'unité 

de  temps,  ou  y  ?  ce  qui  ne  serait  nullement  l'accéléra  tiou 

du  mouvement  déviaioire  que  nous  venons  de  calculer. 
C'est  pourquoi  nous  ne  désignerons  jamais  cette  dernière 
sous  le  nom  d'accélération  du  mouvement  sur  la  trajec- 


i  6.  Composantes  de  la  déviation  suivant  la  tangente  et 
la  normale.  —•  Nous  avons  vu  qne  les  composantes  de  la 
déviation  suivant  les  axes  avaient  pour  expressions,  en  né- 
gligeant les  quantités  infiniment  petites  par  rapport  à  en 

fl>  ii'x       fl*  d*y       81  d1* 


,  Soient  RM'  la  déviation,  M'P  la  perpendiculaire  abais- 
sée de  M'  sur  la  tangente  en  M;  NP  et  PM'  seront,  d'après 
notre  définition,  les  composantes  de  JNM'  suivant  la  tan- 
gente et  la  direction  PM'. 
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Mais  de  l'équation 

dx*  -h  dj*  -h  dz>  =  ds* 
on  tire 

dx  d*x-\-dydly  -f-  dzd*z  =  dsd*s  ; 

l'expression  précédente  devient  donc 

i 

Telle  est  l'expression  de  la  composante  tangentielle. 

Quant  à  la  seconde  composante  PM',  on  sait  que  si  Ton 

désigne  par  R  le  rayon  de  courbure  de  la  trajectoire  en  M, 

on  aura,  en  négligeant  les  quantités  infiniment  petites  par 

rapport  à  PM', 

* 

pM'=^; 

2R  ' 

mais  MM'  étant  l'espace  parcouru  dans  le  temps  0,  on 
pourra  remplacer  MM'  par  y0,  et  Ton  aura,  au  degré  d'ap- 
proximation demandé, 

PM'  =  -  ^. 

Telle  est  donc  l'expression  de  la  composante  normale,  dont 
la  direction  peut  être  remplacée  par  sa  direction  limite, 
sans  changer  le  degré  d'approximation.  Cette  direction  li- 
mite est  celle  de  la  normale  menée  du  point  M  au  centre 
de  courbure  de  la  trajectoire.  Ces  deux  composantes  peu- 
vent être  désignées  par  les  noms  de  déviation  tangentielle  et 
déviation  centripète. 

On  reconnaît  facilement,  d'après  les  expressions  de  ces 
deux  composantes,  que,  si  le  mouvement  est  uniforme,  la 
déviation  est  normale  à  la  trajectoire;  et,  s'il  est  recti ligne, 
R  étant  infini,  la  déviation  est  dans  le  sens  de  la  tangente 
ou  de  la  ligne  du  mouvement. 
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17.  Composantes  tangentielle  et  normale  de  Faccèiéra- 
Uon  dans  le  mouvement  déi-iatoire,  —  Le  mouvement  dé- 
viatoîre  étant  dirigé  suivant  MM',  et  par  suite  aussi,  l'ac- 
célération de  ce  mouvement,  les  composantes  de  cette  accé- 
lération suivant  la  tangente  et  la  normale  principale  seront, 
avec  l'accélération  elle-même,  dans  les  mêmes  rapports  que 
HP,  PM',  MM',  et  nous  avons  déjà  remarqué  que  les  com- 
posantes de  l'accélération  dans  un  mouvement  recliligue 
NM'  sont  les  accélérations  des  mouvements  des  projections 
du  point  sur  les  directions  que  l'on  considère.  IVous  aurons 
donc  les  expressions  des  composantes  de  l'accélération  en 

divisant  par  —  tes  expressions  des  espaces  infiniment  petits 

NP,  PM'  parcourus,  dans  le  temps  6. 

Les  composantes  tangentielle  et  normale  de  l1  accéléra  - 

i  du  mouvement  dcvîatoire  sont  donc,  la  première  - 
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Ces  deux  équations  déterminent  les  rapports  des  trois 
cosinus  inconnus,  et  donnent 

cosl:cosfft:cosv::cos£'cos7— cos*/cos6:cos7/cosa-*«cosa/cos7 

:  cos  a' cos  6 —  cosë'cosot 

et  comme  la  somme  des  carrés  des  trois  cosinus  est  égale  à 
l'unité,  si  Ton  pose 

i 

p  • 

(cos6' co$7  —  cos  7'  cos  6)*  -f-  ( C0S7' cos  a  —  cos  a'  cos  7  )J 

-4-  (cos  a'  cos  g — cos  S7  cosa)*=  Da, 

on  aura 

cos  6'  cos  7  —  cos  7'  cos  6 

«•*  = ±ït^ » 

cos  7 'cos  a  —  cos  a'  cos  7 

C0Sf,= _ 7, 

cos  a'  cos6  —  cos  6  '  cos  a 

cosv  = ; , 

±D 

le  dénominateur  devant  être  pris  avec  le  même  signe  pour 
les  trois  cosinus,  qui  doivent  être  dans  les  mêmes  rapports 
que  les  numérateurs. 

Quant  à  la  valeur  de  D%  elle  peut  se  mettre  sous  la  forme 

(cos,a-+-cos,6-f-cosJ7)  ( cos* a' -f- cos* 6'  -f-cos^') 
—  (cos  se  cos  a'  •+-  cosê  cos  6'  -f-  cos7COS7')'  ; 

elle  est  donc  égale  à 

1  —  cos1  V     ou     sin*  V, 

Y  étant  l'angle  des  deux  droites;  on  a  donc 

COS>  =  ±  -: — —  (  COS  6'  COS7  —  COS  J   COS 6;, 

sin  V  ' 

I 

cos»  =  ±-7— -(cos  7' cos  a —  cosa'cos7), 

r  sm  V v       '  f  ' 

cos  v  =  ±  — — -  (cos  a' cos  5  —  cos(5'  cos  a). 

sin  V  ' 

On  trouve  ainsi  deux  directions  opposées;  et,  en  efict,  rien 
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indéterminé  lequel  des  deux  s 
r  la  perpendiculaire. 


jusqu  i< 
sidérer  i 

{9.  Distinction  du  sens'de  la  perpendiculaire  à  deux 
directions.  —  Concevons  par  l'originedeux  droites  parallèles 
aux  directions  déterminées  par  les  angles  (aÉ-/),  («'6' y'); 
prenons  sur  la  première  un  point  quelconque  :  ses  coordon- 
nées x,  j  -,  z  seront  proportionnelles  aux  cosinus  des  angles 
a,  5,  y,  cl,  respectivement,  de  mêmes  signes  :  par  ce  point, 
menons  une  parallèle  à  la  direction  déterminée  par  les 
angles  a',  c',  y\  et  concevons  un  point  en  mouvement  sur 
cette  dernière  direction.  Le  rayon  vecteur  mené  de  l'origine 
à  ce  point  partira  de  la  direction  («07)  et  ira  en  se  rappro- 
chant de  la  direction  (x'S'y1)  qui  passe  aussi  par  l'origine. 

Supposons  maintenant  un  observateur  placé  dans  la  per- 
pendiculaire menée  par  l'origine  au  plan  des  deux  droites, 
les  pieds  appuyés  sur  ce  plan;  le  mouvement  du  rayon  vec- 
teur lui  paraîtra  s'exécuter  de  gauche  a  droite  ou  de  droite 
à  gauche,  suivant  qu'il  sera  placé  d'un  côté  ou  de  l'antre 
du  plan.  Nom  distinguerons  ces  deux  seus,  en  appelant 
,  celui  où  le  mouvement  s'effectue  de  gauche  à  droite. 
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la  valeur  de  p  étant 


^{jvo&f'  —  «cos  6')3-f-  (*  cosa'  —  x  cosy'  J'-fr-  (.*cos6'  — /cosa'  f\ 

de  sorte  que  p  n'est  autre  chose  que  la  perpendiculaire 
abaissée  de  l'origine  sur  la  droite  menée  par  le  points,  y,  r, 
dans  la  direction  (otë*  y').H  ne  s7 agit  plus  que  de  savoir 
quel  est  le  signe  qu'il  faut  donner  à  p  pour  que  les  angles 
à,p,  v  se  rapportent  à  la  direction  de  Taxe  du  plan,  telle 
que  nous  l'avons  définie*  Remarquons  d'abord  que  si  dans 
un  plan  de  direction  quelconque,  que  nous  ferons  passer, 
pour  plus  de  simplicité,  par  l'origine,  un  rayon  vecteur  se 
meut  autour  de  ce  dernier  point  dans  un  certain  sens,  et 
que  Ton  considère  la  projection  mobile  de  ce  rayon  vecteur 
sur  un  autre  plan;  Taxe  de  ce  dernier  mouvement  sera 
celui  des  deux  directions  de  la  perpendiculaire  à  ce  nouveau 
plan,  qui  fera  un  angle  aigu  avec  la  direction  de  l'axe  du 
premier  mouvement. 

Cela  posé,  considérons  d'abord  la  projection  du  rayon 
vecteur  sur  le  plan  XY,  et  désiguons  par  0  l'angle  que  sa 
direction  forme  avec  celle  des  x  positifs,  de  telle  sorte  que 

Taxe  positif  des  y  corresponde  à  0  =  -  •  Le  mouvement  sera 

direct  relativement  à  l'axe  des  z  positifs,  si  0  va  en  crois- 
sant) et,  dans  le  cas  contraire,  il  sera  direct  par  rapport  à 
Taxe  des  z  négatifs.  Et  l'on  sait  d'ailleurs  qu'un  angle  croit 
ou  décroit  toujours  en  même  temps  que  la  valeur  algé- 
brique de  sa  tangente. 

Or  la  projection  sur  XY  du  rayon  vecteur  mené  au  point 
(x,y,  z)  fait  avec  l'axe  des  x  un  angle  dont  la  tangente  a 

pour  expression  générale  -•  Si  le  point  xy  y,  z  s'avance 

dans  la  direction  (a'o'v')  d'une  quantité  quelconque  ///, 
rclte  tangente  devient 

y  4-  m  cos  Ç  ' 


.r  -f-  m  cos  a'  ' 


afi  is'iKonrcTiiii 

ton  accroissement  est  dont 


!L). 


el,  comme  on  peut  supposer  m  assez  petit  pour  que  le  dé- 
nominateur soi  1  positif,  le  signe  de  cet  accroissement  sera  le 
même  que  celui  du  numérateur,  ou  de  X  cosS'  — y  cosg'. 
Ainsi,  la  projection  du  rayon  vecteur  sur  XY  aura  un 
mouvement  dont  l'axe  sera  l'axe  des  z  positifs,  si  l'on  a 

xcosS' — /cosa'^o; 

et,  par  suite,  l'axe  du  mouvement  dans  l'espace-  cl  l'axe 
des  ;  positifs  feront  un  angle  aigu.  De  même,  les  projec- 
tions sur  \'L  et  /A  auront  un  mouvement  direct  par  rap- 
port aux  axes  des  x  et  des  y  positifs,  si  l'on  a 


scose'^>o 


»s7'>o 


Dans  le  cas  où  une  de  ces  inégalités  serait  de  sens  fou- 
trai re,  il  serait  direct  par  rapport  à  l'axe  négatif,  et  l'axe 


l'axe  positif  cor- 
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Si  raaîutenant  on  remplace  x,  y,  z  par  les  quantités  pro- 
portionnelles, et  respectivement  de  mêmes  signes,  cos  a, 
cos  6,  cos  y,  on  aura 

cos  X  =  — — —  (cos  6  cos  7'  —  cos  7  cos(5  '  ) , 
sin  V  v 

(1)  {cosf*=  — — —  (cosvcosa'  —  cosacos7'), 

v  sin  y  \ 

cos  v  =  — — —  (cos  a  cos6'  —  cos6  cos  a') , 
sm  V  x 

V  désignant  encore  l'angle  des  deux  directions. 

Ces  formules  se  rapportent  à  Taxe  du  mouvement  exé- 
cuté dans  le  plan  des  deux  directions  (a,  6,  y) ,  (a',  o',  y') 
par  un  rayon  vecteur  tournant  autour  de  leur  point  de  ren- 
contre, en  partant  de  la  première  et  se  rapprochant  de  la 
seconde.  Si  Ton  faisait  une  construction  analogue,  eu  sub- 
stituant chacune  des  deux  directions  à  l'autre,  on  aurait 
un  mouvement  en  sens  inverse;  et,  en  etîet,  les  formules 
précédentes  des  cosinus  changeraient  évidemment  de  signe 
sans  changer.de  valeur  absolue. 

Si  les  deux  directions  dounées  étaient  rectangulaires,  ou 
aurait 

Icos  X  =  cos  6  cos 7'  —  C0S7  cos  6', 
cos  ft  =  cos  7  cos  a'  —  cos  a  cos  7', 
cos  v  =  cos  a  cos  6'  —  cos  6  cos  a'. 

Remarque.  —  Si  l'on  prend,  à  partir  de  l'origine,  une 
longueur  q  sur  la  direction  cr',  6',  y',  on  aura,  en  désignai]! 
par  x',  j',  zf  les  coordonnées  de  son  extrémité, 

x'  =  q  cos  a\     y  =  q  cos  6',      *'  =s  q  cos  7'  ; 
et  les  formules  (1)  deviennent 

y*—  zy'=ipqcos\,    zx'—  .rz'—pqcosp,    xy' ~  rxf  =pq  cosv. 


Or,  d'après  oe  que  représente  />,  pi/  est  l'aire  du  parallélo- 
gramme construit  sur  les  deux  droites  menées  de  l'origine 
aux  points  xjz,  x'j'z'.  Désignant  celle  aire  par  P,  on 
aura  les  trois  équations  suivantes  : 

(4)     Pcosl=.r*'  —  *j',  Pcosj*=î.r'— xi.',  Pcosv=.rj-' — yx', 

X,  ji,  v  se  rapportant  à  l'axe  de  l'aire  décrite  par  un  rayon 
vecteur  passant  par  l'origine  et  marchant  de  xys  vers 
x' y'  z'  par  le  plus  court  chemin.  Et,  si  sur  la  direction  de 
cet  axe  on  prend  une  longueur  qui  représente  l'aire  P,  ces 
dernières  expressions  représentent  en  grandeur  et  en  signe- 
les  projections  de  cette  longueur  sur  les  axes  des  coor- 

Dislinction  du  sens  de  l'axe  d'un  mouvement  de  rotation. 

20.  Lorsqu'un  système  rigide  tourne  autour  d'un  axe 
fixe,  on  distingue  le  sens  de  ia  rotation  de  la  même  manière 
qu  ou  vient  de  le  faire  pour  la  perpendiculaire  à  deux 
directions.  Ou  conçoit  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe,  et 
un  observateur  placé  dans  Taxe,  les  pieds  appuyés  sur  ce 
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celui  des  z  pour  revenir  à  celui  des  x,  les  directions  des 
axes  positifs  soient  respectivement  les  axes  de  ces  trois 
mouvements.  Soient  ay  a,  an  les  cosinus  des  angles  que  la 
direction  des  x'  positifs  fait  avec  les  directions  respectives 
des  x,  y^  z  positifs  $  i,  b\  V1  les  cosinus  relatifs  à  la  di- 
rection des  j''  positifs,  et  c,  c',  d1  ceux  qui  se  rapportent  à 
la  direction  des  z'  positifs. 

Considérons  un  point  quelconque  M  (fig*  4)>  dont  les 
trois  coordonnées  x',  y\  z1  soient  représentées  par  AP, 
PQ,  QM  ;  abaissons  MR  =  x,  perpendiculaire  sur  YZ,  et 
joignons  RA.  Ce  polygone  fermé  étant  supposé  projeté  sur 
AX,  donnera 

ax*  -+-  by  -+-  c  z  —  x  =  o , 

pourvu  que  les  quatre  coordonnées  x\y'  y  z\  x  soient  po- 
sitives. Si  Tune  quelconque  d'entre  elles,  par  exemple  j'', 
était  négative,  le  côté  du  polygone  qui  doit  être  pris  en  va- 
leur absolue  serait  — y1  \  mais,  comme  il  serait  alors  par- 
couru dans  le  sens  des  y1  négatifs,  le  cosinus  qui  le  multi- 
plie changerait  de  signe  et  serait  —  b  \  le  terme  que  Ton 
doit  écrire  est  donc  toujours  by\  et  l'équation  est  générale, 
en  regardant  comme  négatives  les  coordonnées  dirigées  en 
sens  contraires  des  axes  déterminés  par  les  cosinus  donnés. 
On  trouverait  deux  autres  équations  analogues,  en  con- 
sidérant les  coordonnées^  et  z.  Les  équations  générales  de 
transformation  auront  doue 

Ij?  as  Ob'  .  -f-  byf    -h  czf , 
y=afj/  +  b'y  +  c'z'9 
z  =a"x'-+-b"y  +  c"z'9 

et  l'on  aura  les  conditions  nécessaires 


r: 


a  2  -h  a"7  =  i , 


"j 


(2)  <     £'-M"-h6"'=  I, 

(  c'  -f-  c'7  -h  c'"  =  i  ; 


plu. 
(3) 
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es  étaient  infliiignhiirt 

ae  +n'c'  -f-  a"c"  =  o, 
bc  +  b'c   +//V  —o. 


de  sorte  qu'on  ne  pourrait  prendre  arbitrairement  que  trois 
îles  neuf  quantités  a,b,c\  a1,  b'.  c' ;  a",  fi",  c". 

Les  deux  systèmes  étant  rectangulaires,  on  peut  passer 
du  seeond  au  premier  par  des  formules  semblables;  de  sorte 
que  les  équations  (i),  (2) ,  (3)  entraînent  les  suivantes  : 


3i 

reciions  des  x',y't  z'  respectivement  avec  celles  desx,y,  z 
positifs.  S'ils  sont  en  ordre  inverse,  lorsque  les  directions 
desx'  et  des/'  seront  amenées  à  coïncider  avec  celles  des  x 
et  des  y  positifs,  les  directions  des  2'  et  des  z  positifs  se- 
ront directement  opposées. 

L'axe  des  x'  étant  perpendiculaire  au  plan  des  aies  des 
y' et  des*',  les  angles  qu'il  fait  avec  les  trois  axes  desx,/,  z 
se  détermineront  d'après  les  formules  (3)  du  n°  19;  il 
faudra  d'ailleurs  s'assurer  si  les  axes  des  x',y',  z'  sont 
dans  le  même  ordre  que  les  premiers.  Dans  cette  hypo- 
thèse, l'axe  des  x' positifs  est  l'axe  relatif  au  mouvement 
d'un  rayon  vecteur  partant  de  AY'  et  se  rapprochant  de 
AZ';  les  angles  «,  6,  y  des  formules  (3)  se  rapportent  donc 
à  AY',  et  ont  pour  cosinus  b,  &',&*}«',  6',  y'  se  rapportent 
à  AZ'  et  leurs  cosinus  sont  c,  c',  é!  ;  ce  serait  l'inverse  si 
l'ordre  des  trois  axes  était  inverse. 

Si  donc  on  remplace,  dans  les  formules  (3),cosX,  uosu, 
cos  v,  par  a,  a',  a",  on  aura,  dans  l'hypothèse  d'une  dis- 
position semblable  dans  les  deux  systèmes  d'axes, 

a  =  b,c"  —  d,b",      a'=cb"  —  bc",     a"  =  be~-eb', 
et,  dans  le  cas  d'une  disposition  inverse, 

a  ^e'b"  —  b'c" ,     «'  =  be"  —  eb" ,     a"  =  eb'  —  be' , 

équations  qui  ne  différent  des  premières  que  par  le  change- 

Imcnt  de  signe  des  seconds  membres. 
F.n  agissant  de  la  même  manière  pour  les  axes  des/'  et 
des  z',  on  aura  des  équations  semblables  ;  de  sorte  que  les 
neuf  quanti  Ils  "be,  a'  b'  c',a"  b"  c"  sont  liées  par  les  rela- 
tions suivantes,  dans  le  cas  où  la  disposition  des  deux  sys- 
tèmes d'axes  est  la  même  : 

f  a  =  i  V  —  c  b",     a"  =  cb"  —  be",     a"  =  be'  —  eb', 

{-)    I  J  =  c'it"  —  n'e",     />'  =  ac"  —  ca" ,     b"  =ca'  —aé, 

'  c=a'b" — b' a" ,     c1  =  ba"  —  ab" ,     r"  =  ab'  — ta'. 
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Dans  le  cas  on  la  disposition  des  axes  sérail  inverse,  il  fau- 
drait changer  les  signes  des  seconds  membres  de  ces  neuf 
équations. 

22.  Les  nouveaux  axes  x',  y',z',  au  lieu  d'être  déter- 
minés par  neuf  quantités  entre  lesquelles  il  existe  six  rela- 
tions, pourraient  l'être  par  trois  seulement,  et  nous  allons 
faire  connaître  les  formules  données  à  cet  effet  par  Euler. 

Nous  supposerons  que  les  nouveaux  axes  aient  la  même 
disposition  que  les  premiers,  et  nous  les  déterminerons  en 
donnant  l'angle  ty  {fig.  5)  que  forme  avec  l'axe  des  X  po- 
sitifs la  trace  AR  du  plan  Y'  X'surXY;  l'angle  8  que  forme 
le  plan  X'  Y'  avec  XY,  qui  est  aussi  celui  des  axes  AZ,  AZ'; 
et  enfin  l'angle  y  que  forme  AX'  avec  AR  ;  mais  il  est 
essentiel  d'indiquer  avec  précision  le  sens  dans  lequel  cha- 
cun de  ces  angles  est  estimé. 

JVous  compterons  l'angle  iji  dans  le  sens  du  mouvement 
direct  de  AX  vers  A  Y,  et  il  pourra  varier  de  o  à  2jr;  mais 
à  laquelle  des  deux  directions  opposées  AR,  AR'  se  rappor- 
lera-t-il?  Pour  la  déterminer,  concevons  un  mouvement 
direct  autour  de  AZ  qui  amène  AX  en  AR  et  AY  ni  AY,; 
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gnerons  par  xt ,  j\ ,  z  les  coordonnées  comptées  sur  leurs 
directions.  Après  le  second  mouvement,  ils  ont  la  posi- 
tion AR,  AYf,  AZ',  et  nous  désignerons  par  xt ,  jt ,  zf  les 
coordonnées  correspondantes.  Enfin,  après  le  troisième 
mouvement,  ils  coïncideront  avec  les  axes  AX',  AY',  AZ', 
pour  lesquels  les  coordonnées  sont  x',  y  ',  z'. 

Nous  pourrons  ainsi  passer  des  premiers  axes  aux  nou- 
veaux au  moyen  de  trois  transformations  dans  lesquelles 
un  axe  étant  immobile,  on  n'a  besoin  de  faire  usage  cfue  de 
la  transformation  des  coordonnées  dans  un  plan. 

Or  on  sait  que,  pour  passer  d'un  système  de  coordonnées 

rectangulaires  m,  i>  à  un  système  rectangulaire  //,  vr  sem- 

blablement  disposé,  c'est-à-dire  tel,  que  quand  la  direction 

des  u  positifs  coïncide  avec  celle  des  u  positifs,  il  en  soit 

de  même  des  directions  des  v  et  v1  positifs,  on  a  les  deux 

formules 

u  =  «'  cos  a  —  c'  sin  a , 

p  =  11!  sin  a  -f-  u'  cos  a; 

a  désignant  l'angle  dont  il  faut  faire  tourner  l'axe  des  u 
dans  le  sens  de  u  vers  v  pour  qu'il  coïncide  avec  Taxe  des  u' 
positifs.  Ces  formules  varieraient  dans  les  signes  si  la  dis- 
position des  axes  était  inverse.  D'après  cela,  on  aura  les 
équations  suivantes  : 

x=rr,coS\[>— /,sin^,  fl  =  yico*9  —  z'sinG,  x,=j'cosy— /sin?, 
/=j?tsin>}»-f»/iCos^,  *  =Ji  sinO-H  z'cosO,  jr^x*  sin  f+y'  cos  f. 

Eliminant  les  intermédiaires  xt ,  >  t ,  y% ,  on  obtient  les  for- 
mules cherchées  : 

jc=z  x'  (cos  f  cos  ^  —  sin  f  sin  ty  cosô) 
-h y  (  —  sinocos^  —  sinvpcosf  rosô)-f-  s'sin^sinG, 
(8)     /  jr=x,(cosf  sin\J*-4-  siny cos^cosG) 

-h  y  ( —  sinf  sin\p  -f-  cos  ^  cos  ?  cosô)  —  z'cos^sinO, 
z  =  j:' sin  G  sin?  -+-  r'cosçsinO  -f-  z'cosG. 
I.  3 
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1.3  comparaison  des  fut-mules  (i)  cl  (S)  rond un  aux 
équations  suivantes,  qui  ont  la  même  généralité  que  colles 
d'où  on  les  déduit  : 

a  ~  —  iiiif  sin^cos9-J-  ro«f  ros-^, 
b  ■=  —  cosf  sin^citsS — sio?co$-|, 
c  =  sinÈ  sin-|>, 
a'=  siofcns+cosS-t-  cM»sin^, 
6*=  «Mf  cosifiCosO  —  vn»sin^, 
,-•  =  —  sin8cos|; 

Os  équations  entraînent  les  suivantes,  qu'il  est  lx>n  de 
noter  : 

tMf<»  JS*      l»ng<J-  =  —  -,■ 


CHAPITRE  III. 
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bleineut,  puis  en  laissant  ce  point  fixe,  et  en  faisant  tour- 
ner le  système  autour  de  lui,  jusqu'à  ce  que  deux  autres 
points,  non  en  ligne  droite  avec  ce  centre,  viennent  pren- 
dre la  position  qu'ils  doivent  occuper. 

Et  il  est  bon  de  remarquer  que  ce  point  fixe  autour  du- 
quel s'effectue  le  second  mouvement  est  arbitraire,  c'est* 
à4lire  qu'un  point  quelconque  de  l'espace  peut  être  regardé 
comme  la  seconde  position  d'un  certain  point  lié  au  sys- 
tème. En  effet,  si  Ton  éloigne  un  point  à  volonté,  qu'on  le 
lie  au  système  dans  sa  position  définitive,  et  qu'ensuite 
on  ramène  ce  système  à  sa  première  position,  le  poiut 
choisi  sera  alors  celui  qu'il  aurait  fallu  lier  au  système  pri- 
mitif pour  que  sa  position  après  le  mouvement  fut  celle  qui 
a  été  choisie  arbitrairement  dans  l'espace. 

Examinons  maintenant  chacun  de  ces  deux  mouvements, 
de  translation  et  de  rotation. 

Il  est  évident  que  le  point  que  l'on  a  considéré  pourrait 
parvenir  d'une  position  à  l'autre,  en  décrivant  uu  polygone 
quelconque,  qui  commencerait  à  l'une  et  se  terminerait  à 
l'autre.  D'où  il  suit  que  le  premier  mouvement  pourra  être 
remplacé  par  une  suite  d'autres  mouvements  de  translation, 
représentés  en  grandeur  et  en  direction  par  les  divers  côtés 
de  ce  polygone.  Cette  substitution  de  plusieurs  mouvements 
successifs  à  un  seul  s'appellera  composition,  et  l'inverse 
décomposition.  On  peut  donc  dire  que  les  mouvements 
de  translation  peuvent  se  composer  et  se  décomposer  de 
la  même  manière  que  les  vitesses  d'un  point. 

Quant  au  mouvement  autour  du  point  fixe,  il  est  facile 
de  reconnaître  d'abord  qu'il  peut  être  décomposé  d'une 
infinité  de  manières,  en  deux  mouvements,  autour  d'axes 
fixes;  car  on  amènerait  un  point  quelconque  d'une  posi- 
tion à  une  autre,  en  faisant  tourner  le  système  autour  d'une 
droite  quelconque  passant  par  le  point  fixe,  et  située  dans 
le  plan  mené  par  ce  poiut,  perpendiculairement  à  la  droite 

o. 
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qui  joint  les  deux  positions  du  point  que  l'on  rousidcre. 
lesquelles  sont  nécessairement  éipndistanles  du  centre.  Le 
système  ayant  maintenant  deux  de  ses  points  dans  la  posi- 
tion qu'ils  doivent  occuper,  il  est  certain  que  tous  les  au- 
tres arriveront  à  la  leur,  par  un  mouvement  de  rotation 
autour  de  la  droite  qui  joint  les  deux  premiers.  La  ques- 
tion est  done  réduite  a  la  considération  des  mouvements  de 
rotation  autour  d'axes  passant  par  le  point  fixe. 

Les  propositions  que  nous  allons  démontrer  relativement 
à  la  composition  et  la  décomposition  de  ecs  mouvements 
sont  extraites  de  la  Théorie  nouvelle  âe  In  rotation  des 
corps,  de  M.  Poinsoi;  mais,  avant  d'entrer  dans  cette  ex|>o- 
silîon,  nous  commencerons  par  faire  une  remarque  très- 
simple  et  nés-utile. 


21.  Hemarnne.  —  Lorsqu'un  corps  tourne  autour  d'un 
axe  lixc,  d'une  quantité  angulaire  infiniment  petite,  les 
variations  infiniment  petites  des  coordonnées  d'un  point 
quelconque  dépendent  des  coordonnées  de  ce  point,  et  des 
autres  données  de  la  question.  Pour  un  point  infiniment 
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lions  des  coordonnées  de  chaque  poiut  pourra  être  consi- 
dérée comme  la  variation  résultante  des  mouvements  opérés, 
à  la  suite  les  uns  des  autres,  et  dans  un  ordre  quelconque. 

Il  est  encore  facile  de  s'assurer  que  si  le  système  tour- 
nait delà  même  quantité  infiniment  petite  autour  d'un  axe 
infiniment  voisin  de  celui  qui  est  donné,  les  variations  des 
coordonnées  d'un  point  à  une  distance  finie  ne  seraient 
altérées  que  de  quantités  infiniment  petites  par  rapport  à 
elles-mêmes,  et  qui  pourraient  conséquemment  être  négli- 
gées. En  effet,  les  variations  des  coordonnéesVen  se  bornant 
aux  quantités  du  premier  ordre  infinitésimal ,  sont  le  pro- 
duit de  l'angle  de  rotation  infiniment  petit,  par  des  fonc- 
tions des  quantités  qui  déterminent  Taxe.  Si  donc  ces 
quantités  changent  infiniment  peu,  il  en  résulte,  pour  les 
variations  des  coordonnées,  des  changements  d'un  ordre 
'  supérieur  au  premier. 

Ainsi,  il  n'y  a  aucune  erreur  du  premier  ordre  infinité- 
simal dans  l'expression  des  variations  des  coordonnées  des 
divers  points  d'un  système  rigide  qui  tourne  successivement, 
de  quantités  angulaires  infiniment  petites,  autour  d'axes  en 
nombre  quelconque,  lorsque  l'on  substitue  à  ces  divers 
points,  d'autres  points  infiniment  voisins  ;  que  l'on  substitue 
de  même  à  ces  axes  d'autres  axes  infiniment  peu  différents, 
et  quel  que  soit  l'ordre  dans  lequel  on  effectue  ces  différentes 
rotations.  C'est  a  cause  de  ces  avantages  que  l'on  décom- 
pose toujours  les  mouvements  effectués  dans  des  temps 
finis,  dans  ceux  qui  s'accomplissent  dans  les  intervalles  in- 
finiment petits,  dans  lequelson  peut  décomposer  ces  temps. 
Aussi  tout  ce  que  nous  dirons  sur  la  composition  et  la 
décomposition  des  mouvements  se  rapportera  presque  uni- 
quement au  cas  où  ces  mouvements  seront  infiniment 
petits. 

25.   Vitegsv  angulaire.  —  Considérons  le  mouvement 
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continu  de  rotation  d'un  système  rigide,  et  concevons  un 
j.l.in  passant  par  .l'axe  et  lié  invariablement  au  sysicme. 
La  position  de  ce  plan  détermine  celle  de  tous  les  autres 
points,  et  peut  être  donnée  à  chaque  instant  par  l'angle  $ 
qu'il  fait  avec  un  plan  fixe  mené  par  l'axe. 

Si  les  accroissements  de  cet  angle  sont  proportionnels 
aux  accroissements  du  temps,  le  mouvement  angulaire  du 
système  est  uniforme.  Il  en  est  de  même  des  mouvements 
des  différents  points,  et  leurs  vitesses  sont  proportionnelles 
n  leurs  dislances  à  l'axe.  On  nomme,  dans  ce  cas,  vitesse 
angulaire  du  système,  l'angle  décrit  par  le  plan  mobile 
dans  l'unité  de  temps;  c'est  la  vitesse  de  tout  point  situé  à 
l'unité  de  distance  de  l'axe. 

Si  le  mouvement  angulaire  est  varié  et  nue  l'angle  fy  suit 
une  fonction  quelconque  du  temps,  on  appellera  vitesse 
angulaire  à  un  instant  quelconque  la  limite  de  la  vitesse 
angulaire  moyenne  avec  laquelle  un  angle  intimaient  peut 
serait  décrit  à  partir  de  cet  instant.  Sa  valeur  est  la  dérivée 

de  l'angle  par  rapport  au  temps,  ou  —  ;   et  l'angle  décrit 
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rigide,  qui  lui-même  eu  a  un,  en  même  temps,  par  rapport 
k  un  autre  système  rigide,  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  que 
l'on  arrive  à  un  système  immobile.  Il  résulte  de  là,  pour 
le  corps,  un  certain  mouvement  dans  l'espace,  qui  est  con- 
tinu si  les  autres  le  sont,  et  qui  rentre  dans  les  mouvements 
résultants  tels  que  nous  les  avons  définis.  En  effet,  consi- 
dérons tous  ces  mouvements  correspondants  à  un  même 
temps  écoulé  :  concevons  d'abord  que  le  corps  se  meuve 
seul  et  accomplisse  son  mouvement  dans  le  premier  sys- 
tème; qu'ensuite  ce -système  exécute  son  mouvement  dans 
le  second,  eu  entraînant  avec  lui  le  corps  dans  la  position 
qu'il  y  a  prise;  qu'après  cela,  le  second  système  exécute  son 
mouvement  en  entraînant  le  premier  et  le  corps;  et  ainsi 
de  suite  :  il  est  facile  de  voir  que  le  corps  se  trouvera  à  la 
fin  dans  la  position  où  il  doit  être  d'après  les  données.  Mais 
ebacun  des  mouvements,  que  nous  venons  d'indiquer,  des 
systèmes  qui  entraînent  le  corps  fixement  lié  à  eux,  n'est 
antre  chose  qu'un  certain  mouvement  du  corps  lui-même, 
et  décomposable  en  un  mouvement  de  translation  suivi 
d'un  mouvement  de  rotation  autour  d'un  axe  fixe.  D'où 
Ton  voit  que  les  mouvements  simultanés  en  question,  que 
l'on  appelle  quelquefois,  assez  improprement,  des  mouve- 
ments dont  le  corps  est  animé  simultanément,  le  placent  k 
une  époque  quelconque  dans  la  même  position  où  il  arri- 
verait par  la  composition  de  ces  mouvements  telle  que  nous 
l'avons  définie,  c'est-à-dire  en  les  produisant  successive- 
ment, et  dans  Tordre  que  nous  venons  d'indiquer. 

27.  Cas  des  axes  concourants.  —  Soit  OA  (fig.  6)  la 
direction  d'un  axe  autour  duquel  un  système  rigide  tourne, 
d'une  quantité  angulaire  quelconque  a  a ,  le  sens  de  la  rota- 
tion étant  déterminé  de  la  manière  indiquée  précédem- 
ment. 

Soit  de  même  OB  un  secoud  axe  autour  duquel  le  sys- 
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tenu:  tourne  d'une  quantité  angulaire  a  c, quand  le  premier 
mouvement  est  accompli.  Mous  allons  démontrer  que  le 
système  arriverait  à  la  même  position  par  Mine  rotation 
unique,  autour  d'un  axe  passant  par  le  même  point  O. 

En  effet,  menons  par  OA  un  plan  qui  fasse  avec  le  plan 
AOB  un  angle  «,  du  eôlé"  de  OB;  et  pur  OB  un  autre  plan 
taisant  avec  AOB  un  angle  6,  du  côté  de  AO.  Il  est  évident 
qu'après  la  première  des  deux  rotations,  l'intersection  OP 
de  ces  deux  plans  aura  pris  la  position  symétrique  par  rap- 
port au  plan  AOB,  et  qu'après  la  seconde  rotation,  elle 
aura  repris  sa  première  position.  Donc  le  système  parvien- 
drait à  la  seconde  position  eu  tournant  autour  de  l'axe  OD. 

Si  les  rotations  se  faisaient  en  ordre  inverse,  l'axe  de  la 
rotation  unique  qui  les  remplace  serait  symétrique  de  OD 
par  rapport  au  plan  AOB. 

28.  Rotations  infiniment  peliie*.  —  Ces  conséquences 
ont  lieu,  quels  que  soient  les  angles  a#,  ac;  mais  nous 
examinerons  particulièrement  le  cas  où  ils  sont  infiniment 
petits.  Dans  l'angle  triédie,  formé  par  les  arèlesOA,  OB, 
OD,  les  sinus  des  angles  BOD,  AOD  sont  entre  eux  comme 
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la  vitesse  angulaire  du  mouvement  résultant.  Pour  cela,  on 
choisira  un  point  quelconque  I  sur  Taxe  OÀ,  autour  du- 
quel s'est  effectuée  la  première  rotation  ;  il  ne  se  dépla- 
cera qu'à  la  seconde,  et  il  décrira  une  ligne  in  fi  ni  meut  pe- 
tite IL  perpendiculaire  au  plan  AOB.  Abaissons  les  per- 
pendiculaires IK7  IH  sur  OB,  OD.  Les  angles  infiniment 
petits,  dont  le  point  I  tourne  autour  de  OB  ou  de  OD,  pour 
parvenir  i  sa  position  L,  sont  dus  à  des  mouvements  de 
même  sens,  et  en  raison  inverse  deIK  et  IH,  ou  de  sin  KOI 
et  sin  HOI,  ou  enfin  de  OP  et  ON.  Donc  la  vitesse  angu- 
laire résultante  sera  représentée  par  la  diagonale  OP,  puis- 
que la  vitesse  angulaire  autour  de  OB  Test  parON.  De  plus, 
d'après  ce  que  nous  avons  dit,  le  sens  de  la  rotation  autour 
de  OD  est  de  gauche  à  droite,  comme  autour  de  OB.  Donc 
enfin,  si  Von  prend  sur  la  direction  de  deux  axes,  à  par- 
tir de  leur  point  de  concours,  des  grandeurs  qui  repré* 
sentent  les  vitesses  angulaires  des  rotations  successives 
autour  de  ces  deux  axes,  la  diagonale  du  parallélogramme 
construit  sur  ces  deux  lignes  représentera  la  direction  de 
F  axe  de  la  rotation  résultante,  et  la  grandeur  de  sa  vi+ 
tesse  angulaire. 

On  conclut  de  là  que  la  composition  et  la  décomposition 
de  rotations  en  nombre  quelconque  autour  d'axes  passant 
sur  un  même  point,  s^efftetuent  de  la  même  manière  que 
celles  de  vitesses  qui  seraient  dirigées  suivant  ces  axes,  et 
représentées  en  grandeur  par  les  vitesses  angulaires  cor- 
respondantes . 

29.  Cas  des  axes  parallèles.  -~  Ce  cas  est  renfermé 
dans  le  précédent  et  pourrait  facilement  s'en  déduire,  puis- 
que des  parallèles  passant  par  des  points  donnés  sont  les» 
limites  de  droites  passant  par  ces  points  et  concourant  en 
un  même  point  qui  s'éloigne  à  l'infini.  Mais  il  n'est  pas 
inutile  de  traiter  directement  ce  cas  particulier. 
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Soient  A  elB  \fig.8)  les  projections  des  deux  axes  paral- 
lèles sur  un  plan  qui  leur  est  perpendiculaire,  et  2a,  x  S,  les 
angles  de  rotation  respectifs  <|ue  l'on  peut  toujours  suppo- 
ser moindres  que  deux  droits.  Menons  de  part  et  d'autre  de 
AB  et  sous  les  angles  respectifs  «,  S  quatre  droites  se  cour 
pant  aux  points  U,L',  V,  V,  symétriques  deux  a  deux  par 


'apport  à  AB.  Remarquons  i 


t  qu  i 


distin- 


guer plusieurs  ras  différents,  suivant  le  sens  ou  l'ordre  des 
rotations. 

Supposons-les  d'abord  de  même  sens,  et,  ce  qui  est  tou- 
jours possible,  directs  pour  l'observateur  du  roté  présenté 
par  la  figure,  et  que  nous  nommerons  le  dessus  du  plan.  H 
est  évident  que  si  la  première  rotation  est  autour  de  A,  le 
point  U  sera  amené  par  elle  en  U',  et  ramené  en  U  par  la 
seconde,  ("e  dernier  point  est  donc  dans  sa  première  posi- 
tion après  le  mouvement  total,  ainsi  que  la  droite  dont  il 
est  la  projection;  et  par  conséquent  le  système  prendrait  la 
même  position  par  une  seule  rotation  autour  de  l'axe  U. 
nul  à  l'angle  de  rotation,  il  est  évidemment  aa-hac. 
:  la  ligne  AU,  par  exemple,  considérée  comme  liée  au 
lème,  a  d'abord  tourné  de  l'angle  a  a,  et  est  venue  en 
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lequel  la  plus  grande  rotation  est  dans  le  sens  direct,  et 
soit  A  Mftt  axe.  Les  points  de  rencontre  V,  V  se  projette- 
ront en  dehors  de  ÀB  et  du  côté  de  À. 

Cela  posé,  si  la  rotation  autour  de  A  s'efteclue  la  pre- 
mière, le  point  V  sera  transporté  en  V  quand  elle  sera 
achevée:  et  la  seconde  rotation  le  ramènera  a  sa  première 
position.  Le  mouvement  total  pourrait  donc  être  produit 
par  une  rotation  unique  autour  de  Taxe  V.  Cette  rotation 
sera  la  différence  a  et  —  a  6  ;  car  si  on  considère,  par  exem- 
ple, l'angle  décrit  par  la  direction  AV,  il  sera  a  a  après  le 
premier  mouvement  dans  le  sens  direct  ;  et  comme  dans 
le  second  mouvement  toutes  les  droites  du  plan  décrivent 
l'angle  a  S  en  sens  contraire,  il  en  sera  de  même  de  A  V  qui 
rétrogradera  de  ce  même  angle,  et  par  conséquent  n'aura 
tourné  à  la  fin  que  de  l'angle  a  a  —  a  6  dans  le  sens  direct. 

Si  l'on  avait  commencé  par  la  rotation  rétrograde  autour 
de  B,  c'est  le  point  V  qui  serait  revenu  à  sa  première  po- 
sition, et  serait  par  conséquent  la  projection  de  l'axe  de  la 
rotation  résultante,  qui  serait  toujours  la  même,  pour  le 
sens  et  pour  la  grandeur. 

90.  Si  les  deux  rotations  de  sens  contraire  étaient  égales, 
elles  formeraient  ce  que  M.  Poinsot  appelle  un  couple  de 
rotations-,  les  points  de  rencontre  V,  V  seraient  à  l'infini, 
et  le  mouvement  ne  pourrait  plus  réellement  être  considéré 
comme  effectué  par  une  rotation  unique.  Mais  si  Ton  con- 
çoit que  l'angle  6,  d'abord  plus  petit  que  a,  tende  indéfini- 
ment vers  cette  valeur,  les  points  V,  V  s'éloignent  indéfi- 
niment de  A  sur  les  droites  AV,  AV,  et  les  rotations  autour 
des  axes  V,  V  tendent  à  devenir  des  mouvements  de  trans- 
lation perpendiculaires  a  AV,  ou  AV,  suivant  Tordre  des 
rotations.  Un  couple  de  rotations  peut  donc  être  remplacé 
par  un  mouvement  de  translation  perpendiculaire  au  plan 
mené  parallèlement  aux  axes,  et  sous  l'angle  a  avec  AB. 


Pour  avoir  ta  grandeur  de  la  translation,  il  sulliia  de 
doubler  la  limite  île  la  perpendiculaire  abaissée  sur  BV 
ou  BV,  du  point  A  qui  ne  se  méat  que  dans  la  seconde  ro- 
latiou.  Celle  valeur  esl  aABsiu*. 

Quant  au  sens  de  la  translation,  supposons  que  la  pre- 
mière rotation  s'elleclue  autour  de  A,  auquel  eas  l'axe 
résultant  est  en  V;  il  suffira  de  considérer  le  mouvement 
de  A  dans  la  seconde  rotation  qui  est  rétrograde  autour 
de  li.  Le  mouvement  de  translation  est  donc  du  côté  de  AV 
qui  correspond  au  mouvement  rétrograde  autour  de  B. 
Cette  direo lion  déterminée,  qui  est  perpeudîculaire  à  AV, 
est  celle  de  Vaxe  rlu  couple  rie  rotation.  Si  l'on  s'y  place 
de  la  manière  convenue  précédemment,  et  qu'on  fasse 
tourner  le  plan  des  deux  axes  de  rotation  autour  de  cette 
droite,  de  manière  que  A  et  b  commencent  par  se  déplacer 
dans  le  sens  des  axes  qui  y  passent  respectivement,  l'ob- 
servateur apercevra  un  mouvement  direct. 

31.   Rotations   infiniment  petites. —  Faisons   mainte- 
nant la  supposition  que  les  rotations  autour  des  deux  axes 
nlinimi'ii t   petites 
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lions  est  indifférent,  puisqne  lès  deux  axe*  correspondants 
aux  deux  ordres  sont  venus  coïncider. 

Les  antres  circonstances  restent  les  mêmes  que  dans  le 
cas  de  rotations  finies.  Il  est  évident  que  réciproquement 
une  rotation  peut  se  décomposer  en  denx  autres,  satisfai- 
sant aux  conditions  qui  viennent  d'être  établies,  et  que 
toute  translation  peut  être  décomposée  en  deux  rotations 
formant  un  couple. 

La  composition  des  couples  de  rotation  ne  sera  autre 
chose  que  celle  des  mouvements  de  translation  représentés 
par  leurs  axes,  et  s'effectuera  par  conséquent  de  la  même 
manière  que  la  composition  des  vitesses  ;  il  en  serait  de 
même  de  leur  décomposition. 

Enfin  on  remarquera  qu'une  rotation  autour  d'un  axe  À 
pourra  toujours  être  remplacée  par  une  rotation  identique, 
autour  d'un  axe  B  parallèle  au  premier,  plus  un  couple  de 
rotations  dont  le  bras  de  levier  sera  la  distance  de  À  à  B; 
car  il  suffit  pour  cela  d'introduire  deux  rotations  autour  de 
Taxe  B  qui  soient  égales  à  la  première  et  de  sens  opposés, 
ce  qui  ne  change  rien  au  déplacement. 

32.  Réduction  générale  de  rotations  et  translations 
quelconques,  —  Quelles  que  soient  les  rotations  et  transla- 
tions infiniment  petites  opérées  sur  un  système,  elles  peu- 
vent se  réduire  à  une  rotation  autour  d'un  axe  passant  par 
un  point  arbitraire  O,  et  une  translation  dépendante  de  ce 
point. 

En  effet,  toute  rotation  autour  d'un  axe  peut  être  chan- 
gée en  une  rotation  identique  autour  d'un  axe  parallèle 
mené  par  O,  plus  une  translation,  ou  un  couple  de  rota- 
tions, dépendant  de  la  position  du  nouvel  axe.  Toutes  les* 
rotations  composées  donneront  une  même  rotation  résul- 
tante autour  d'un  axe  de  direction  constante,  quel  que  soit 
le  point  où  Ton  ait  transporté  tous  les  axes.  Mais  les  mou- 
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vemeiils  de  translation  ou  ion  pics  iliï  rotations  donné*,  com- 
posés avec  ceux  qu'un  a  introduits,  donneront  un  roupie 
résultant,  ou  une  translation,  variable  de  grandeur  et  de 
direction. 

Comme  il  existe  un  point  qui  arriverait  en  O  par  l'effet 
de  toutes  ces  translations,  le  double  mouvement  auquel 
nous  venons  de  réduire  tous  les  mouvementé  partiels  des 
deux  genres,  rentre  dans  celui  que  nous  avons  indiqué 
n"23,  pour  amener  tout  système  rigide,  d'une  position  à 
une  autre. 


33.  Cas  particulier  oà  le.  mouvement  fini  est  parallèle 
à  un  plan. —  Si  tous  les  points  du  corps  se  meuvent  dans 
des  lignes  parallèles  à  un  monte  plan  cl  que  l'on  conçoive 
une  section  faite  par  un  plan  fisc  parallèle  au  premier,  "il 
en  résultera  une  ligure  qui  se  mouvra  dans  ce  plan  fixe  ;  et 
U  position  déterminant  celle  du  corps  même,  il  snfïira  de 
considérer  le  inouvcmenlde  cette  figure. 

lr,  il  est  facile  de  démontrer  que  tout  déplacement 
:11e  subira  peut  être  produit  par  une  rotation  autour 
i  point  déterminé.  Kn  eilet,  ou   pourra  toujours  pro- 
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le  point  B  quitte  sa  première  position,  et  par  conséquent, 
par  une  simple  rotation  autour  du  centre  B,  dont  la  posi- 
tion est  entièrement  déterminée  par  la  construction  précé- 
dente. Le  corps  aura  ainsi  effectué  une  simple  rotation 
autour  d'un  aie  perpendiculaire  au  plan.  Si  la  rotation 
précédait  la  translation,  le  résultat  serait  di lièrent,  et  ce 
serait  B;  qui  serait  la  projection  de  Taxe  de  rotation. 

La  question  que  nous  venons  de  traiter  est  renfermée 
dans  celle  du  mouvement  d'une  figure  sur  une  sphère,  la- 
quelle avait  été  traitée  pour  la  première  fois  par  Euler. 

34.  Réduction  générale  à  un  mouvement  hélicoïdal.  — 
Mous  avons  déjà  réduit  tout  déplacement  fini  à  deux  au- 
tres, le  premier  de  translation,  le  second  de  rotation,  n°  23. 
Décomposons  le  premier  en  deux,  l'uu  parallèle  à  Taxe  de 
rotation,  l'autre  perpendiculaire.  Ces  deux  mouvements 
pouvant  être  effectués  dans  un  ordre  quelconque,  nous  com- 
mencerons par  la  translation  parallèle  à  Taxe;  il  restera 
une  translation  et  une  rotation  perpendiculaire  à  Taxe,  qui 
se  composeront,  comme  on  vient  de  le  voir,  en  une  simple 
rotation  autour  d'un  axe  parallèle  au  premier. 

Tout  mouvement  est  donc  réductible  à  une  rotation  au- 
tour d'un  axe  et  une  translation  parallèle  à  cet  axe;  et  par 
conséquent  le  déplacement  peut  être  produit  par  un  simple 
mouvement  hélicoïdal. 

On  reconnaît  facilement  que  cette  translation  parallèle  a 
l'axe  est  la  projection,  sur  cet  axe,  de  la  première  transla- 
tion à  quelque  point  qu'elle  se  rapporte.  Elle  est  toujours 
la  même  et  égale  à  la  quantité  commune  dont  tous  les  points 
du  corps,  en  passant  de  leur  première  position  à  la  seconde, 
se  sont  éloignés  d'un  même  plan  perpendiculaire  à  la  direc- 
tion déterminée  de  Taxe.  Enfin  elle  est  la  plus  petite  trans- 
lation possible,  puisqu'elle  est  la  projection  de  toutes  les 
autres. 
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'.iH.  Mouvement  continu,  parallèlement  à  unptttn  fi.ce. 
—  Ce  mouvement  peut  ùlre  réduit,  comme  nou.s  lavons 
déjà  dit,  à  celui  d'une  figure  plitue  dans  son  plan.  Décom- 
posons le  temps  eu  éléments  infiniment  petits.  Lt  njouve- 
meiit  opéré  dans  chacun  de  ces  intervalles  pourra,  comme 
nous  l'avons  démontré,  être  considéré  comme  une  rotatii 
effectuée  autour  d'un  point  déterminé,  que  l'on  nomi 
centre  instantané  de  rotation  $  et  l'ensemble  de  ces  centres 
a  pour  limite  un  lieu  géométrique  continu,  entièrement 
déterminé,  et  immobile  sur  le  plan.  Si  maintenant  on  con- 
sidère tous  les  points  liés  à  la  figure  mobile,  qui  sont  venus 
successivement  coïncider  avec  les  points  du  premier  lieu  à 
l'instant  où  ils  étaient  centres  de  rotation,  on  aura  un  se- 
cond lieu,  invariablement  lié  avec  la  figure  mobile,  et  se 
déplaçant  sur  le  plan.  Si  l'on  connaissait  le  mouvement  de 
ne  lieu,  il  déterminerait  réciproquement  celui  de  la  figure 
qui  lui  est  liée.  Or  nous  allons  voir  qu'il  peut  être  très- 
simplement  défini. 

En  effet,  soient  A,  B,  C,  D,  E,  F,  etc.  (Jtg.  u>),  les  po- 
sitions successives  des  centres  de  rotation  correspondants 
aux  divers  intervalles  de  temps;  A',  h",  C,  D',etc. ,  les  points 


me 
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courbes  sont  constamment  tangentes;  des  arcs  égaux  de  ces 
courbes  s'enroulent  les  uns  sur  les  autres,  et,  par  consé- 
quent, il  n'y  a  pas  glissement. 

Si  donc  on'adaptait  à  la  figure  donnée  la  courbe  lieu  des 
centres  instantanés  relativement  à  cette  figure,  il  suffirait 
de  faire  rouler,  sans  glisser,  cette  figure  sur  celle  qui  est  le 
lieu  des  mêmes  centres  sur  le  plan  fixe;  et  la  figure  prendrait 
ainsi  Jte  mouvement  qu'elle  doit  réellement  avoir. 

Pour  avoir  le  mouvement  du  corps  lui-même,  il  suffira 
de  considérer  les  deux  surfaces  cylindriques  qui  se  projet- 
tent sur  le  plan  fixe,  suivant  ces  deux  courbes,  et  de  les 
faire  rouler  l'un  sur  l'autre  sans  glisser. 

36.  Mouvement  continu  autour  d'un  point  fixe.  —  Ce 
mouvement  peut  être  décomposé  en  une  infinité  d'autres 
effectués  dans  des  intervalles  de  temps  infiniment  petits,  et 
qui  peuvent  être  considérés  comme  ayant  lieu  autour  d'axes 
successifs  infiniment  voisins-,  ebacun  de  ces  axes  peut  être 
considéré  comme  lié  au  corps  dans  la  position  où  il  est  re- 
lativement à  lui  à  Fi ns tant  où  il  devient  axe  de  rotation. 
On  a  ainsi  deux  systèmes  de  droites,  l'un  immobile  dans 
l'espace,  l'autre  fixement  lie  au  corps  mobile.  Ce  second 
système  constitue  une  surface  pyramidale,  à  faces  infini- 
ment étroites,  qui  viennent  successivement  coïncider  avec 
celles  d'une  surface  pyramidale  fixe.  Les  deux  systèmes 
forment  à  la  limite  deux  surfaces  coniques,  l'une  fixe, 
l'autre  liée  au  corps  et  toujours  tangente  à  la  première 
suivant  une  génératrice,  puisque  les  surfaces  dont  elles  sont 
les  limites  avaient  toujours  une  face  commune. 

Il  est  facile  de  voir,  en  outre,  qu'elles  ne  glissent  pas 
Tune  sur  l'autre.  C'est  en  effet  une  conséquence  immé- 
diate de  ce  que  des  faces  égales  de  surfaces  polyédriques 
Rappliquant  toujours  les  unes  sur  les  autres,  les  surfaces 
coniques  qui  s'enrouleront  les  unes  sur  les  autres  seront 
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elles-iuéiues  égales,  et,  par  conséquent,  il  n'v  aura  pas 
glissement. 

D'ailleurs  la  génératrice  commune  étant  l'axe  instantané 
Je  rotation  a  une  vitesse  nulle,  et,  par  conséquent,  ne  peut 
se  déplacer  que  d'un  infiniment  petit  du  second  ordre,  dans 
l'intervalle  de  temps  du  premier  ordre,  pendant  lequel  a  lieu 
une  rotation  du  munie  ordre  :  ce  qui  exclut  tout  glissement. 

On  peut  donc  K  représenter  le  mouvement  d'un  corps 
autour  d'un  point  fixe,  comme  déterminé  par  le  roulement 
d'un  cône  fixement  lié  à  ce  corps,  sur  un  cône  immobile 
dans  l'espace,  ayant,  comme  le  premier,  le  point  fixe  pour 
sommet . 

On  rentrerait  dans  le  cas  précédent  en  supposant  le  point 
tixe  à  l'infini. 


37.  Mouvement  continu  en  général.—  Les  mouvements 
infiniment  petits  dans  lesquels  on  décomposera  le  mouve- 
ment, peuvent  être  ramenés  d'une  infinité  de  manières  à  une 
-ablation  et  une  rotation;  nous  nous  bornerons  à  cousî- 
l'axc  de  iou- 
.  M.  I'oinsol  n'a  nas  cm  devoir  narler  de 
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Or,  au  moment  où  la  rotation  autour  d'une  génératrice 
commune  a  amené  une  seconde  génératrice  a  coïncider,  les 
deux  surfaces  ont  deux  génératrices  communes,  et,  par 
conséquent,  sont  tangentes  dans  toute  l'étendue  de  ces  gé- 
nératrices. On  peut  donc  dire  que  le  mouvement  du  corps 
peut  être  réalisé  par  le  mouvement  d'une  surface  réglée, 
liée  à  ce  corps  sur  une  autre  surface  réglée  fixe  dans  l'es- 
pace, i  laquelle  elle  est  tangente  suivant  toute  une  généra- 
trice! et  sur  laquelle  elle  roule  en  glissant  le  long  de  cette 
génératrice* 

Le  rapport  du  glissement  à  la  rotation  dépend  de  la  na- 
ture du  mouvement  et  peut  même  être  nul.  Si  Tune  des 
surfaces  est  développable,  il  est  clair  que  l'autre  l'est  aussi, 
puisque  leurs  éléments  coïncident  dans  toute  leur  longueur. 

On  rentre  dans  le  cas  précédent  s'il  y  a  un  point  fixe 
dans  le  corps;  les  deux  surfaces  deviennent  des  cônes,  et 
le  glissement  est  nul. 

Démonstration,  analytique  des  propositions  précédentes. 

38.  II  n'est  pas  inutile  de  voir  comment  les  principales 
propositions  qui  viennent  d'être  établies  sur  le  mouvement 
d'an  corps  solide  peuvent  être  démontrées  par  le  calcul. 
Nous  déterminerons  la  position  du  corps  à  chaque  instant, 
au  moyen  des  coordonnées  rectangulaires  d'un  point  quel- 
conque O  lié  â  ce  corps,  et  des  angles  formés  avec  les  axes 
fixes  desx,  y,  z,  par  trois  axes  rectangulaires  de  coordon- 
nées xf,y>  *',  liés  invariablement  au  corps  et  passant  par 
le  point  O. 

Soient  a,  i,  c,  a',  A',  c',  «",  b" ,  c"  les  cosinus  des  angles 
que  forment  les  axes  des  x\j\  z'  respectivement  avec  ceux 
des  xtyyZ)  et  £,  72,  £  les  coordonnées  du  point  arbitraire  du 
système  mobile  par  lequel  on  mène  les  axes  des  x' ,y\  z\ 
dont  on  a  choisi  la  direction  dans  le  corps,  indépendant- 
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nt  du  point  0  par  lequel  on  les  tait  passer.  On  aura. 
:re  les  coordonna»  d'un  point  quelconque  M  dans   les 

ix  systèmes  d'axes,  les  relations  connues 
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=  S+n 
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Considérons  un  point  déterminé  du  système  pour  lequel, 
par  conséquent,  x',y',  z'  seront  indépendants  du  temps  t. 
Supposons  que  t  augmente  d'une  quantité  tinie  Ai,  et  dé- 
signons par  la  caractéristique  A  les  accroissements  finis 
correspondants  des  autres  variables.  Les  équations  (i)  don- 


/  ij  —  aÇ  +  j'Afl    -t-j-'ii  +i'if, 
{■}-)  \   A/ =  ■!■  +  *' A  a'  -H/'At' +ï'Ac', 

'    J:  =  Jt+.r'i(I"+/ii'*  +  i'Ac'. 

Les  premiers  membres  de  ces  équations  sont  les  compo- 
santes du  déplacement  de  ce  point,  parallèlement  aux  axes 
lises;  les  premiers  termes  des  trois  seconds  membres  sont 
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réel.  Il  suffit  donc,  pour  amener  chaque  point  dans  sa  véri- 
table position,  de  faire  exécuter  au  corps  les  deux  mouve- 
ments successifs  qui  produiront  ces  deux  composantes  pour 
chaque  point.  D'où  résulte  celte  proposition  générale  : 

Tout  déplacement  fini  d'un  système  rigide  peut  être 
produit  en  lui  donnant  d abord  un  mouvement  de  trans- 
lation qui  amène  un  quelconque  de  ses  points  dans  la  po- 
sition qu'il  doit  avoir  ;  puis  un  mouvement  de  rotation  au- 
tour de  ce  dernier  point,  mouvement  qui  est  le  même,  quel 
que  soit  le  point  choisi,  et  ne  dépend  que  des  changements 
de  direction  des  lignes  du  système. 

Il  est  évident  qu'on  aurait  pu  effectuer  d'abord  la  rota- 
tion autour  du  point  O  pris  dans  sa  première  position,  puis 
effectuer  la  translation  5  les  valeurs  de  Ar,  Ajr,  A*  se- 
raient les  mêmes,  et,  par  conséquent,  le  système  arriverait 
à  la  même  position.  C'est  ce  que  l'on  reconnaîtrait  d'ailleurs 
immédiatement  par  la  géométrie. 

39.  Simplification  du  mouvement  autour  d'un  point. — 
Il  est  facile  de  voir  que  tout  déplacement  du  corps  autour 
du  point  fixe  O  peut  être  produit  par  une  rotation  autour 
d'un  axe  passant  par  ce  point. 

En  effet,  en  supposant  le  point  O  fixe,  les  équations  (2) 
donnent  pour  Ax,  Ay,  A*  des  valeurs  qui  seront  nulles 
pour  tous  les  points  du  corps  qui  satisferont  aux  équations 

Ix'Sa  -+-/ bb  -t-z'Ac  =0, 
x'ba'+y±b'+  z'Ac'=o, 
,  x*\a"-\-/  \b"+z!\c"=o. 

Tous  ces  points  auront  donc  la  même  position  avant  et 
après  le  déplacement.  Si, en  éliminant  x\y\  et,  par  suite, 
£',  entre  ces  trois  équations,  l'équation  de  condition  résul- 
tante est  satisfaite,  il  y  aura  une  infinité  de  valeurs  dex', 
y\  z'  satisfaisant  aux  équations  (3)  et  qui  correspondront 


«à*.  *■„<--««•-  W»  i 


ipr*- 
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équations  (3)  successivement  par 

el  par 

c-f-jAc,     c'+;-Af',      c"-+-iAt". 

On  pourra  ainsi  remplacer  les  équations  (3)  par  les  sui- 
vantes : 

S(atb  +  a'£ib'+a"bbl,+  \àa\b+l:ba'i!>b'+\àaHlb'') 
\'  (aAc-f-  «'  A</+  a"lc"  -f-  7  An  Ar-h  ±  An'  Ac'-h  ^Ad'Ar")  =  o , 

6     »      *'(6Ac-4-A,Ac'-+-^Ar^-f--;A*Ac-hf  A^/Acf-f.{A^Ar/r) 
*    '  j  -f-^Aû-f  ^Afl'-+-^A^4-  jAAA^-HA^'Afl'-t-^^Afl^rro, 

I      Jt'(cAflH-c/A/i'-4-ci,,Aa*-f-|AcA/î-f-iAc'Afl'-H|A^Aa/r) 
\  4-y  (rA6  +c'A*'-f-c"A*"+7  ArA* + j  A<?'A*'-+-|  ^'A*")  =  o. 


Nous  poserons,  pour  abréger, 

/rA&+c'Aà'  +  c"A&"+±AcA&  +  ±Ac'Aà'4-7Ac"AA''=/J, 

(7)  7/?Ar-|-fl'Ac'-f-flAfAc/f  +  jAflAc-f-  yA*'Ac'-t-  |  ba"bc"  =  q, 
ibAa-hb'ïa'  hb"àa"+±bbb<i  +  ±M'ba'+±2kb"Aa"=  r, 

d'où  résultera,  d'après  les  équations  (5), 

;b±C  +  b'àc'+  b"Lc"  -H  {A^Ar+iA^Ac'-f-iA^Ac"  :=—/>, 

(8)  «  cA/i  -hc'Aa'  -h  c"A/i"-4-  ^  A<A*-4-T  Ac'Afl'-f-  ;  Atf"A6"=  —  7, 
'/?AÔ-H/ï'A6f-h«"û6,r4-7AaA^4-7Art'A^'-hi  A<:"Art"=  —  r. 

Cela    posé,   les  équations   (6), qui   sont  équivalentes  aux 
équations  (3),  s'écriront  ainsi  : 

(9)  'rx'-/;s'=o, 

Or  il  est  facile  de  reconnaître  que  ces  équations  se  rédui- 
sent à  deux;  car,  si  Ton  multiplie  la  première  par  p.  la 
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seconde  par  q,  la  troisième  par  r,  et  qu'on  les  ajoute,  on 
aura  une  équation  qui  pourra  être  substituée  à  l'une  des 
trois;  et  comme  elle  est  identique,  les  trois  équations  se 
réduisent  à  deux.  Le  nombre  des  solutions  est  donc  intïni, 
et  le  lieu  des  points  qu'elles  représentent  est  une  droite 
passant  par  le  point  de  rencontre  des  axes  X',  Y',  /'. 

Les  équations  (g)  sont  donc,  par  rapport  aux  axes  X', 
Y',  Z',  les  équations  de  i"axe  autour  duquel  il  faudrait  faire 
tourner  le  système  pour  l'amener  dans  la  position  où  il 
arrive  quand,  le  point  O  restant  fixe,  les  cosinus  a,  6,  c, 
</'.  etc.,  prennent  les  accroissements  Aa,  Ai,  etc. 

Il  est  donc  démontré  que  : 

Tout  déplacement  d'un  système  rigide  peut  être  produit 
par  un  mouvement  de  translation  qui  amène  un  quel- 
conque de  ses  points  dans  la  position  qu'il  doit  avoir, 
suivi  d'un  mouvement  de  rotation  autour  d'un  axe  pas- 
sant parte  dernier  point,  et  indépendant  du  point  choisi. 

Les  cosinus  des  angles  de  l'axe  de  rotation  avec  les  axes 
X',  Y',  Z',  sont  proportionnels  à  p,  q,  r,  et  ont  par  consé- 
quent pour  valeurs 
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lance  de  ce  point  à  Taxe  est  le  sinus  de  l'angle  de  cet  axe 

avec  OZ,  ou ,  la  droite  qui  joint  la  première 

v'/>,+  Ç,  +  ''! 

et  la  seconde  position  du  même  point  est  ^Ax'-hAv'-hAs*, 
les  quantités  Ax,  Ay,  A;  étant  données  par  les  équa- 
tions (a)  dans  lesquelles  A£,  Aï;,  A£,  x' <>  y'  sont  suppo- 
sés nuls,  et  z'  =  1  •,  ce  qui  donne,  pour  la  longueur  de 
celte  droite, 

v'Ac'-H  Ac^-t-Ac"1. 

Mais  cette  même  longueur  divisée  par  la  distance  du  point 
à  Taxe  de  rotation  donne  le  double  du  sinus  au  demi-angle 
de  rotation,  que  je  désignerai  par  w,  on  aura  donc 

.     i             \/'àc*+  Ar'3-u  Ar"1  vV -h  <7a -+-  r* 
21  sjn  -  «  = - ; 

2  vV  -H  7' 

mais  on  aurait  de  même  trouvé,  en  choisissant  le  point  sur 
les  axes  des  x'  oujr\ 


\/±b-+  A //'-+-  A//'2  ^'+7,+  rI 

===== » 

V7>*-f-  r2 

et 

s/^H-r3 
d'où  résulte 

Afl'-fAg^+Afl^  _  A^+A^+A^'  _  Ac3-f-  Ac''-4-  Ar"' 
f/2-hr*  p3-i-r*  />*-*-'/* 

Afla-f-Ao',-HA^a-+-A^-|-A^2-hAÔ/,,-|-Ac»-f-Ar'*-f.Ar/'2 

L'angle  a)  sera  donc  exprimé  par  la  formule  suivante,  au 
moyen  des  données  immédiates, 

(io;     sin  -  t» ^  — î-  v'iwV"^  :-t ■  Aa'  '*-r  a'&VA&'VAA'M-Ac  --f-At^-t-Ac'  \ 

2  .jy^j 
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41.  Les  déplacement»  de  tons  les  points  ont  ries  pro- 
jections égales  sur  l'axe  rie  rotation.  —  En  eflét,  conce- 
vons un  plan  fixe  perpendiculaire  à  cet  axe;  lous  les  points 
du  système  s'en  éloignent  ou  s'en  rapprochent  également 
par  la  translation  commune.  Or  la  rotation  qui  suit  ne 
cliangc  pas  leur  distance  à  ce  plan  qui  est  perpendiculaire 
à  l'axe.  Uonc  1rs  déplacements  de  tous  les  points  donuent 
une  même  projection  sur  l'axe.  Il  en  résulte  que  si,  par  un 
même  point  de  l'espace,  on  menait  des  droites  parallèles  et 
égales  aux  déplacements  de  tous  les  points  du  système,  les 
extrémités  de  toutes  ces  lignes  seraient  dans  un  même  plan 
perpendiculaire  n  l'axe;  et,  par  conséquent,  il  suflirait, 
pour  avoir  la  direction  de  cet  axe,  de  mener  par  un  même 
point  des  droites  égales  et  parallèles  à  trois  déplacements, 
non  parallèles  à  un  même  plau;  de  faire  passer  un  plan 
par  leurs  extrémités  qui  ne  seront  pas  en  ligne  droite,  et 
d'élever  une  perpendiculaire  à  ce  plan. 

Si  l'on  commence  par  donner  au  système  un  mouvement 
de  translation  parallèle  à  l'axe  et  égal  à  la   projection  des 
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la  forme  connue 

x  =  Ç  -f-x'cosa — y'  sina, 
r  =  ïï  -+-  *'  sin  a  -|-  y  cos  a , 

a  désignant  l'angle  de  l'axe  des  x'  avec  Taxe  des  x.  Or  il 
est  facile  de  voir  qu'il  existe  un  point  qui  a  la  même  posi- 
tion avant  et  après  le  déplacement  ;  car  il  suffit  de  déter- 
miner x',  jf  par  les  conditions  £ix  =o,  Ar=o,  qui 
donnent 

AÇ  -+-  •*'  A  coia  — y'  A  sina  =  o, 

Ajj  -f-  rf  A  sina  -+-y'  Acosa  =  o. 

Ces  équations  déterminent  un  seul  système  de  valeurs 
de  x\  y\  et,  par  conséquent,  un  seul  point  du  système» 
ayant  la  même  position  après  et  avant  le  déplacement.  Les 
coordonnées  de  ce  point  ne  peuvent  jamais  être  infinies, 
parce  que  leur  dénominateur  commun  est 

(A  cos  a)'  -h(Asina)% 

et  ne  peut  jamais  être  nul,  à  moins  toutefois  que  Ton  n'ait 

Acosa  =  o,     Asina  =  o, 

ce  qui  supposerait  que  l'angle  a  est  resté  le  même,  et  que, 
par  conséquent,  le  mouvement  consiste  dans  une  simple 
translation.  D'où  se  conclut  cette  proposition  : 

Tout  déplacement  d'un  corps,  dans  lequel  ses  points 
restent  dans  des  plans  parallèles  à  un  plan  Jixe,  et  qui 
ne  consiste  pas  dans  une  simple  translation ,  peut  être 
produit  par  une  rotation  autour  d^un  axe  perpendicu- 
laire à  ce  plan. 

43.  Tout  déplacement  peut  dire  produit  par  un  mou- 
vement hélicoïdal.  —  En   eilet,    tout  déplacement    d'un 
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corps  peut  être  [iroduil  par  une  translation  suivie  d'une 
rotation  autour  d'un  axe  de  direction  fixe.  Or  cette  transla- 
tion peut  être  remplacée  par  deux  autres  successives  :  l'gne 
parallèle  à  l'axe  cl  de  grandeur  invariable,  l'autre  perpen- 
diculaire à  l'axe  et  dépendant,  ainsi  que  la  position  absolue 


del' 


xe,  du  pou 


choisi   pour  déterminer   la   iranslaiioi 


Celte  dernière  translation  et  la   rotation  déterminant  un 


mouvement  parallèle  à  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe, 
peuvent  être  remplacées  par  une  simple  rotation  aulour 
d'une  parallèle  à  ecl  axe.  Doue  : 

Tout  déplacement  d'un  corps  peut  être  effectué  en  le 
liant  à  une  droite  fixe  et  le  faisant  glisser  le  long  de 
cette  ligne,  puis  tourner  aulour  d'elle;  et  ces  deux  mou- 
vements successifs  peuvent  être  remplacés  évidemment  par 
un  mouvement  hélicoïdal. 

Celle  proposition  est  démontrée  ici  pour  un  déplacement 
fini  quelconque.  Elle  u'avaît  été  considérée  précédemment 
que  dans  le  cas.  le  plus  généralement  utile,  d'un  déplace- 
ment infiniment  petit. 
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tion  sera  arrivé  en  At,  et  par  conséquent  AA,  fera  un  an- 
gle droit  avec  Taxe  OI. 

Or  les  axes  X',  Y',  Z',  dans  leur  nouvelle  position,  font 
avec  OXt  les  mêmes  angles  qu'ils  faisaient  primitivement 
avec  OX,  puisque  OX,  qui  leur  est  lié  coïncidait  d'abord 
avec  OX;  les  cosinus  de  ces  angles  sont  donc  a,b7c.  Ces 
mêmes  axes  font  avec  OX  des  angles  dont  les  cosinus  sont 
a  +  Aa,  b  +  Ai,  c  +  Ac.  Ces  derniers  sont  les  projec- 
tions de  OA  sur  les  axes  X',  Y',  Z',  et  les  premiers,  les  pro- 
jections de  OA'  sur  les  mêmes  axes  ;  de  sorte  que  A  a,  Ai, 
Ac  ne  sont  autre  chose  que  les  projections  de  la  droite  A' A 
sur  les  axes  X',  Y',  Z';  et,  par  conséquent,  les  cosinus  des 
angles  que  la  direction  A' A  fait  avec  les  axes  X',  Y',  Z',  sont 
proportionnels  à  An,  Ai,  Ac,  et  respectivement  de  mêmes 
signes.  Donc,  puisque  les  directions  OI  et  A' A  sont  per- 
pendiculaires entre  elles,  on  aura 

En  considérant  les  axes  des  y  et  z  au  lieu  de  Taxe  des  x, 
on  aura  deux  équations  analogues*,  ce  qui  donne  les  trois 
suivantes  : 

/  p\a  -\-q\b  4-rAc  =0, 
"(tl)  J  /?Aû'-h  q\b'  -+-rlc'  =  o, 

(  p±a'+q±b"+ric"=o. 

m 

Si  maintenant  on  fait  pour  les  axes  des  x\y* ,  zr  ce 
qu'on  vient  de  faire  sur  ceux  des  x,y,  z,  c'est-à-dire  si 
Ton  prend  sur  chacun  de  ces  axes  un  point  a  la  distance  I 
de  l'origine,  et  que  Ton  exprime  que  la  droite  qui  joint  la 
première  et  la  seconde  position  de  chacun  d'eux  est  perpen- 
diculaire à  OI,  on  aura  trois  équations  nouvelles. 

En  prenant,  par  exemple,  le  point  sur  OX',  les  projec- 
tions de  son  déplacement  sur  les  axe*  X,  Y,  Z  seront  Aa, 
Aa',  A  a",  et  seront  proportionnelles  aux  cosinus  des  an- 


glcs  que  l:ii  avec  X,  Y,  /  la  direction  suivant  laquelle  Iv 
point  s'csl  déplacé.  Si  ou  lis  multiplie  respectivement  par 
les  cosinus  des  angles  que  fait  01  avec  ces  mêmes  axes,  la 
somme  de  ces  produits  sera  nulle,  puisque  l'angle  des  deux 
directions  est  droit.  On  obtient,  de  cette  manière,  les  trois 
équations  suivantes  : 

[«/<-+- t? +  <v-)Aa -M «>  + t'y -|-rV) An' 
j   inp-hùj-herïbb-t-la-,,  -+-£'</ +-c'/-)A&' 

I  (tip -k- bij -\-  cr)Lr.  -*-  (a'/j  ■+-  A' r,  ■+- & r)  Ar' 

-t-  (  a"  p  -t-  A" ./  -+-  f  r)  A  <"  —  o . 

45.  Directions  sur  lesquelles  les  projections  de  tous  les 
déplacements  sont  égales.  —  Nous  avons  déjà  reconnu  que 
les  projections  de  tous  les  déplacements  sur  Taxe  sont 
égales  ;  il  n'est  pas  inutile  de  montrer  comment  cette  ques- 
tion pourrait  être  traitée  directement. 

Soient  1,  fi,  v  les  angles  que  forme  avec  les  axes  des  x', 
j  ',  z'  une  direction  jouissant  de  cette  propriété.  Les  com- 
s  du  déplaremeut  d'un  point  quelconque,  parallèle- 
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données  aux  quantités  x',y',  z' .  Or  il  est  nécessaire  et  suf- 
fisant pour  cela  que  les  coefficients  de  ces  trois  variables 
indépendantes ,  dans  l'expression  ci-dessus,  soient  nuls 
quand  on  y  remplacera  Ax,  Ay,  A  z  par  leurs  valeurs 
données  par  les  équations  (a).  On  trouve  ainsi  les  trois 
équations 

(flAfl4-û'Aa/4-fl^a,,)cosX^-(6A«-+-A/Afl/-f-^Afl/')cosjx 
-4-  (eba  4-e'  Aa'4-  c"La")  cosv  =  o, 

,  {aAb+a'àb'+a''ïb")cos\+(bbb  +  b,*b'+b"±b")cosli 
{}V\  -L-[cbb-h-c'àb'+c"ïb")cosv  =  Q, 


{aàc  +a'Ac'+a',bc,'}cos\-+-(bbc-\-b,bc,+-b,'bc')co*p 
4-(cAc  4-  c'ac'  -f  c"Ac")  cusv  =  o . 

Ces  équations  déterminent  les  rapports  des  trois  quan- 
tités cosX,  cos/x,  cos  v.  Or  il  est  facile  de  voir  que  ces  rap- 
ports sont  précisément  ceux  des  quantités  p,  </,  r;  car,  si 
Ton  remplace  les  premières  par  les  secondes  dans  les  der- 
nières équations,  elles  deviennent  des  identités  en  vertu  des 
équations  (12).  Donc  la  direction  unique  déterminée  par 
les  équations  (14)  coïncide  avec  celle  de  Taxe  de  rotation  ; 
ce  qu'il  s'agissait  de  vérifier. 

Tous  les  déplacements  ayant  des  projections  égales  sur 
Taxe,  il  s'ensuit  que  des  déplacements  faisant  avec  Taxe  des 
angles  égaux  différents  d'un  angle  droit,  sont  égaux,  et  réci- 
proquement. Cette  condition  renferme  le  cas  de  déplace- 
ments parallèles. 

46.  Equations  de  l'axe  de  rotation  et  de  glissement.  — 
Les  points  de  cet  axe  se  distinguent  de  tous  les  autres  par 
cette  propriété,  que  leurs  déplacements  sont  parallèles  à  la 
direction  de  cette  même  ligne.  Or  les  cosinus  des  angles  que 
fait  avec  les  axes  X,  Y,  Z  la  direction  du  déplacement  d'un 
point  quelconque,  sont  proportionnels  à  Ax,  A),  As;  et 
ceux  des  angles  que  fait  Taxe  de  rotation  avec  ces  mêmes 


xes  sout  proportionnels  à 

ap-h  bq-i-er,      a'p-hù'i}  -t-c'r,     a"p  +  l"q-\-  C*  r. 
Les  points  de  l'axe  cherché  sonidonc  déterminés  par 


(■5) 


^ 


ap  -t-  bq  H 


"*>  +  *'ïH 


cL  si  l'on  y  remplace  A.r,  Ay,  A;  par  leurs  valeurs  don- 
nées par  les  équations  (a),  on  aura  deux  équations  du  pre- 
mier degré  entre  x',y',  z',  et.  les  données,  qui  représenle- 
ront  la  droite  cherchée,  rapportée  aux  axes  X',  Y',  Z'.  Nous 
allons  réduire  tes  équalious  à  l'expression  la  plus  simple; 
pour  cela,  nous  commencerons  par  meure  les  précédantes 
sous  rette  forme, 


(• 


}ifl)a.r 


(a'+ljfl')A,r 


fw"+-;-fln")as 
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nouvelles  expressions 


i  -+-  rx'  —  pz'        k  -\-py' —  qc' 

9  7 

les  quantités  //,  i,  k  étant  déterminées  par  les  équations 
suivantes  : 


/=(*-MAA)AÇ-M*'-T- 
*  =  (c-f-iAr)A5-+-(c'-4- 


Aû')Aiî-f-(a,,H-;-A/i//)AC, 
A*')A„-4-(6"-+-lA6")AÇ, 

Ac/)Au-^(c//-+-;  Ac")AÇ. 


Les  équations  de  l'axe  seront  donc 

A  -f-  qz' —  ry9 /  -f-  rx'  —  pz' k -\- py'  —  qx' 

P  ~"  7  "~~  r 

Ces  fractions  sont  égales  à  celle  que  Ton  obtiendrait  en 
multipliant  les  deux  termes  de  la  première  par  /?,  de  la  se- 
conde par  g,  de  la  troisième  par  /',  et  ajoutant  termes  à 
termes  ces  nouvelles  fractions;  ce  qui  donne 

ph  -+-  ql-\-  rk 
p'-hq'-h**  ' 

Or,  d'après  les  valeurs  de  A,  i,  A,  on  trouve,  en  tenant 
compte  des  équations  (i  i), 

ph  -h  qi  +  rk  =  (ap  -+-  bq  -+-<:/•)  A*  -h  {a' p  -h  b' q  -+-  c' r)  A* 

{a'p  +  Vq+crr)àl. 


Mais  le  second  membre  de  cette  équation,  divisé  par 
jp*  -j-  q*  -f-  r% ,  serait  la  projection  du  déplacement  de  l'o- 
rigine sur  la  direction  de  Taxe  de  rotation.  Si  donc  on  dé- 
signe cette  projection  constante  par  v,  on  aura 

ph  H-  qi-{-rk  =  u  \lp*-\-  q7  -H  r*. 


Les  équations  des  projections  de  Taxe  sur  les  trois  plans 
I.  5 
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coordonna  X'.  V,  E  seront  *WM 

A  +  ?»' —  O  '  _  '  +  rx' — jg»'  _  it  4-/>7' — y-i 


vWï'-f  F»* 


f  /'/ 


i".  Si,  dans  tous  les  calcula  précédents,  on  suppose  les 
de  pi  a  céments  infiniment  petits  cl  exécutés  dans  un  temps 
A/  tendant  vers  zéro,  tous  les  accroissements  tendront  aussi 
vers  zéro,  et  les  équations  que  nous  avons  obteuucs  donne- 
ront des  relations  entre  les  limites  des  rapports  des  accrois- 
sements des  variables,  ou  entre  leurs  différentielles.  On  les 
déduira  des  premières  en  négligeant  les  infiniment  petits 
du  second  ordre,  et  changeant  la  caractéristique  A  en  à. 
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points  du  système.  Mous  allons  examiner  rapidement  ces 
diverses  propositions. 

Du  mouvement  infiniment  petit  d'un  système  rigide. 

48.  En  diflerentiant  les  équations  (i)  du  n°  38  par  rap- 
port à  t  et  supposant  x',  y',  zf  constants,  on  obtient 

dx       d\  da         ,  db  .de 

Tt=*+X  Tt+3r -*+•*' 

!  dy       dit         ,da'        ,  db'         ,  de' 

M  "Zssm+'T+'  lu**  HT 


rfÇ         ,da"        ,db"         ,dc" 

=  *+*s+' ■*+*-*• 

Ce  sont  les  valeurs  des  composantes  X,  Y,  Z  de  la  vitesse 
d'un  point  quelconque  du  système,  ayant  pou r  coordonnées 
invariables  x',y\  z1  par  rapport  aux  axes  X',  Y',  Z'. 

On.  les  obtiendra  en  divisant  les  équations ( a)  du  même 
numéro  par  Af  et  passant  à  la  limite  des  rapports  lorsque 
âl  tend  vers  zéro. 

40.  Composantes  de  la  vitesse  dans  le  sens  des  rixes 
mobiles.  —  En  multipliant  les  seconds  membres  des  équa- 
tions (i)  respectivement  par  a,  a',  a!\  et  les  ajoutant,  on 
aura  la  composante  de  la  vitesse  dans  le  sens  des  x'\  on 
aura  de  même  les  composantes  dans  le  sens  des/7  et  des  z'. 
Désignons-les  par  <i,  e,  w  et  soient  A,  *,  k  les  composantes 
de  la  vitesse  de  l'origine  mobile,  suivant  ces  mêmes  direc- 
tions; c'est-à-dire  posons 

<*5   ,     /  dn    ,     „  dt> 
dt  dî  dt 


dl    ,      /  dn    .     „d$ 
de  dt  dt 


5. 


(3) 
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u  =  /t  +  ,rJ  —  /.»', 
i  •■  =  ,  +rx'  — /«', 
'  «-=*-(-  pf  —  qx'. 


pdt  =  cdb  -\~  c'  db'  -+-  c"  db", 
ndt  =  nde  -+-  a' de'  +  a" de", 
n/i=  bda  -+-  b'da'  +  b" do" . 


Les  premiers  termes  h,  i,  À  sont  les  composantes  île  la 
vitesse  du  mouvement  commun  de  translation;  de  sorte 
.|ue  les  eoniposanlcs  dues  au  mouvement  de  rotation  autour 
de  l'origine  supposée  immobile,  sont 

1%'  —  rf,      r-r1  —  pz',      pj'  —  qx' . 

50.  Axe  instantané  de  rotation.  —  Les  points  dont 
la  vitesse  est  nulle  dans  le  mouvement  autour  de  l'origine 
supposée  fixe,  seront  donnés  par  les  trois  équations-sui- 
vantes, qui  se  réduisent  à  deux  : 


INTRODUCTION.  6g 

sullent  n'étant  que  des  infiniment  petits  du  second  ordre, 
pour  les  points  situés  à  une  distance  finie  de  cet  axe. 

11  résulte  de  là  que  tout  mouvement  infiniment  petit  au- 
tour d'un  point  fixe  peut  être  considéré  comme  ayant  lieu 
autour  d'un  axe  passant  par  ce  point. 

Et,  par  conséquent, 

Tout  mouvement  infiniment  petit  d'un  corps  peut  être 
considéré  comme  résultant  d'un  mouvement  de  transla- 
tion et  d'un  mouvement  de  rotation  autour  d'un  axe  fixe. 

51.  Expression  de  la  vitesse  angulaire.  —  Dans  ce 
mouvement  autour  d'un  axe  fixe,  la  vitesse  angulaire  est 
égale  à  la  vitesse  d'un  point  quelconque,  divisé  par  la  dis- 
tance de  ce  point  à  Taxe.  Si  Ton  choisit  à  cet  eflet  le  point 
situé  sur  Taxe  z'  à  la  distance  i  de  l'origine,  ses  coordon- 
nées seront 

*?  =  °>    y  =  o>     *'  =  i; 

les  composantes  de  sa  vitesse,  parallèlement  à  ces  axes,  se- 
ront, d'après  les  formules  précédentes,  q,  — p,o',  sa  vitesse 

sera  donc  vV~r~7>a  $a  distance  à  Taxe  sera  le  sinus  de 

l'angle  de  cet  axe  et  de  Taxe  z\  ou         **     -? — ,  Donc  la 

vV*  -h  9"  +  r» 

vitesse  angulaire  w  aura  pour  valeur 


(6)  w  =  V/^-+-9,-4-r»". 

52.  «Se/i5  de  la  rotation.  —  II  reste  à  déterminer  le 
sens  de  la  rotation  du  système,  ou,  ce  qui  est  la  même 
chose,  le  sens  de  la  rotation  qui  s'effectue  dans  un  plan 
quelconque  perpendiculaire  à  l'axe.  Il  suffit,  pour  cela,  de 
reconnaître  si  la  direction  de  Taxe  de  cette  rotation  corres- 
pond aux  signes  supérieurs  ou  aux  signes  inférieurs  des 
expressions  (5).  Nous  considérerons,  à  cet  effet,  le  plan 
mené  par  l'origine  perpendiculairement  à  l'axe,  et  nous 


7° 


Tioa . 


allons  chercher  la  dîrectiou  de  l'axe  de  la  rotation  effectuée 
dans  ce  plan  par  la  droite  menés  de  l'origine  à  l'un  quel- 
conque des  points  de  ce  plan,  ayant  pour  coordonnées 
x\  y',  z'.  Ce  point,  à  partir  d'une  quelconque  de  ses  posi- 
tions, se  meut  dans  la  direction  de  sa  vitesse,  qui  fait  avec 
les  axes  X',  Y',  Z'  des  angles  dont  les  cosinus  sont  propor- 
tionnels à  ii,  i',  %v;  de  sorte  que,  pour  avoir  l'aie  de  la  ro- 
tation du  rayon  mené  de  l'origine  à  ce  point,  il  suffit  de 
recourir  aux  formules  (i)  du  n"  19,  en  remplaçant  la 
direction  (*Sy)  par  celle  du  rayon,  et  la  direction  (a'  S'  /) 
par  celle  de  la  vitesse.  D'où  il  suit  que  les  cosinus  des 
angles  que  fait  la  direction  de  l'axe  de  ta  rotation  avec 
celles  des  .r',  y',  z'  seront  de  mêmes  signes  que  les  ex- 
pressions 

et  il  n'y  a  plus  qu'à  reconnaître  si  les  signes  de  ces  expres- 
sions sont  les  mêmes  que  ceux  de  n,  </,  r,  ou  contraires. 
Nous  prendrons,  pour  plus  de  simplicité,  z' '=  o;  d'où 
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trois  cosinus,  on  aura  ses  composantes  suivant  les  axes 
X',  Y',  Z'.  Leurs  valeurs  en  grandeur  et  en  signes  seront 
donc 


(8)  p,    q, 


r. 


■m  " 


'  53.  Axe  instantané  de  glissement  et  de  rotation.  — 
La  proposition  établie  dans  le  n°  50  ayant  lieu  pour  tout 
mouvement  du  corps,  aura  lieu  lorsque  ce  mouvement  sera 
infiniment  petit;  et  Ton  retrouve  cette  proposition,  dé- 
montrée d'abord  géométriquement  ; 

Tout  mouvement  infiniment  petit  d'un  corps  peut  être 
produit  par  un  mouvement  de  rotation  autour  d'un  axe 
fixe,  suivi  ou  précédé  d'un  mouvement  commun  de  glisse» 
ment  le  long  du  même  axe. 

Cet  axe  instantané  de  glissement  et  de  rotation  peut 
encore  être  envisagé  autrement.  En  substituant,  comme 
nous  l'ayons  déjà  dit,  aux  espaces  infiniment  petits  par- 
courus par  les  points  du  système  dans  un  même  temps,  les 
vitesses  mêmes  de  ces  points,  on  a  l'énoncé  suivant  : 

Les  vitesses  de  tous  les  points  d'un  corps  à  un  instant 
quelconque  peuvent  être  considérées  comme  résultant  de 
la  composition  de  vitesses  égales  et  parallèles  à  une 
même  droite,  et  des  vitesses  qu'auraient  ces  points  dans 
un  certain  mouvement  de  rotation  autour  d'un  axe  pa- 
rallèle à  cette  même  droite. 

La  composante  parallèle  à  l'axe  n'est  autre  chose  que  la 
projection  de  la  vitesse  de  l'origine  mobile  sur  l'axe  ;  la  vi  - 

tesse  angulaire  du  mouvement  de  rotation  est  y7/?*  -*-çf  4-  /*  ; 
et  la  direction  de  cet  axe  est  celle  qui  fait  avec  les  axes  des 
x' ,y\  z'  des  angles  dont  les  cosinus  sont  proportionnels  à 
/;,  qs  r  et  de  mêmes  signes  que  ces  quantités. 

54.  Équations  de  Vaxe  instantané  de  glissement  et 
de  rotation.  —  Les  équations  de  l'axe  de  glissement  et  de 
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rota  lion  do d nées,  dans  le  n"  46,  pour  un  mouvement 
fini  quelconque,  se  changeront  dans  les  équations  cher- 
chées en  divisaul  les  deux  membres  par  A(  et  passant 
aux  limites.  Les  quantités  p,  q,  r  se  changeront  en  celles 
que  nous  désignons  actuellement  par  ces  mêmes  lettres; 
/t,  (,  k  deviendront  les  composâmes  de  la  vitesse  de  l'o- 
rigine dans  le  sens  des  axes  X',  Y',  11,  que  nous  repré- 
sentons encore  par  ces  mêmes  letrres;  enlin,  u,  qui  repré- 
sentait le  déplacement  de  l'origine  estimé  dans  le  sens  de 
l'axe,  deviendra  la  vilesse  de  cette  origine  estimée  suivant 
cette  même  direction  ou  la  vitesse  de  glissement.  Nous  la 
désignerons  par  la  même  lettre,  et  par  u\  v",  \>'"  ses  com- 
posantes suivant  les  axes  X',  Y',  Z'.  Les  équations  de  l'axe 
instantané  de  glissement  et  de  rotation  seront  donc,  par 
rapport  aux  axes  mobiles, 
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CHAPITRE  IV. 

DE   LA  VITESSE  ET  DE  LA  DÉVIATION  DANS   LE   MOUVEMENT  COMPOSÉ 

D*UN   POINT. 

55.  Lorsqu'un  point  a  un  certain  mouvement  continu 
par  rapport  à  un  système  rigide,  et  que  ce  système  a  lui- 
même  un  mouvement  continu  dans  l'espace,  le  point  est  dit 
avoir  un  mouvement  continu  composé  des  deux  autres.  Et 
nous  avons  remarqué  (n°  26)  qu'en  partant  d'une  époque 
quelconque,  on  aurait  la  position  du  point  après  un  temps 
quelconque,  en  laissant  se  mouvoir  le  système  pendant  ce 
temps,  le  point  y  occupant  toujours  la  même  position  ; 
puis  faisant  mouvoir  le  point  dans  ce  système  immobile 
pendant  ce  même  temps,  de  manière  à  y  prendre  la  position 
relative  qu'il  doit  avoir.  On  pourrait  aussi  commencer  par 
faire  mouvoir  le  point  dans  le  système  laissé  immobile, 
puis  donner  au  système  le  mouvement  qu'il  doit  avoir  pen- 
dant le  même  temps,  le  point  y  conservant  toujours  la 
même  position  relative. 

La  manière  la  plus  commode  de  déterminer  ces  deux 
mouvements  consiste  à  prendre  trois  axes  rectangulaires 
liés  invariablement  au  système.  La  position  relative  du 
point  se  détermine  par  ses  coordonnées  par  rapport  à  ces 
axes,  et  le  mouvement  du  système  par  les  positions  succes- 
sives de  ces  mêmes  axes.  Si  Ton  connaît  les  deux  mouve- 
ments composants,  les  coordonnées  du  point  par  rapport 
aux  axes  mobiles  sont  des  fonctions  connues  du  temps, 
ainsi  que  les  coordonnées  de  l'origine  mobile  et  les  incli- 
naisons de  ces  axes  sur  des  axes  fixes. 

Cela  posé,  nous  allons  chercher  comment  on  peut  déter- 
miner, dans  le  mouvement  résultant,  ou  composé,  du  point, 
les  deux  éléments  importants  que  nous  avons  considérés 
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daus  le  mouvement  en  général,  savoir, 


56.  f''itessc  dans  le  mouvement  composé.  —  Soient  M 
[fig-  ia)  ta  position  du  poiui  n  une  certaine  époque;  Mli  ta 
trajectoire  du  point  du  système  qui  coïncide  avec  M  à  cette 
époque;  M,  la  position  de  ce  point  après  un  temps  iutiul- 
menl  petit  8;  M,V  la  posiliou  qu'occupe  après  ce  temps 
la  ligne  liée  au  système  rigide  et  sur  laquelle  reste  le  point 
mobile,  autrement  dit  la  trajectoire  relative;  M|M'  l'are 
que  ce  point  a  parcouru  sur  celte  courbe,  depuis  l'époque 
où  Mi  était  en  M,  c'est-à-dire  pendant  le  temps  6.  M'  sera 
la  position  du  mobile  après  ce  temps,  et  sa  trajectoire 
absolue  sera  une  ligue   M  Ml    passant  par  M  et  M'. 

Si  maintenant  on  joint  les  points  MM'  M,  par  des  droites, 
et  que  l'on  lasse  tendre  8  vers  zéro,  ces  droites  auront  pour 
limites  de  leurs  directions  les  tangentes  aux  trois  courbes 
MU,  MT  et  M,  V,  cette  dernière  étant  prise  dans  sa  posi- 
tion limite,  c'est-à-dire  quand  M,  est  en  M.  Les  rapports 
des  côtés  du  triangle  MM'  M,  auront  les  mêmes  limites  que 
les  rapports  des  arcs  MM,,  M,  M',  MM'  qui  sont  parcouru-' 
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rallélogramme  dont  les  côtés  adjacents  seraient  les  tan- 
gentes CE  M  à  la  trajectoire  relative  du  mobile  et  à  la  tra- 
jectoire du  point  coïncident  du  système,  et  auraient  des 
longueurs  proportionnelles  aux  vitesses  de  ces  points  sur 
ces  courbes. 

On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

La  vitesse  du  mobile  dans  son  mouvement  composé  est 
représentée,  en  grandeur  et  en  direction,  par  la  diagonale 
du  parallélogramme  dont  les  deux  côtés  adjacents  repré- 
senteraient, en  grandeur  et  en  direction,  la  vitesse  rela- 
tive du  mobile  et  la  vitesse  du  point  coïncident  du  sys- 
tème. 

On  peut  donc  dire,  d'après  la  définition  donnée  n°  10 
de  la  composition  des  vitesses,  que  : 

La  vitesse,  dans  le  mouvement  composé,  est  la  résul- 
tante des  vitesses  dans  le  mouvement  relatif  et  dans  le 
mouvement  du  point  coïncident  du  système. 

57.  Fitesse  relative.  —  Soient  MUTV  (fig.  i3)  le  pa- 
rallélogramme construit  sur  les  lignes  MV,  MU  tangentes 
en  M,  la  première  à  la  trajectoire  relative,  la  seconde  à  la 
trajectoire  du  point  M  appartenant  au  système  -,  les  lon- 
gueurs MV,  MU  représentant  les  vitesses  sur  ces  deux  tra- 
jectoires. Nous  venons  de  voir  que  la  diagonale  MT  repré- 
sentera en  grandeur  et  en  direction  la  vitesse  du  mouve- 
ment absoivi  du  point  dans  l'espace. 

Mais  si  Ton  prend  sur  le  prolongement  de  MU,  MU; 
égal  à  MU,  MV  sera  la  diagonale  du  parallélogramme 
construit  sur  MU'  et  MT.  On  peut  donc  énoncer  ce  théo- 
rème : 

La  vitesse  relative  dun  point,  par  rapport  à  un  sys- 
tème rigide  en  mouvement,  est  la  résultante  de  sa  vitesse 
absolue  et  de  la  vitesse,  prise  en  sens  contraire,  du  point 
coïncident  du  système. 
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38.  Déviation  dans  le  mouvement  composé.  —  Soient 
M  (  /'£-  ■  3 }  la  position  du  point  mobile  à  une  époque  quel- 
conque ;  MV  la  ligne  sur  laquelle  il  se  meut  dans  le  système, 
ou  sa  trajectoire  relative;  MU  la  ligne  que  décrit  le  point  M 
du  système.  Supposons  qu'après  un  temps  infiniment  petit  6 
le  mobile  soit  eu  m  sursa  trajectoire  relative,  et  le  point  M 
■  lu  système,  en  M,.  Soient  MT,  MT,  les  parties  des  tan- 
gentes »  ces  courbes  qui  seraient  décrites  uniformément 
dans  le  temps  S  avec  les  vitesses  qui  ont  lieu  en  M  dans  les 
mouvements  sur  ces  courbes. 

I.a  déviation  dans  le  mouvement  du  point,  par  rapport 
au  système  après  le  temps  0,  est  Tffl;  elle  eslï,  M,  dans  le 
mouvement  du  poiut  M  du  système. 

La  diagonale  MT'  du  parallélogramme  TMT,  T'  donne 
la  direction  de  la  tangente  à  la  courbe  décrite  parle  mobile 
dans  l'espace;  et  sa  grandeur  représenterait  la  vitesse  sur 
cette  courbe,  si  l'on  prenait  MT,  MT,  pour  représenter  les 
vitesses  sur  les  deux  autres;  et,  par  conséquent,  MT' est 
l'espace  que  décrirait  dans  le  temps  ô  un  point  qui  se  mou- 
vrait sur  cette  tangente  avec  la  vitesse  que  le  mobile  a  en 
M  sur  sa  trajectoire  absolue. 
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translation  commune,  qui  amène  M  en  Mt,  el  une  rotation 
autour  d'un  certain  axe  Mt  I  dont  la  direction ,  ainsi  que 
l'angle  de  rotation,  ne  dépendent  que  du  changement  de 
direction  des  lignes  du  système.  Cet  axe  peut  être  confondu 
avec  Taxe  instantané,  lorsque  0  est  infiniment  petit;  et 
l'angle  décrit  autour  de  M,  I  peut  être  considéré  comme  le 
produit  du  temps  0  par  la  vitesse  angulaire  correspondante 
à  la  position  M.  Or  il  est  facile  de  suivre  le  point  m,  en- 
traîné ainsi  parle  système  auquel  il  est  lié. 

En  effet,  opérons  la  translation  MM!  au  moyen  des  deux 
translations  MT,,  Tt  Mt.  Par  suite  de  la  première,  la 
droite  MT  vient  en  T,  T'  ;  par  suite  de  la  seconde,  elle 
vient  en  Mifi,T'jx  étant  pris  égal  et  parallèle  à  T,  M,.  Me- 
nant ensuite  fifi'  parallèle  et  égal  à  T/ra,  (xf  sera  la  position  de 
m  après  la  translation.  Effectuant  maintenant  la  rotation 
autour  de  Mt  I,  le  point  \i'  décrira  un  arc  de  cercle  jx'  M7 
perpendiculaire  au  plan  IM,  p',  et  ayant  pour  rayon  la  per- 
pendiculaire abaissée  dejx'sur  Taxe  Mt  I.  Alors  toutes  les 
choses  se  trouvent  telles  qu'elles  doivent  être  dans  le  mou- 
vement réel  après  le  temps  0;  M'  est  la  position  absolue 
qu'occupera  le  mobile  :  et,  par  conséquent,  T'  M'  est  la 
déviation  cherchée. 

Or,  en  considérant  le  polygone  fermé  T' fxfx'  M',  on  voit 
que  la  ligne  T"  M'  est  la  résultante  des  lignes  T'  p,  pp', 
p'M'  prises  dans  les  directions  suivant  lesquelles  elles  sont 
décrites  en  partant  de  T'.  La  première  n'est  autre  chose 
que  la  déviation  T,  Mt,  transportée  parallèlement  à  elle- 
même,  sans  changer  de  grandeur  ni  de  sens;  la  seconde  est 
la  déviation  Tm,  semblable  ment  transportée.  Quant  à  la 
tromème  ligne  p'M',  sa  direction  a  pour  limite  la  perpen- 
diculaire au  plan  mené  parla  direction  limite  de  M,  I,  qui 
est  celle  de  Taxe  instantané,  et  par  la  direction  limite  de 
Mi  jz',  qui  est  celle  de  M,  p,  vu  que  fifi'  est  un  infiniment 
petit  du  second  ordre,  et  M,  fi'  du  premier.  Ainsi  la  ligne 
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u'  M  '  peut  être  considérée  roui  nie  perpendl  valoir*  au  plan 
ijtii  cou  tient  des  parallèles  à  l'axe  instantané  de  rotation  et 
à  la  direction  MT  de  la  vitesse  relative  du  mobile. 

Il  est  essentiel  de  remarquer  que  le  sens  de  celte  direc- 
tion est  celui  du  mouvement  de  rotation.  De  sorleque  si  on 
le  considérait  comme  axe  d'un  mouvement  direct  de  rot*- 
lion  exécuté  dans  le  plan  auquel  elle  est  perpendiculaire,  le 
sens  de  ce  mouvement  serait  de  l'axe  instantané  vers  la  di- 
rection de  la  vitesse  relative, 

Il  ne  reste  plus  qu'à  trouver  la  mesure  de  la  grandeur 
fi'  M'.  Si  l'on  désigne  paru  la  vitesse  angulaire  du  système, 
pari',,  la  vitesse  relative,  et  par  â  l'angle  de  la  direction  de 
cette  vitesse  avec  celle  de  l'axe  instantané,  lerayondu  cercle 
décrit  par  f/  sera  M,  j/'sin  â,  qu'on  pourra  remplacer  par 
M.psind  ou  0vr  sin  d;  l'angle  au  centre  sera  9w,  et  l'on 
aura,  par  conséquent, 

iU'M'=8'»ïr»inJ. 

l.a  question  est  donc  entièrement  résolue,  et  le  résultat 


I  suit  : 
Lu  déviation  ilans  ie  mouvement  composé  tTun  point 
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viiesse  relative  sur  un  plan  perpendiculaire  à  F  axe  in- 
stantané. 

59.  Il  est  bon  de  remarquer  que  la  vitesse  dans  le  mou- 
vement composé  ne  dépend  que  des  vitesses,  du  point  mo- 
bile relativement  au  système,  et  du  point  coïncident  du 
système;  tandis  que  la  déviation  dans  le  mouvement  com- 
posé n'est  pas  déterminée  par  celles  qui  ont  lieu  dans  ces 
deux  mouvemenU.il  n'en  serait  ainsi  que  dans  le  cas  où  le 
mouvement  du  système  se  réduirait  à  une  simple  transla- 
tion. S'il  y  a  une  rotation,  il  en  résulte  une  influence  qui 
ne  peut  plus  être  négligée,  parce  qu'elle  est  du  second  ordre 
infinitésimal,  et  que,  dans  la  mesure  de  la  déviation  qui 
est  du  second  ordre,  on  ne  peut  uégliger  que  les  quantités 
d'ordre  supérieur  au  second. 

60.  Cas  particuliers.  —  i°  Si  le  mouvement  du  sys- 
tème se  réduit  à  une  translation,  suivant  une  loi  quelcon- 
que, la  vitesse  angulaire  devient  nulle,  et  la  troisième  com- 
posante disparait*  Dans  ce  cas,  la  déviation  résulte  de  la 
composition  de  celles  qui  se  rapportent  au  mouvement  re- 
latif et  au  point  appartenant  au  système. 

2°  Si  la  translation  avait  lieu  dans  une  direction  con- 
stante et  avec  une  vitesse  constante,  la  déviation  du  point  du 
système  serait  nulle,  et,  par  conséquent,  la  déviation  dans 
le  mouvement  absolu  du  mobile  serait  identique  à  celle  du 
mouvement  relatif. 

3°  Si  le  mouvement  du  système  se  réduit  à  une  rotation 
autour  d'un  axe,  le  point  appartenant  au  système  décrit  un 
cercle  autour  de  cet  axe.  Si  Ton  suppose,  de  plus,  que  le 
mouvement  soit  uniforme,  la  déviation  de  ce  point  est  di- 
rigée vers  le  centre  de  ce  cercle,  et  n'est  autre  chose  que  la 
déviation  centripète. 

61 .  Déviation  dans  le  mouvement  relatif.  —  On  dé- 
duit de  la  proposition  précédente  un  corollaire  très-impor- 
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Uni,  Dans  10 ut  polygone  fermé,  un  côté  quelconque  pon- 
vani  Être  regardé  comme  la  résultante  Je  tous  les  autre-;,  il 
s'ensuit  que  daus  le  polygouc  T'(/ju' M,  la  ligue  fju/  est  la 
résultante  des  trois  lignes  pT',  T'M',  M'ja'  décrites  cil 
parlant  du  point /i.  Dansée  mouvement,  la  dû  via  lion  T'  M' 
est  prise  dans  sa  véritable  direction;  mais  la  déviation 
T,  M,  ouT'fi  est  en  sens  inverse,  et  la  direction  ftl'f*'  esi 
opposée  à  celle  que  cette  même  droite  avait  dans  le  cas  pré- 
cédent. D'où  résulte  ce  théorème  important  : 

Si  un  point  a  un  mouvement  absolu  dans  r espace  et 
que  l'on  considère  son  mouvement  relatif  à  un  système 
rigide  qui  a  lui-même  un  mouvement  absolu;  c'est-à-dire 
si  Fou  considère  la  suite  des  positions  que  ce  point  occupe 
dans  ce  système  à  chaque  instant,  et  quart  observateur 
qui  croit  le  système  immobile,  regarde  comme  des  posi- 
tions absolues  ;  la  déviation  du  mouvement  sur  cette  tra- 
jectoire apparente,  ou  relative,  est  la  résultante  de  trois 
lignes  qui  sont  :  i°  fa  déviation  dans  le  mouvement  ab- 
solu; aD  la  déviation,  prise  en  sens  contraire,  danslemou- 
vement  du  point  coïncident  du  système;  3°  une  ligne  égale 
'   du  carré  de  F  intervalle  de  temps  infiniment 


INTRODUCTION.  8l 

Considérons  trois  axes  rectangulaires  OX',OY',  OZ'  fai- 
sant partie  du  système  rigide  en  mouvement ,  et  soient  £, 
17,  f,  les  coordonnées  de  l'origine  O.  On  aura,  entre  les 
coordonnées  x',  y\  z'  du  point  mobile  par  rapport  à  ces 
axes,  et  ses  coordonnées  ar,  y,  z  par  rapport  à  des  axes 
fixes,  les  équations  connues 

(  x  =r  Ç  -+-  ax'  4-  bf  -f-  <*', 

(  z  =  C  -f-  a"*'  4-  6'/+  c'V  ; 
on  trouve,  éh  les  différen  liant, 

dx       d\  ,da  ,db         ,  de 

dt       di  dt      J    de  de 

dx'       ,  dr'        dz' 
+  a  —  +  b  -^-+c— , 
dt  dt  dt 

dx      dn         ,da'         ,db'        ,dc' 

dt  dt  dt  ^J     dt  ^        dt        • 

fdx'       Ltdr'       _,dz' 
dt  dt  dt 

dz       dl         ,da"         tdb"        ,dc" 

—  =  — --4-x' h  y' hï  — 

dt       dt^       dt       J    dt^      dt 

,  *dx'        LKd?'        „dz' 

\       ^       dt  dt^ dt 

Les  premiers  membres  de  tes  équations  sont  les  compo- 
santes de  la  vitesse  absolue  du  mobile,  parallèles  aux  axes 
X,  Y,  Z. 

Les  quatre  premiers  termes  des  seconds  membres  de  ces 

équations  sont  les  valeurs  que  prendraient  — ,  -y-,  — -  si 

x\y\  «'étaient  constants-,  ils  représentent  donc  les  com- 
posantes parallèles  à  X,  Y,  Z  de  la  vitesse  du  point  du 
système  qui  coïncide  avec  le  mobile,  à  l'instant  que  Ton 

considère.  Si  maintenant  on  observe  que  — r-5  -~,  — --  sont 

^       dt      dt     dt 

L  6 


(») 
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les  composantes  parallèles  à  X.',  ¥',  Z  de  la  vitesse  relu- 
live,  ou  apparente,  du  mobile  dont  nous  représentons  les 
coordonnées  relatives  par  x',  >  ',  z',  on  reconnaîtra  immé- 
diatement que  les  trois  derniers  termes  des  formules  (a}  re- 
présentent les  composantes  de  celte  vitesse  relative,  pa- 
rallèles aux  trois  axes  fixes  X,  Y,  Z.  On  retombe  ainsi  sur 
cette  proposition,  déjà  démontrée  géométriquement  : 

La  vitesse  dans  le  mouvement  composé  d'un  point  est 
fa  résultante  de  la  zùtesse  de  ce  point  par  rapport  au  sys- 
tème, et  de  la  vitesse  du  point  coïncident  du  sjstème. 
D'où  l'on  conclut  encore  que:  • 

La  vitesse  relative  du  point  est  la  résultante  de  sa  vi- 
tesse absolue,  et  de  la  vitesse,  prise  en  sens  contraire,  du 
point  coïncitlent  du  système. 

63.    DifTérenliant  de   nouveau    les  équations  (a),   nous 
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Si  Ton  suppose  toutes  ces  expressions  multipliées  par  -  * 

les  premiers  membres  des  équations  (3)  seront  les  compo- 
santes de  la  déviation,  correspondante  à  l'intervalle  0,  dans 
le  mouvement  absolu  du  point,  estimées  parallèlement  aux 
axes  X,  Y,  Z. 

Examinons  maintenant  les  trois  parties  dans  lesquelles 
nous  avons  décomposé  les  seconds  membres.  La  première 
exprime  dans  les  trois  équations  les  valeurs  que  prennent 

d}  x    d*  y     d*  z 
respectivement-—»  -t^->  —  lorsqu'on  suppose  x\j\  z' 

constants;  c'est-à-dire  lorsqu'on  suppose  le  point  (oejz)  lié 
invariablement  au  système.  Ainsi,  après  l'introduction  du 

0* 
facteur      ?  les  premières  parties  en  question  sont  les  com- 

2 

posantes  de  la  déviation  du  point  du  système  qui  coïncidait 
avec  le  mobile  :  les  secondes  parties  sont  les  composantes 
de  la  déviation  dans  le  mouvement  relatif  du  point,  esti- 
mées de  même  parallèlement  aux  axes  X,  Y,  Z.  H  ne  reste 
donc  plus  qu'à  interpréter  les  dernières  parties,  et  à  recon- 
naître de  quelle  ligne  elles  sont  les  composantes  par  rap- 
port à  X,  Y,  Z. 

Pour  cela  nous  chercherons  les  composantes  de  cette 
ligne  par  rapport  à  X',  Y',  Z';  ce  qui  se  fera  en  ajoutant 
les  projections  des  premières  composantes  sur  ces  nouveaux 
axes;  on  obtient  ainsi,  en  négligeant  le  facteur  0%  les  trois 
expressions  suivantes  : 

dz1  dy'  dx'  dz'  dy'  dx' 

<♦>    i-dF-r-ïïr'  rin-p-dï'  '-*-'-*' 

et  il  suffit  de  déterminer  la  ligne  dont  elles  sont  les  projec- 
tions sur  X',  Y',  Z'. 

Mais,  d'après  les  formules  (4)  du  n°  19,  on  voit  que, 
si  par  le  point  O  on  mène  deux  droites  01,  OV,  dont  les 

6. 
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composantes  soient,  pour  la  première,  ft,  q,  r,  cl  pour  la 

,      dx'    dr'     dz'     .  ,    ,  ,  , 

seconde,  —r-t  ^— »  — -,  k's  expressions    4)  représentent  les 
'  dt     dt     ilt  l  y*t.  ,r 

projections  de  Taire  du  parallélogramme  construit  sur  ces 

deux  lignes,  sur  les  plans  des  x\y',  s'  :  elles  sont  donc 

proportionnelles   aux    cosinus    des    angles  que   fait    avec 

X',  V,  Z'  Taxe  de  celte  aire,  et  leurs  signes  se  rapportent 

à  la  direction  de  Taxe  de  la  rotation  qui  amènerait  01  vers 

OV  par  le  plus  court  chemin. 

L'aire  de  ce  parallélogrami 

produit  de  ses  deux  côtés  adja 

glc  :  de  sorte  que  la  ligne  dot 

projections,  et  qui  est  dirigé: 

vient  d'être  défini,  est  égale  i 

angulaire,  vr  la  vitesse  relall 


peut  eue  remplacée  par  le 
nls  et  du  sinus  de  leur  an- 
les  expressions  (4)  sont  les 
livant  Taxe  de  rotation  qui 
ivr  si n  <î,  m  étant  la  vitesse 
du  mobile,  et  3  l'angle  de 


la  direction  de  cette  vitesse  et  de  Taxe  instantané.  En  mul- 
tipliant cette  valeur  par  0*,  on    aura  la  troisième  eompo- 


nle  de  la  déviation  dans  le 


ibsolu  du  mobile, 
déjà  donnée 
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Si  Ton  connaît  seulement  une  des  deux  trajectoires, 
absolue  ou  relative,  on  en  déduira  facilement  l'autre.  Si, 
par  exemple,  on  donne  deux  équations  entre  ar,  y,  z 
seulement,  qui  déterminent  la  trajectoire  absolue  du  mo- 
bile, il  suffira  d'éliminer  x,y^  z,  t  entre  ces  deux  équa- 
tions et  les  équations  (3),  et  Ton  aura  deux  équations 
entre  x\y\  z'  seulement,  qui  seront  celles  de  la  trajec- 
toire relative.  Il  en  serait  de  même  si  l'on  donnait  d'abord 
deux  équations  entre  x\  jr\  z1,  et  qu'on  demandât  celles 
de  la  trajectoire  absolue. 

U  est  facile  de  généraliser  ces  considérations  en  substi- 
tuant à  un  point  un  système  rigide  dont  le  mouvement 
pourra  être  déterminé  par  trois  de  ses  points,  ou  de  toute 
autre  manière.  On  verra  facilement  que  son  mouvement 
relatif  peut  être  déduit  de  son  mouvement  absolu,  et  réci- 
proquement. Nous  nous  écarterions  de  notre  objet  en  en- 
trant dans  plus  de  détails  à  cet  égard. 

Autre  manière  d'envisager  le  mouvement  relatif. 

65.  Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  considéré  le  mou- 
vement relatif  comme  un  des  mouvements  composants  d'un 
corps,  ou  d'un  point  matériel.  Nous  avons  cherché  com- 
ment les  données  de  ce  mouvement  pouvaient  servir  à 
déterminer,  soit  la  vitesse,  soit  la  déviation  dans  le  mou- 
vement absolu;  et  il  a  été  facile  de  déduire  de  là  l'ex- 
pression de  ces  mêmes  quantités  dans  le  mouvement 
relatif. 

Mais  on  peut  aussi  se  proposer  directement  l'étude  du 
mouvement  relatif,  et  Ton  peut,  pour  cela,  procéder  de 
plusieurs  manières.  La  marche  que  nous  choisirons  est 
celle  dont  l'idée  générale  se  reproduit  identiquement  dans 
les  questions  les  plus  diverses,  et  qui  ramène  le  plus  natu- 
rellement à  la  considération  du  mouvement  absolu. 
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Elle  consiste  à  laisser  s'clïectuer  les  deux  mouvements, 
puis  à  lier  entra  eux  le  point  ou  le  coq»  avec  le  système 
par  rapport  auquel  on  le  considère,  et  à  donner  à  leur 
ensemble  un  mouvement  qui  ramène  ce  dernier  à  sa  pre- 
mière position. 

De  cette  manière,  le  corps  aura  toujours  les  positions 
relatives  qu'il  doit  avoir  dans  le  système  en  question  qui  s* 
trouvera  rendu  immobile.  Et  il  sufGt  d'ajouter  un  mouve- 
ment de  plus  à  ceux  auxquels  le  corps  est  assujetti  ;  savoir, 
le  mouvement  d'ensemble  qui  ramène  constamment  le  sys- 
tème de  comparaison  dans  sa  première  position.  On  voit 
ainsi  qu'en  ajoutant  un  nouveau  mouvement  au  corps,  et 
cherchant  le  mouvement  absolu  résultant,  ce  dernier  sera 
préi  isémeut  le  mouvement  relatif,  tel  qu'il  aura  lieu  dans 
le  système,  et  que  l'on  se  propose  d'étudier.  Toute  la  ques- 
tion consiste  donc  dans  la  détermination  précise  du  mou- 
vement à  introduire,  puisqu'uprès  cela  on  rentre  dans  la 
considération  ordinaire  du  mouvement  absolu.  Telle  est  la 
méthode  depuis  longtemps  suivie,  et  que  nous  allons  appli- 
quer aux  deux  questions  principales  qui  se  rapportent  au 
iveuieiil  d'un  seul  point. 
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puisque  MK  esl  du  premier.  Nous  pourrous  donc  négliger 
cetle  quantité  et  supposer  que  M;  reste  en  K.  Or,  les  direc- 
tions des  trois  droites  MK,  MM',  MM,  ont  pour  limites 
celles  des  tangentes  aux  trajectoires,  relative  et  absolue, 
du  mobile,  et  à  celle  du  point  coïncident  du  système-,  et 
les  rapports  de  ces  trois  droites  ont  pour  limites  ceux  des 
vitesses  sur  ces  trajectoires.  D'où  Ton  conclut,  comme  pré- 
cédemment, que  : 

La  vitesse  relative  est  la  résultante  de  la  vitesse  absolue, 
et  de  la  vitesse,  prise  en  sens  contraire,  du  point  coïncident 
du  système. 

67.  Déviation  dans  le  mouvement  relatif.  —  La  quan- 
tité 1  calculer  étant  du  second  ordre  infinitésimal,  nous  ne 
pourrons  plus  négliger,  comme  nous  venons  de  le  faire,  le 
mouvement  de  rotation  qui  introduit  une  quantité  du  second 
otdre. 

Soient  M  (fig*  i4)  1*  position  du  mobile  à  un  instant 
quelconque,  M'  celle  qu'il  occupe  après  un  temps  infini- 
ment petit  0,  et  V  celle  qu'occuperait  sur  la  tangente  à  la 
trajectoire  un  point  partant  de  M  en  même  temps  que  le 
mobile,  et  se  mouvant  uniformément  avec  la  vitesse  que 
celui-ci  t  en  M;  TM'  sera  la  déviation  dans  le  mouve- 
ment absolu.  Soit  de  mêmeTtM,  la  déviation  après  le 
temps  0,  dans  le  mouvement  du  point  du  système  qui  coïn- 
cidait avec  le  mobile  en  M.  Les  longueurs  MT*,  MT,  pour- 
ront être  prises  pour  représenter  les  vitesses  en  M  sur  oes 
deux  trajectoires. 

Or,  pour  avoir  la  déviation  dans  le  mouvement  relatif, 
il  faut  commencer  par  mener  en  M  la  tangente  a  la  trajec- 
toire relative,  supposer  un  point  qui  s'y  meuve  uniformé- 
ment avec  la  vitesse  relative  pendant  le  temps  0,  tandis 
qu'elle  est  entraînée  par  le  système  avec  lequel  elle  est 
fixement  liée,  puis  joindre  le  point  où  il  est  ainsi  parvenu 
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avec  le  point  M';  cette  droite  sera,  en  grandeur  et  en  dîiei- 

lion,  la  déviation  dans  le  mouvement  relatif. 

Cela  pose,  considérons  le  point  M'  comme  lié  au  système, 
et  ramenons  celui-ci  dans  sa  position  primitive;  la  dévia- 
tion relative  se  sera  transportée  dans  une  position  qu'il  est 
très-facile  de  déterminer. 

Donnons  d'abord  au  système  les  deux  mouvements  de 
translation  MjTj  et  T,  M  qui  ramènent  le  point  M,  à  sa 
première  position  M.  En  menant  M'  77/  égal  et  parallèle 
à  T,M,  '."'/-  égal  et  parallèle  à  M,T,,  on  aura  la  position 
de  M'  après  les  deux  translations. 

Lorsque  ensuite  le  système  tournera  autour  de  l'axe  in- 
stantané passant  par  M,  avec  la  vitesse  angulaire  w,  pendant 
le  temps  9,  le  point  jt  décrira  un  arc  infiniment  pelil  u  .  . 
que  nous  déterminerons  tout  à  l'heure  ;  fi!  sera  la  position 
du  mobile  lorsque  le  système  sera  revenu  à  sa  première  po- 
sition. 

Daus  cette  situation  la  tangente  à  la  trajectoire  relative 
sera  daus  la  direction  M(',  et  la  longueur  même  Ml'  sera 
l'espace  parcouru  uniformément  avec  la  vitesse  relative, 
pendant  le  temps  0,  dans  lequel  les  longueurs  MT',  et  MT, 
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perpendiculaire  au  plan  IM^  mené  par  Taxe  instantané  et 
la  vitesse  relative,  et  le  sens  que  Ton  doit  prendre  est  celui 
de  la  rotation  elle-même.  Sa  valeur  est  le  produit  de  l'angle 
de  rotation  (ùO  par  la  distance  de  t!  à  MI,  ou  par  le  produit 
de  M*7  par  sinlMl7;  et  comme  Mt'=  0fr,  fr  désignant  la 
vitesse  relative,  l'arc  fjtfx'  a  pour  valeur  d'cotvsinIMt',  en 
négligeant  Ifs  quantités  infiniment  petites  d'ordre  plus 
élevé.  On  nttombe  donc  sur  les  résultats  précédemment 
obtenus,  et  l'on  retrouve  la  décomposition  de  la  déviation 
relative,  telle  qu'elle  est  énoncée  dans  le  n°  61. 


COURS 

DE  MÉCANIQUE 


LIVRE  PREMIER. 

STATIQUE. 


CHAPITRE  PREMIER. 

NOTIONS  ET  PRINCIPES  GÉNÉRAUX 


1 .  On  dit  qu'un  point  est  en  repos  lorsqu'il  occupe  con- 
stamment la  même  position  dans  l'espace,  et  qu'il  est  en 
mouvement  lorsque  cette  position  change  d'une mmanière 
continue.  Nous  ne  pouvons  par  aucun  moyeu  reconnaître 
si  un  point  est  ^n  repos  ou  en  mouvement,  parce  que  nous 
ne  connaissons  pas  d'objets  fixes  auxquels  nous  puissions 
rapporter  sa  position  :  seulement  nous  pouvons  affirmer 
que  si  Ul  position  relative  de  plusieurs  points  n'est  pas 
restée  la  àême,  il  y  en  a  nn  certain  nombre  dont  la  posi- 
tion absolue  a  changé. 

Lorsqu'un  grand  nombre  d'objets  conservent  la  même 
position  relative,  on  est  porté  à  les  juger  en  repos,  et  si 
l'un  d'eux  change  de  place  par  rapport  au  système,  c'est  à 
lui  qu'on  attribue  le  mouvement.  C'est  ainsi  que  l'on  a  cru 


92  LIVRE    I. 

pendant  si  longtemps  la  terre  immobile  dans  l'espace.  Lue 
élude  approfondie  des  phénomènes  peut  modifier  cette  pre- 
mière impression  ;  mais  on  ne  peut  jamais  avoir  de  certi- 
tude à  cet  égard,  et  les  principes  sur  le  mouvement  absolu, 
auxquels  on  est  conduit  par  l'observation  des  mouvements 
relatifs,  ne  sont  que  des  inductions  qui  peuvent  avoir  une 
grande  probabilité,  .mais  qui  ont  toujours  besoin  d'être 
vérifiées  par  l'accord  entre  les  conséquences  logiques  aux- 
quelles elles  conduisent  et  les  phénomènes  ohservés  direc- 

1.  Forces.  —  Le  principe  le  plus  simple  auquel  ou  par- 
vient de  cette  manière,  consiste  en  ce  qu'un  point  qui  est 
en  repos  absolu  y  resterait  indéfiniment  s'il  ne  survenait 
certaines  causes  eu  dehors  de  lui  qui  le  missent  en  mouve- 
ment. Ces  causes  se  nomment  des  forces,  et  la  direction 
d'une  force  est  celle  de  la  ligne  suivant  laquelle  le  poiut  se 
mouvrait  en  vertu  de  son  action,  s'il  était  eutièrement 
libre. 

La  notion  des  forces  est  une  des  plus  simples  et  des  plus 
incontestables;  elle  nous  vient  de  l'expérience  de  tous  les 
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nées  expérimentales  bien  constatées,  et  nous  n'emploierons 
le  raisonnement  qu'à  en  développer  les  conséquences.    . 

On  dit  que  des  forces  sont  égales  lorsque,  appliquées  en 
sens  contraires  à  un  même  point  libre  et  en  repos,  elles  ne 
lui  font  prendre  aucun  mouvement.  La  notion  de  l'égalité 
conduit  à  celle  du  rapport  quelconque,  en  entendant  par 
somme  de  plusieurs  forces,  la  force  qui  peut  remplacer  V en- 
semble des  premières  sollicitant  le  même  point  dans  la 
même  direction.  Les  forces,  pouvant  ainsi  être  évaluées  en 
nombres,  peuvent  aussi  être  représentées  par  des  longueurs , 
et  il  sera  commode  de  prendre  ces  longueurs  sur  la  direc- 
tion suivant  laquelle  elles  agissent,  et  à  partir  du  point  au- 
quel elles  sont  appliquées. 

3.  Masse.  —  L'expérience  montre  que  la  même  force  ne 
produit  pas  toujours  un  mouvement  identique  quand  elle 
est  appliquée  à  des  corps  différents.  Ce  fait  donne  lieu  à  une 
notion  nouvelle  qui  est  celle  de  masse. 

On  dit  que  deux  corps  d'espèce  quelconque  ont  même 
masse,  lorsque  des  forces  égales  produisent  des  mouvements 
identiques  sur  ces  corps  libres  et  partant  du  repos.  Si  on 
lie  ensemble  deux  corps,  on  en  forme  un  nouveau  dont  la 
masse  est  dite  la  somme  des  masses  des  deux  autres.  L'idée 
de  masses  égales  conduit  k  celle  de  masses  dans  un  rapport 
quelconque  ;  et  les  masses  de  tous  les  corps  peuvent  être  re- 
présentées par  des  nombres,  si  on  les  rapporte  à  celle  d'un 
volume  connu  d'une  matière  déterminée. 

On  voit  par  là  que  des  corps  formés  d'une  même  sub- 
stance homogène  ont  des  masses  proportionnelles  à  leurs 
volumes,  et,  par  conséquent,  aux  quantités  de  matière  qu'ils 
renferment.  Mais,  comme  on  ne  pourrait  attacher  aucun 
sens  précis  à  la  comparaison  des  quantités  de  matière  de 
deux  substances  différentes,  ni  surtout  en  tirer  aucunes 
conséquences  relativement  aux  effets  des  forces,  on  n'a  dû 
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admettre  d'autres  caractères  distîaclifs  entre  les  différents 
corps  et  les  différentes  substances,  que  ceux  qui  dépendent 
de  la  manière  dont  ils  se  comportent  sous  l'action  des  forces 
qui  les  mettent  en  mouvement. 

La  notion  de  la  masse  offre  donc  cette  différence  essen- 
tielle avec  celle  de  la  force,  qu'elle  ne  peut  s'acquérir  que 
par  le  mouvement;  tandis  que  la  notion  de  la  force  peut 
s'acquérir,  soit  en  produisant  un  mouvement,  soit  en  l'em- 
pêchant de  se  produire. 

4.  Demi/à.  —  On  appelle  densité  d'un  corps  homogène 
la  masse_  renfermée  sous  l'unité  de  volume;  elle  est,  par 
conséquent,  le  rapport  de  la  masse  renfermée  sous  un  vo- 
lume quelconque  à  ce  volume. 

Lorsqu'un  corps  n'est  pas  homogène,  on  appelle  densité 
en  un  quelconque  de  ses  points,  la  densité  moyenne  d'une 
portion  du  corps,  infiniment  petite  dans  tous  les  sens,  dans 
laquelle  se  trouve  ce  point;  ou,  en  d'autres  termes,  la  limite 
du  rapport  de  la  masse  renfermée  dans  cette  portion  à  son 
volume,  quand  il  tend  vers  la  limite  zéro.  Cette  limite 
devra  être  employée  de  la  même  manière  que  la  densité 
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pelle  la  statique;  les  lois  du  mouvement  forment  ce  que 
Ton  appelle  ordinairement  la  dynamique;  et  la  réunion  de 
ces  deux  branches  constitue  la  science  à  laquelle  on  a  donné 
le  nom  de  mécanique. 

Principes  d'un  usage  continuel. 

6.  Premier  principe.  —  Lorsqu'un  système  de  points  est 
en  équilibre,  on  ne  détruit  pas  cet  état  en  fixant  un  ou  plu- 
sieurs de  ces  points,  ou  en  établissant  entre  eux  des  liaisons 
nouvelles.  En  effet,  on  n'introduit  ainsi  aucune  force  -,  ou 
donne  seulement  des  moyens  de  détruire  certaines  forces 
nouvelles  que  Ton  introduirait  dans  le  système. 

Nous  admettrons  encore,  soit  comme  évident  de  soi- 
même,  soit  comme  résultat  de  l'expérience,  que  lorsqu'un 
système  de  points  est  en  équilibre,  cet  état  subsisterait  en- 
core si  Ton  ajoutait  de  nouveaux  points  ou  qu'on  en  sup- 
primât, pourvu  que  toutes  les  liaisons  primitives  ne  fussent 
pas  altérées.  Ainsi,  en  supposant  le  système  entièrement 
rigide  ou  solide,  ce  que  nous  désignerons  quelquefois  sous 
le  nom  de  corps  solide,  on  pourra  y  lier  ou  en  retrancher 
une  quantité  de  matière  quelconque,  pourvu  que  les  points 
auxquels  sont  appliquées  les  forces  ne  puissent  changer 
leurs  distances  mutuelles  et  qu'aucune  force  nouvelle  ne 
soit  introduite^  et  l'équilibre  ne  sera  pas  troublé  :  de  sorte 
qu'on  n'a  à  s'occuper  que  du  système  des  points  d'appli- 
cation et  de  leurs  liaisons  extérieures,  indépendamment  de 
la  matière  qui  compose  le  corps  et  de  la  forme  qu'on  lui 
donne. 

7.  Deuxième  principe.  —  On  peut,  sans  rompre  l'équi- 
libre d'un  système,  introduire  de  nouvelles  forces  telles, 
qu'elles  se  détruiraient  si  elles  agissaient  seules  sur  lui. 
Cela  est  évident,  en  supposant  les  résistances  du  système 
susceptibles  d'une  intensité  indéfinie.  On  peut  aussi  sup- 
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efforts  exerces  par  ce  système. 

Mais  il  faut  bien  rema ri [tier qu'il  ne  suffirait  pas  que  ces 
dernières  fussent  en  équilibre  dans  le  cas  où  elles  agiraient 
seules  sur  te  système.  Si  elles  ne  produisent  pas  réellement 
les  efforts  qu'elles  produiraient  si  elles  étaient  seules,  elles 
ne  se  détruisent  pas  entre  elles,  et  dès  lors  on  ne  saurait  aflir- 
mer  que  l'équilibre  ne  serait  pas  rompu  si  on  les  supprime. 

8.  Troisième  principe .  —  On  peut,  sans  détruire  l'équi- 
libre, supprimer  un  groupe  de  forces  telles,  que  des  forces 
respectivement  égales,  et  appliquées  aux  mêmes  points  en 
sens  contraire,  seraient  en  équilibres!  elles  existaient  seules 
sur  le  système.  En  effet,  d'après  le  principe  précédent,  on 
ne  dérange  pas  l'équilibre  primitif  en  introduisant  ces  der- 
nières forces;  mais  chacune  d'elles  détruisant  la  force  égale 
et  contraire  appliquée  au  même  point,  on  peut  les  suppri- 
mer l'une  ci  l'autre  en  chaque  point  sans  déranger  l'équi- 
libre, et  il  ne  reste  plus  que  les  forces  primitives,  moins  le 
groupe  en  question. 

11  est  à    remarquer  que  Ion  peut  ainsi    supprimer  un 
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9.  Remarqua.  —  Quelque  rigides  que  soient  les  corps, 
les  forces  qu'ils  détruisent  opèrent  toujours  de  petits  chan- 
gements dans  la  position  relative  de  leurs  molécules.  On 
n'en  tiendra  ici  aucun  compte;  et  Ton  supposera  que  des 
forces  qui  se  font  équilibre  sur  un  corps,  et  qui  ont,  par 
cela  même,  dérangé  tant  soit  peu  ses  molécules,  s'y  feraient 
encore  équilibre  si,  par  des  moyens  quelconques,  on  pou- 
vait rendre  ce  corps  assez  rigide  pour  que  le  dérangement 
fût  encore  bien  plus  insensible  et  même  nul. 

Exemples  de  l'application  des  principes  précédents. 

10.  Avant  d'aller  plus  loin,  nous  allons  montrer,  par 
an  exemple  très-simple,  combien  il  est  nécessaire  d'avoir 
égard  à  l'observation  que  nous  avons  faite  au  sujet  du  se- 
cond des  principes  précédents,  et  comment  cette  difficulté 
disparaît  par  l'application  du  troisième. 

Soient  A  et  B  (fig.  i5)  deux  points  liés  de  telle  sorte, 
qu'ils  ne  puissent  s'éloigner  l'un  de  l'autre ,  mais  qu'ils 
puissent  se  rapprocher.  Que  Ton  applique  au  point  A  deux 
forces  égales  et  contraires  P,  P'  dans  la  direction  de  la 
droite  AB,  et  que  l'on  applique  a  B  deux  forces  Q,  Q  égales 
aux  premières,  et  agissant  en  sens  contraire  suivant  la 
ligne  AB.  U  y  aura  équilibre  dans  le  système,  puisqu'il  y  a 
équilibre  en  chaque  point.  Or  les  deux  forces  P,  Q'  seraient 
en  équilibre  si  elles  agissaient  seules  sur  le  système  AB,  et 
cependant  on  ne  peut  les  supprimer  sans  rompre  l'équilibre 
des  quatre  forces;  car  il  resterait  les  deux  forces  P7  et  Q, 
qui  ne  se  détruiraient  pas,  puisque  les  deux  points  A  et  B 
peuvent  se  rapprocher  par  hypothèse.  Or  il  est  facile  de 
reconnaître  que  le  groupe  P,  Q'  ne  rentre  dans  aucun  des 
deux  cas  que  nous  avons  indiqués  précédemment,  comme 
permettant  la  suppression. 

En  premier  lieu,  les  deux  forces  P,  Q'  ne  se  détruisent 
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pas  elTcrlivcmeiil,  et  ne  produisent  pas  sur  AU  l'cilbri 
qu'elles  produiraient  si  elles  étaient  seules  appliquées.  La 
force  P  est  détruite  par  P'  et  n'agit  que  sur  le  point  A  ;  i) 
en  est  de  ruème  des  forces  Q,  Q'  en  B,  et  il  n'en  résulte 
aucune  action  entre  les  points  A  et  B,  qui  ne  cesseraient  pas 
d'être  en  équilibre  quand  même  il  n'existerait  aucune  liai- 

En  second  lieu,  les  forces  P'  et  Q,  égales  et  opposées  11 
P  et  Q',  ne  seraient  pas  en  équilibre  si  elles  agissaient 
seules  sur  le  système,  puisque  les  points  A  et  B  peuvent  se 
rapprocher. 

Donc  enfin  on  ne  pouvait  afûrmer  qu'en  supprimant  les 
forces  Pil  Q'on  ne  détruirait  pus  l'équilibre;  ci  nous  aVons 
vu  qu'ellectivcmeul  11  se  trouvait  détruit  par  celte  suppres- 

Cet  exemple  montre  donc  que  dans  un  système  eu  équi- 
libre on  ne  peut  pas  toujours  supprimer  un  groupe  de  forces 
qui  serait  en  équilibre  sur  le  système  s'il  y  était  seul.  Et  il 
montre  aussi  qu'on  peut  supprimer  un  système  qui  ne  serait 
pas  en  équilibre  s'il  était  seul  sur  le  système,  mais  qui  est 
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que  l'on  supprime  sont  effectivement  détruites  par  la  ré- 
sistance du  système.  Cette  remarque  peut  être  énoncée 
d'une  manière  différente  en  observant  que  supprimer  un 
système  de  forces,  c'est  introduire  le  système  contraire. 
On  aura  alors  la  proposition  suivante  : 

On  peut  quelquefois  introduire  un  groupe  de  forces  qui 
ne  serait  peu  en  équilibre  sur  le  système. 

12.  Remarque.  —  On  lire  des  considérations  précédentes 
cette  conséquence,  que  si  Ton  introduit  des  forces  dans  un 
système,  on  ne  peut  pas  toujours  affirmer  que  leur  effet 
sera  le  même  que  si  Ton  avait  préalablement  introduit 
certaines  autres  forces  qui  n'auraient  pas  détruit  l'équi- 
libre, mais  qui  cependant  pourraient  avoir  de  l'influence 
sur  celles  qu'on  applique  en  dernier  lieu.  Et  pour  cette 
raison  on  ne  peut,  sans  examen,  conclure  l'effet  de  forces 
introduites  dans  un  système  on  l'on  aurait  légitimement 
remplacé  un  groupe  par  un  autre.  Un  exemple  bien  simple 
le  prouvera  sans  réplique. 

Soit  une  force  P  appliquée  à  un  point  A  d'un  fil  flexible 
AB  ayant  tous  ses  points  en  ligne  droite  (fîg.  16).  Intro- 
duisons les  deux  forces  égales  et  contraires  P',  P".  L'effet 
de  la  force  P  sur  le  système  ne  sera  pas  modifié,  soit  qu'il 
y  ait  équilibre  ou  mouvement,  pourvu  que  le  fil  reste  con- 
stamment dans  les  conditions  primitives  qui  ont  permis 
Introduction  de  P',  P7.  Or  si  Ton  applique  en  B  une 
force  égale  et  contraire  à  P',  les  quatre  forces  se  détruisent, 
tandis  qu'il  en  aurait  été  autrement  si  l'on  avait  appliqué 
la  dernière  force  avant  l'introduction  de  P',  P". 

Nous  reconnaîtrons  bientôt  que  les  mêmes  difficultés  ne 
se  rencontrent  pas  dans  les  systèmes  rigides,  que  dans  ceux 
dont  les  liaisons  comportent  des  changements  de  forme  ou 
de  disposition.  Mais  il  faut  prendre  garde,  en  commençant, 
d'attribuer  aux  principes  une  trop  grande  généralité. 


Changement  du  point  d'application  dune  forte. 

1 3.  Lorsqu'une  force  P  est  appliquée  à  un  poinl  libre  A, 
nous  allons  démontrer  qu'on  peul,  sans  changer  son  effet, 
quel  qu'il  suit,  l'appliquer  à  lout  aulre  poinl  B  de  sa  direc- 
tion, si  ce  point  est  lié  invariablement  au  premier. 

El  il  n'est  même  pas  nécessaire  que  celle  liaison  soit  aussi 
complète. 

Si,  par  exemple,  le  point  B  est  siltié  par  rapport  à  A  du 
côté  où  s'exerce  l'action  de  la  force  P,  il  suflit  que  la  dis- 
tance AB  ne  puisse  augmenter;  ce  qui  sera  le  cas,  par 
exemple,  où  ces  deux  points  seraient  liés  par  un  corps  ex- 
trêmement délié,  éminemment  flexible  cl  inextensible. 
Mous  donnerons  dorénavant  le  nom  de  Jil  à  un  pareil 
corps,  et  nous  le  considérerons  comme  n'ayant  de  dimen- 
sion que  dans  le  sens  de  la  longueur,  en  prenant  sans  ré- 
sistance toutes  les  formes  possibles,  en  conservant  la  même 
longueur.  Nous  considérerons  plus  tard  des  tils  élastiques, 
qui  sous  l'action  des  forces  peuvent  changer  dt  longueur. 
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On  raisonnerait  d'une  manière  analogue  si  le  point  B 
était  situé  de  l'autre  côté  du  point  À,  et  que  la  distance  AH 
ue  pût  pas  diminuer. 

Les  raisonnements  précédents  ne  seraient  plus  appli- 
cables dans  le  cas  où,  le  système  des  points  étant  en  mouve- 
ment, la  distance  AB  ne  resterait  pas  la  même. 

Enfin  si  les  conditions  respectives  de  ces  deux  cas  sont 
réunies,  c'est-à-dire  si  les  points  A  et  B  sont  invariable- 
ment liés  l'un  a  l'autre,  comme  cela  arrivera,  par  exemple, 
s'ils  font  partie  d'un  système  rigide,  on  pourra  transporter 
la  force  en  un  point  quelconque  de  sa  direction,  supposé 
toujours  invariablement  lié  au  système. 

14.  Remarque.  —  Il  est  important  d'observer  que,  quand 
on  a  fixé  des  points,  ou  introduit  toute  autre  espèce  de  liaison 
dans  un  système  en  équilibre;  on  peut  supprimer  des  forces 
telles,  que  les  contraires  seraient  en  équilibre  sur  le  système 
modifié.  C'est  une  conséquence  immédiate  du  troisième 
principe.  Si,  par  exemple,  dans  un  système  rigide,  on  fixe 
un  de  ses  points,  on  pourra  supprimer  toutes  les  forces 
dont  la  direction  passera  par  ce  point,  puisqu'on  peut  les 
y  supposer  appliquées. 

Si,  au  lieu  de  fixer  un  point  du  système,  on  en  fixe  deux, 
et  par  suite  tous  ceux  de  la  droite  qui  les  joint,  soit  qu'ils 
appartiennent  d'abord  au  système,  soit  qu'on  les  y  intro- 
duise et  qu'on  les  lie  invariablement  aux  autres,  on  pourra 
supprimer  toutes  les  forces  dont  la  direction  rencontrera 
cet  axe  fixe,  puisque  chacune  d'elles  peut  èlre  appliquée  à 
son  point  de  rencontre  qui  est  fixe. 

Postulaium.  —  Nous  venons  de  voir  que  quand  un  sys- 
tème rigide  avait  un  point  fixe  autour  duquel  il  pouvait  se 
mouvoir  d'une  manière  quelconque,  toute  force  dont  la  di- 
rection passait  par  ce  point  était  détruite  et  ne  pouvait 
produire  aucun  mouvement.  Nous  admettrons  comme  ré- 
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sullal  d'expérience,  ou  comme  axiome,  que  toute  force 
dont  lu  direction  ne  flânerait  pas  par  le  point  fixe,  ne 
serait  pas  détruits,  et  mettrait  le  corps  en  mouvement. 

.Aous  admettrons  encore  qu'il  an  serait  de  même  dans 
lu  cas  d'un  axe  fixe. 

Il  en  résultera  nécessairement  que  si  uu  corps  a  un  point 
unique  ou  un  axe  fixe,  el  qu'on  sache  qu'une  force  appli- 
quée seule  à  ce  corps  est  détruite,  on  poura  affirmer  que 
sa  direction  passe  par  le  point  fixe,  ou  rencontre  l'axe  fixe, 
à  une  distance  finie  ou  infinie. 

lî).  Réciproque  d'une  proposition  précédente.  —  Il  est 
important  de  remarquer  qu'une  force  agissant  sur  un  sys- 
tème libre  ne  saurait  être  transportée  parallèlement  à  elle- 
même  en  un  point  qui  ue  serait  pas  sur  sa  première  direc- 
tion ;  et,  plus  généralement,  qu'elle  ne  peut  être  remplacée 
par  une  autre  qui  n'agirait  pas  suivant  la  même  ligne  droite. 

Kn  ellet,  supposons  qu'une  force  P  puisse  être  remplacée 
par  une  autre  Q  qui  n'agisse  pas  suivant  la  même  ligne 
droite.  Fixons  un  point  sur  la  direction  de  P,  qui  soit 
jinl  de  rencontre  des  directions  de  P  et  Q, 
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reclion  passait  par  ce  point.  Il  est  facile  de  reconnaître,  en 
outre,  que  cette  nouvelle  force  doit  être  égale  à  la  pre- 
mière; car  il  a  été  démontré  que,  dans  la  position  où  elle 
se  trouve,  elle  pourrait  remplacer  la  première  si  elle  lui 
était  égale;  donc,  si  elle  était  plus  grande  ou  plus  petite, 
elle  ne  produirait  pas  le  même  effet  que  la  première,  ce  qui 
est  contre  l'hypothèse . 

46.  Deux  forces  qui  ne  sont  pas  égalas  et  directement 
opposées  ne  peuvent  se  faire  équilibre  sur  un  système  ri- 
gide libre.  Cela  résulte  immédiatement  des  raisonnements 
précédents  ;  car,  en  fixant  sur  la  direction  de  Tune  un  point 
qui  ne  serait  pas  sur  la  direction  de  Vautre,  l'équilibre  ne 
devrait  pas  être  rompu;  mais  la  première  serait  détruite, 
et  la  seconde  mettrait  le  système  en  mouvement;  l'équili- 
bre n'existait  donc  pas.  Il  est  donc  nécessaire,  pour  qu'il 
feriste,  que  tout  point  pris  sur  la  direction  d'une  des  forces 
soit  sur  la  direction  de  l'autre,  et  par  conséquent  que  ces 
deux  directions  se  confondent;  il  est  évident  alors  qu'elles 
doivent  agir  en  sens  contraire  et  être  égales. 

Systèmes  équivalents  ou  qui  peuvent  se  remplacer.  — *• 

Composantes  et  résultante. 

17.  Soit  A  un  certain  groupe  de  forces,  et  B  un  second 
groupe  qui  pourrait  le  remplacer  sur  un  système  donné  de 
points,  sans  déranger  son  état  d'équilibre  ou  de  mouvement. 
Introduisons  le  groupe  B  et  l'opposé  que  je  désignerai  par 
—  B  sans  attacher  aucun  autre  sens  au  signe — .  Les  trois 
systèmes  A,  B,  —  B  ne  seront  autre  chose  que  A.  Or,  pour 
que  B  puisse  le  remplacer,  il  faut  qu'on  puisse  supprimer 
A  et  —  B,  ce  qui  aura  lieu  si  le  contraire  —  A  et  B  est  en 
équilibre  quand  il  existe  seul  sur  le  système.  D'où  l'on  cou- 
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clul  {[il  un  groupe  de  forces  B  peut  toujours  en  remptact 
un  autre  A,  lorsqu'il  serait  en  équilibre  sur  le  sysièm 
avec  l'opposé  —  A  à  cet  autre. 

Mais    cela    n'entraîne  pas    que  A  puisse  remplacer  I 
parce  que  A  ne  serait  peut-élre  pas  en  équilibre  MM  —  B, 
et  alors  on  ne  pourrait  prononcer. 

Si,  par  exemple,  on  considère  un  fil  flexible  MN  et  uue 
force  P  appliquée  an  point  ]\  suivant  NM,  on  pourra  la 
remplacer  par  une  force  égale  et  de  même  sens  P*  appliquée 
en  M,  pane  que  celte  dernière  serait  en  équilibre  avec  P" 
égale  et  contraire  à  P.  Mais  on  ne  peut  affirmer  que  P 
pourrait  remplacer  P',  parce  que  P  ne  serait  pas  eu  équi 
bre  sur  le  fil  avec  la  force  égale  cl  opposée  à  P'  et  appliqi 
en  M,  laquelle  cependant  équilibre  P'  qui  peut  rempla- 
cer P. 

Et,  en  effet,  P  ne  pourrait  pas  toujours  remplacer  V. 

Remarque.  —  Ou  voit  par  cet  exemple  qu'il  est  possible 
qu'un  groupe  de  forces  B  soîl  équivalent  à  un  autre  groupe 
A,  sur  un  certain  système,  sans  que  A  soîl  équivalent  à  B. 
sur  le  même  système. 
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libre  au  système  contraire,  c'est-à-dire  an  système  qui  con- 
sisterait dans  les  forces  primitives  prises  en  sens  contraire, 
et  appliquées  respectivement  aux  mêmes  points.  Et,  par 
conséquent,  le  problème  de  la  composition  des  forces  rentre 
dans  celui  de  l'équilibre. 

Si  Ton  a  trouvé  une  résultante,  il  n'y  a  pas  à  en  chercher 
une  autre,  puisque  nous  avons  vu  qu'une  force  ne  peut 
être  remplacée  identiquement  que  par  une  autre  qui  ne 
aérait  que  la  première  transportée  en  un  point  de  sa  direc- 
tion lié  invariablement  au  système. 

19.  Mais  peut-on  dire  réciproquement  qu'une  force 
puisse  être  remplacée  par  plusieurs  autres,  par  cela  seul 
qu'elle  pourrait  les  remplacer.  Nous  avons  vu,  en  effet, 
des  cas  où  un  groupe  de  forces  A  pouvait  être  remplacé  par 
un  autre  B,  sans  pouvoir  réciproquement  le  remplacer. 
L'exemple  que  nous  en  avons  donné  s'appliquait,  il  est 
vrai,  à  un  système  non  rigide;  mais  nous  n'avons  pas  en- 
core le  droit  d'affirmer  que  cette  réciproque  est  toujours 
vraie  quand  il  s'agit  d'un  corps  solide. 

Nous  prouverons  bientôt  qu'il  en  est  ainsi,  c'est-à-dire 
que  si  un  groupe  A  peut  être  remplacé  par  un  antre  B  sur 
un  système  rigide,  réciproquement  il  pourra  remplacer 
B.  Mais  dans  les  cas  simples  que  nous  étudierons  avant 
d'avoir  établi  cette  proposition  générale,  nous  reconnaî- 
trons sans  peine  que  cette  réciprocité  a  lieu. 

Remarques  diverses. 

20.  Lorsque  plusieurs  forces,  situées  ou  non  dans  un 
même  plan,  sont  appliquées  à  un  même  point,  et  que/les 
ne  sont  pas  en  équilibre,  elles  ont  toujours  une  résultante. 
En  effet,  supprimons  ces  forces,  et  introduisons  à  leurs 
places  des  forces  respectivement  égales  et  contraires.  Le 
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point  tendra,  par  leur  action,  à  se  mouvoir  daus  une  cer- 
taine direction  déterminée;  et,  si  l'on  appliquait  en  sens 
contraire  une  force  d'une  intensité  convenable,  on  empê- 
cherait évidemment  le  mouvement  de  se  produire,  el  l'é- 
quilibre aurait  lieu.  Donc,  d'après  ce  que  nous  venons  de 
dire,  celte  force  pourra  remplacer  les  premières. 

21.  Lorsque  trois  forces  appliquées  en  un  même  point 
sont  en  équilibre,  leurs  directions  sont  dans  un  rnt'tne 
plan. 

Trois  forces  respectivement  égaies  et  opposées  aux  pre- 
mières seraient  aussi  en  équilibre. 

Chacune  des  trois  forces  est  égale  et  opposée  à  la  résnl- 
tante  des  deux  autres. 

i"  Si  les  trois  forces  n'étaient  pas  dans  un  même  plan, 
et  qu'on  fixât  deux  points  liés  au  point  donné  et  situés  sur 
les  directions  de  deux  de  ces  forces,  l'équilibre  ne  serait  pas 
détruit.  Or  ces  deux  forces  seraient  détruites  et  la  troisième 
ne  léserait  pas  [voy.  n"  14),  l'équilibre  serait  donc  détruit, 
ce  qui  est  contradictoire.  Il  n'est  donc  pas  possible  que  les 
trois  directions  ne  soient  pas  dans  un  même  plan. 
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inutile  de  faire  remarquer  qu'il  n'y  a  qu'une  seule  force 
qui  puisse  faire  équilibre  à  deux  autres  appliquées  à  un 
point,  car  cette  force  doit  être  opposée  à  la  résultante,  qui 
est  unique  (n°  18). 

Rappelons  encore  qu'en  introduisant  une  force  égale  et 
opposée  à  la  résultante  de  deux  forces  appliquées  à  un 
point,  il  y  a  équilibre.  En  effet,  on  a  démontré  que  l'équi- 
libre est  possible  en  introduisant  une  troisième  force  con- 
venable, et  ensuite  que  cette  troisième  est  égale  et  oppo- 
sée a  la  résultante.  D'où  il  suit  que  la  force  égale  et  opposée 
a  la  résultante  établit  l'équilibre. 


Si  des  forces  en  nombre  quelconque  sont  appli- 
quées à  un  même  point,  et  que  leurs  directions  soient 
toutes  dans  un  même  plan  et  d'un  même  côté  dune  droite 
passant  par  ce  point,  il  est  impossible  qu'elles  soient  en 
équilibre. 

En  effet,  soient  Â  le  point  donné  {fi g*  17),  XAX'  une 
droite  telle,  que  toutes  les  directions  des  forces  P,  P/,  P", 
F*,...,  soient  d'un  même  côté  de  cette  droite;  et  supposons 
que  ces  forces  sojent  en  équilibre.  Fixons  un  point  O  situé 
sur  AX  et  lié  invariablement  à  A,  l'équilibre  ne  sera  pas 
troublé. 

Or,  si  l'on  conçoit  un  rayon  vecteur  tournant  autour  de 
A,  et  parlant  de  la  direction  AX  pour  arriver  à  AX'  en  se 
mouvant  du  côlé  où  sont  les  directions  des  forces  données, 
on  reconnaît  immédiatement  (n°  14)  qu'une  force  qui  se- 
rait appliquée  seule  au  point  matériel  A  dans  une  quel- 
conque de  ces  directions,  le  ferait  tourner  autour  de  O 
dans  le  même  sens,  et  que  toute  force  appliquée  à  A,  dans 
une  direction  située  de  l'autre  côlé  de  XX',  ferait  tourner 
le  point  dans  le  sens  contraire  autour  de  O. 

^11  sait  de  là  que  chacune  des  forces  P,  P',  P", ...,  tendant 
\  faire  tourner  A  autour  du  point  fixe  O  dans  le  même  sens. 


rien  ne  s'opposera  à  ce  que  le  mouvement  ait  lieu,  et  < 
par  conséquent,  tes  forces  ne  seront  pas  en  équilibre  c< 
cela  devrait  être  d'après  l'hypothèse. 

Cette  hypothèse  était  donc  fausse  et  les  forces  ne  pou- 
vaient être  en  équilibre,  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Corollaire.  —  Il  suit  de  là  que  lorsque  trois  forces 
P,  P",  F',  appliquées  à  un  point  libre  A,  sont  en  équilibre, 
la  direction  contraire  à  celle  de  l'une  quelconque  des  trois 
est  dans  l'angle  des  deux  autres. 

Eh  effet,  si  la  direction  opposée  à  AP,  par  exemple, 
n'était  pas  dans  l'angle  FAP",  on  pourrait  mener  par  A  une 
droite  telle,  que  les  directions  des  trois  forces  seraient  d'un 
même  côté  de  cette  droite;  les  trois  forces  ne  seraient  doiu: 
pas  eu  équilibre,  ce  qui  serait  contraire  à  l'hypothèse. 

23.  La  direction  de  la  résultante  du  deux  forces  ap- 
pliquées à  un  même  point,  est  située  dans  l'angle  formé 
par  les  directions  de  ces  forces. 

Bu  elïel,  la  force  égale  et  opposée  à  la  résultante  établis- 
sant l'équilibre,  la  direction  qui  lui  est  opposée,  c'est-à- 
dire  celle  de  la  résultante,  sera  dans  l'angle  des  deux  forces. 
•i  les  doux  forces  sont  ézales,  la 
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En  effet,  si  R  peut  remplacer  P  et  Q,  nous  venons  de 
voir  qu'il  y  aurait  équilibre  entre  P,  Q,  —  R;  donc  P  et  Q 
peuvent  remplacer  R  puisque  leur  système  est  en  équilibre 
avec  l'opposé  de  R  (n°  17  ). 

25.  Lorsque  deux  forces  égales  sont  appliquées  à  un 
même  point,  elles  peuvent  être  transportées  parallèlement 
à  elles-mêmes  en  un  point  quelconque  de  la  bissectrice  de 
leur  angle,  pourvu  qu'il  soit  lié  invariablement  au  premier. 
Car  ces  forces  peuvent  être  remplacées  par  une  seule,  di- 
rigée suivant  cette  bissectrice,  et  qui  peut  être  appliquée 
en  un  quelconque  de  ses  points  :  or,  en  ce  point,  d'après  le 
numéro  précédent,  elle  peut  être  décomposée  comme  elle 
aurait  pu  l'être  au  premier  point  d'application,  et  l'on 
aura  ainsi  deux  forces  égales  et  parallèles  aux  premières, 
appliquées  en  un  point  quelconque  de  la  bissectrice. 


CHAPITRE  II. 


COMPOSITION  ET  ÉQUILIBRE  DE  FORCES  APPLIQUÉE^ 
A  UN  MÊME  POINT. 


26.  Résultante  de  deux  forces.  —  Nous  cod  sidérer  un  s 
d'abord  deux  forces  commen  su  râbles.  Soient  P,  Q  {Jig.  18) 
ces  forces,  A  leur  point  d'application;  A  M,  AN  des  lon- 
gueurs proportionnelles  à  ces  forces;  m,  n  deux  nombres 
entiers,  tels  que  l'on  ail  P:Q:;m  :«::  AM  ;AN;  parta- 
geons les  longueurs  AM,  AN  en  parties  égales  Alî,  RC, 
AFI,  etc.,  dont  les  nombres  soient  respectivement  m,  n  ;  ces 
diverses  parties  représenieront  des  forces,  dans  lesquelles 
on  pourra  décomposer  les  premières.  Menons  par  les  points 
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leur  effet  soit  changé.  Or  elles  donneraient  en  I  une  résul- 
tante égale  et  parallèle  à  celle  qu'elles  donnaient  en  A  ;  donc, 
d'après  ce  que  nous  avons  démontré  précédemment  (n°  15), 
le  point  1  appartient  à  la  direction  de  cette  dernière. 

Il  suit  de  là  que  la  résultante  de  deux  forces  commen- 
surables  est  dirigée  suivant  la  diagonale  du  parallélo- 
gramme construit  sur  les  lignes  qui  représentent  ces  forces 
en  grandeur  et  en  direction. 

27.  On  peut  passer  de  là  au  cas  des  forces  incommensu- 
rables par  la  considération  des  limites.  On  peut  encore  em- 
ployer la  réduction  à  l'absurde,  comme  il  suit. 

Si  la  diagonale  AI  (fig.  19)  n'est  pas  la  direction  de  la 
résultante  des  forces  incommensurables  AM,  AN,  soit  AB 
cette  direction.  Par  le  point  H,  où  elle  rencontre  l'un  des 
deux  côtés  du  parallélogramme,  menons  la  parallèle  HK  à 
l'autre  côté;  nous  pourrons  prendre  entre  M  et  K  un  point 
B,  tel  que  AB  soit  commensurable  avec  AN,  et  alors  la 
diagonale  AC  du  parallélogramme  NABC  donnera  la  direc- 
tion de  la  résultante  des  forces  AN,  AB.  11  faudrait  donc 
qu'en  la  composant  avec  la  force  représentée  par  BM,  et 
qu'on  peut  supposer  appliquée  au  point  A,  on  trouvât  la 
résultante  des  deux  forces  données,. qui  est  dirigée  suivant 
AH  par  hypothèse;  ce  qui  est  absurde,  puisque  cette  direc- 
tion n'est  pas  comprise  dans  l'angle  CAM  des  deux  forces 
composantes. 

Donc,  quel  que  soit  le  rapport  des  forces,  leur  résultante 
est  dirigée  suivant  la  diagonale  du  parallélogramme  con- 
struit sur  les  droites  qui  les  représentent. 

Il  résulte  de  là  que,  si  Ton  connaissait  la  direction  de  la 
résultante  -ainsi  que  celles  des  deux  forces,  et  que  d'un 
point  quelconque  de  la  résultante  on  menât  des  parallèles  à 
ces  forces  jusqu'à  leur  rencontre  avec  leurs  directions,  les 
distances  des  deux  points  de  rencontre  au  point  d'applica- 
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es  foires  servent  dans  le  mente  rapport  que  In  îu- 
ls  île  celles-ci. 


28.  11  reste  encore  à  déterminer  l'intensiléde  la  résul- 
tante des  deux  forces  P,  Q.  Pour  cela  nous  obserrerom 
que  si  nous  appliquons  suivant  la  direction  AX  (Jîg.  ao), 
opposée  à  celle  de  la  diagonale  Al,  une  force  R  égale  à  la 
résultante,  il  y  aura  équilibre  entre  les  trois  forces  P,  (^,  R. 
La  force  Q,  par  exemple,  sera  donc  égale  et  opposée  à  la 
résultante  des  deux  autres  P,  R  (n°  21  )  ;e(,  par  conséquent, 
si  par  le  point  P  nous  menons  une  parallèle  «  AX.  qui  coupe 
en  lî  le  prolongement  de  AQ,  et  que,  par  le  point  B,  nous 
menions  BC  parallèle  à  AP,  les  longueurs  AP,  AC  seront 
dans  le  rapport  de  P  à  R  ;  et  connue  AP  représente  P,  AC 
représentera  la  force  R.  Mais  AC  =  BP  =  AI  ;  donc  la  ré- 
sultante des  deux  forces  P  et  Q  est  égale  à  AI  ;  et,  par  con- 
séquent, la  diagonale  du  parallélogramme  construit  sur 
les  deux  forces  représente,  en  grandeur  et  en  direction, 
fa  résultante  de  ces  forces. 

Les  deux  forces  P,  Q,  et  leur  lésultanlc  B,  sont  donc  les 
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On  a  de  plus 

R»  =  P> +  Q' -+-  2PQ  cos  PQ. 

Si  l'angle  PQ  est  droit,  ces  relations  deviennent 

P  =  RcosPft,     Q  =  RcosQR,     R'rrP'-hQ*. 

Toutes  les  questions  que  Ton  peut  se  proposer  sur  la 
composition  de  deux  forces  appliquées  à  un  même  point, 
ou  sur  la  décomposition  d'une  force  en  deux  autres,  sont 
donc  ramenées  à  la  construction  ou  à  la  résolution  d'un 
triangle;  et  il  serait  superflu  d'entrer  dans  plus  de  détails, 

29.  Les  deux  composantes  et  leur  résultante  jouissent 
d'une  propriété  remarquable  que  nous  allons  faire  con- 
naître. 

On  sait  que  la  somme  des  distances  de  deux  points  a 
une  droite  dans  le  même  plan  est  égale  au  double  de  la 
distance  du  milieu  entre  ces  deux  points  à  cette  même 
droite.  Cette  proposition  est  indépendante  de  la  position 
relative  des  deux  points  et  de  la  droite,  a  la  condition  que 
si  celle-ci  passe  entre  les  points,  les  distances  seront  consi- 
dérées comme  des  coordonnées,  positives  d'un  côté  et  né- 
gatives de  l'autre. 

On  conclut  de  là  que  si  l'on  a  dans  un  même  plan  un 
parallélogramme  et  une  droite  indéfinie,  la  somme  algé- 
brique des  distances  des  sommets  situés  sur  une  des  diago- 
nales à  cette  droite  est  égale  à  la  somme  de  celles  qui  se 
rapportent  aux  deux  autres;  car  les  diagonales  se  coupant 
en  deux  parties  égales,  le  milieu  entre  les  deux  premiers 
sommets  est  le  même  qu'entre  les  deux  autres. 

Et  si  la  droite  donnée  passe  par  un  des  sommets  du  pa- 
rallélogramme, la  distance  du  sommet  opposé  est  par  suite 
égale  à  la  somme  algébrique  des  distances  relatives  aux 
deux  autres. 

I.  8 
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Cela  posé,  soient  AP,  AQ,  AH  deux  forces  et  leur  résul- 
tante [fig.  ai)  et  O  un  point  quelconque  de  leur  plan; 
joignons-le  aux  quatre  sommets  du  parallélogramme;  la 
somme  algébrique  des  dislances  de  P  et  Q  à  la  droite  AO 
sera  égale  à  la  distance  du  point  R  à  AO.  Or  ces  distances 
sont  les  hauteurs  des  triangles  ayant  AO  pour  base  com- 
mune et  pour  sommets  P,  Q,  R  \  on  a  donc  les  mêmes  rela- 
tions entre  les  aires  de  ces  triangles  :  cl  comme  ils  peuvent 
être  considérés  comme  ayant  O  pour  sommet  commun,  et 
pour  bases  les  trois  lignes  AP,  AQ,  AU,  leurs  aires  oui 
pour  mesures  les  produits  de  ces  trois  lignes  respectives 
par  les  perpendiculaires  abaissées  deO  sur  leurs  directions. 
Désignant  ces  grandeurs  par/;,  q,  r,  et  par  P,  Q,  R  les  trois 
forces,  les  aires  des  trois  triangles  seront  Pp.  Qq,  Rr;  et 
d'après  ce  qui  précède,  la  somme  algébrique  des  deux  pre- 
miers produits  seta  égale  au  troisième. 

Or  il  est  facile  de  reconnaître  les  signes  qu'il  faut  donner 
à  ces  trois  produits  dans  cette  équation. 

En  effet,  nous  avons  vu  qu'il  fallait  considérer  avec  les 
mêmes  signes  ou  avec  des  signes  dill'éreuts  les  perperidica- 


STATIQUE.  Il5 

ou,  en  d'autres  termes,  si  les  perpendiculaires  abaissées  de 
P  et  Q  sur  ÀO  soni  de  mêmes  signes  ou  de  signes  con- 
traires. Les  produits  Pp,  Q<y,  Rr  doivent  donc  être  pris 
avec  les  mêmes  signes  ou  avec  des  signes  contraires,  sui- 
vant que  les  forces  correspondantes  tendent  à  faire  tourner 
autour  de  O  dans  le  même  sens  ou  dans  des  sens  différents. 

On  donne  à  ces  produits  le  nom  de  moments  des  forces 
par  rapport  au  pbint  O.  Le  théorème  que  nous  venons  de 
démontrer  peut  donc  s'énoncer  de  la  manière  suivante  : 

La  somme  algébrique  des  moments  des  deux  forces 
concourantes,  par  rapport  à  un  point  quelconque  de  leur 
plan,  est  égal  au  moment  de  la  résultante  par  rapport  à 
ce  même  point. 

Composition  et  équilibre  de  forces  en  nombre  quelconque 

appliquées  à  un  point  libre. 

30.  La  résultante  de  deux  forces  appliquées  à  un  même 
point  étant  représentée  en  grandeur  et  en  direction  par 
la  diagonale  du  parallélogramme  construit  sur  les  droites 
qui  représentent  ces  forces  en  grandeur  et  en  direction,  il 
s'ensuit  que  pour  avoir  la  résultante  d'un  nombre  quel- 
conque des  forces  P,  F,  P",  etc.,  appliquées  à  un  point  À, 
et  représentées  par  les  droites  AP,  AP',  A  F',  etc.,  on 
pourra  composer  d'abord  les  deux  forces  P  et  P',  puis  leur 
résultante  avec  F7,  cette  nouvelle  résultante  avec  F9,  et 
ainsi  de  suite,  jusqu'à  la  dernière  force.  D'où  il  suit  que 
si  Ton  construit  un  polygone  APBCD  (/lg.  a?),  dont  les 
côtés  soient  égaux  et  parallèles  aux  droites  AP,  AP',  etc., 
et  que  l'on  joigne  le  point  A  au  dernier  sommet  D,  la  ligne 
AD  représentera,  en  grandeur  et  en  direction,'  la  résul- 
tante de  tontes  les  forces. 

On  conclut  delà  que  la  condition  nécessaire  et  suffi- 

8. 


itG  um  i. 

santé  pour  que  le»  força  appliquées  à  un  point  libre  s 

ru  équilibre,  ronsisie  en  ce  que  le  point  extrême  Bien 
foesde  aTec  le  poiu  A,  c'est-à-dire  que  le  polvgone  APB.. 
soii  fermé. 

lorsque  1»  forces  sont  an  nombre  de  trois,  et  que  Ici 
dire»  lions  ne  sont  pas  dans  un  même  plan,  il  est  facile  d 
voit  que  la  construction  indiquée  donne,  pour  la  grandet 
et  U  direction  de  la  résultante,  celles  de  la  diagonale  c 
paralldipipéde  construit  sur  ces  trois  forces. 

Si  l'on  change  le  sens  de  toutes  les  forces  sans  changer 
leur  grandeur,  le  nouveau  polygone  que  l'on  construirait 
formerait  a»ec  le  premier  une  ligure  dont  A  serait  le  ern- 
ire.  Donc  si  les  premières  forces  étaient  en  équilibre,  1rs 
opposées  J  seront  aussi  :  el  si  elles  n'y  étaient  pas,  leur  rc- 
lultante  changerait  de  sens  sans  changer  de  grandeur. 


31  Le  théorème  des  moments  démontré  dans  le  cas  de 
deux  forces  a  lieu  quel  que  soit  leur  nombre.  Car  la  somme 
des  moments  de  P  et  P'  est  égal  au  moment  de  leur  résul- 
tante; composant  celle-ci  avec  P".  le  moment  de  la  nou- 


STATIQUE.  117 

quelle  il  est  parcouru,  avec  Une  direction  fixe,  est  égale  à 
zéro. 

Donc,  lorsqu'un  système  de  forces  appliquées  à  un  point 
libre  est  en  équilibre,  la  somme  des  produits  de  ces  forces 
par  les  cosinus  des  angles  formés  par  leurs  directions  avec 
une  même  direction  quelconque  est  nulle.  Réciproquement, 
si  cette  propriété  avait  lieu  relativement  à  une  direction 
quelconque,  le  polygone  serait  nécessairement  fermé;  et, 
par  conséquent,  il  y  aurait  équilibre.  Mais  il  est  facile  de 
voir  qu'il  suffit  pour  cela  qu'elle  ait  lieu  pour  trois  direc- 
tions partant  d'un  même  point  et  non  comprises  dans  un 
même  plan  ;  car,  si  le  polygone  n'était  pas  fermé,  la  somme 
dont  il  s'agit  ne  pourrait  être  nulle  que  pour  les  directions 
perpendiculaires  à  la  droite  qui  joindrait  les  deux  sommets 
extrêmes;  or  cette  droite  ne  peut  pas  être  perpendiculaire 
à  trois  directions  parlant  d'un  même  point,  et  non  com- 
prises dans  un  même  plan.  Donc,  si  la  somme  est  nulle 
pour  ces  trois  directions,  le  polygone  est  fermé,  et  il  y  a 
équilibre.    On   peut  donc    énoncer    la    proposition   sui- 

•  •  *  • 

▼ante  : 

Pour  que  des  forces  appliquées  à  un  point  libre  se  dé- 
truisent, il  est  nécessaire  et  suffisant  que  les  sommes  des 
projections  de  ces  forces  sur  trois  directions  .non  com- 
prises dans  un  même  plany  soient  séparément  égales  a 
zéro. 

Il  est  clair,  d'après  ce  qui  précède,  que  dans  cet  énoncé 
nous  regardons  comme  positives  les  projections  des  forces 
qui  font  un  angle  aigu  avec  ta  direction  fixe,  et  comme  né- 
gatives, celles  des  forces  qui  font  un  angle  obtus.  Le  plus 
ordinairement,  on  prend  ces  trois  directions  perpendicu- 
laires entre  elles.  Si  donc  on  désigne  par  a,  6,  y  les  angles 
formés  par  la  direction  d'une  force  quelconque  P,  avec  les 
directions  des  axes  positifs  X,  Y,  Z,  et  que  l'on  désigne  par 
le  signe  £  la  somme  des  termes  semblables  relatifs  à  toutes 


les  forces,  les  conditions  de  l'équilibre  seront  exprimées 

par  les  équations 


sPcosS  =  o, 


33.  Si  les  foi 


i  pas  en    équilibre,  désignons 


par  R  leur  résultante,  et  par  a,  b,  c  les  angles  formés  par 
sa  direction  avec  les  axes  :  il  y  aura  équilibre  en  introdui- 
sant dans  le  système  une  force  égale  a  R  et  directement 
opposée,  c'est-à-dire  faisant  avec  les  axes  les  angles 
7T  —  a,  r. — i,  jt  —  c,  dont  les  cosinus  sont  égaux  et  de 
signes  contraires  à  a,  b,  c\  on  aura  donc 

£  P  cos  <*  —  R  cos  a  =  o ,      I  P  cos  6  —  R  cos  i  =  O , 
ZPcos?  —  Rcosr  =  o, 


R  cos  a  =  £  P  ci 


ftcosÉ  =  £P  cosS, 


r  =  !Pco*7. 


Ces  équations  s'obtiendraient  immédiatement  par  la  consi- 
dération du  pulygoiie  APBDA,  qui  montre  que  la  projec- 
tion de  la  résultante  sur  une  direction  quelconque  est  égale 
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el  que  pour  les  directions  de  deux  fortes  P  et  P'  faisant 
entre  elles  un  angle  désigné  PF,  on  a 

cos  a  cos  *'  H-  cos  6  cos  €'  -4-  cos  7  COS  7'  =  cos  PF, 

on  obtiendra  . 

R*  =  2  F  -4-  2  2  PP/  cos  PF. 

35.  On  peut  obtenir  ces  résultats  par  des  considérations 
différentes.  Si,  suivant  la  règle  du  parallélipipède  des 
force»,  on  décompose  chacune  des  forces  P,  P',  etc.,  suivant 
les  trois  axes  rectangulaires,  les  composantes  de  la  force 
quelconque  P  seront  P  cos  a,  P  cos  6,  P  cos  7,  et  Ton  remar- 
quera que,  d'après  les  signes  des  cosinus,  ces  composantes 
seront  positives  quand  elles  agiront  dans  le  sens  des  axes 
positifs,  et  négatives  quand  elles  agiront  en  sens  contraire. 
Donc,  si  l'on  fait  la  somme  algébrique  des  composantes  qui 
sont  dans  le  même  axe,  on  aura  la  grandeur  et  le  signe  de 
la  force  à  laquelle  elles  se  réduisent.  Ainsi  toutes  les  forces 
seront  remplacées  par  trois  autres,  agissant  suivant  les  axes, 
et  ayant  pour  valeurs  respectives 

ZPcosa,      2 P  cos 6,      ZPcosy. 

Or  il  ne  pourrait  y  avoir  équilibre,  si  elles  n'étaient  pas 
nulles  séparément,  car  elles  se  composeraient  en  une  seule 
qui  ne  serait  pas  nulle;  les  conditions  nécessaires  et  en 
même  temps  suffisantes  pour  l'équilibre  sont  donc 

ZPcosa  =  o,     ZP  cos  6  =  0,     ZPcos7  =  o. 

S'il  n'y  a  pas  équilibre,  ces  trois  forces  donneront  pour 
résultante  du  système,  la  diagonale  du  parallélipipède  dont 
elles  seront  les  arêtes.  Si  donc  on  pose 

ZPcosa=X,     ZPcosS  =  Y,     2Pcos7  =  Z, 


R  =  1/X'+Y"+Z', 


SÈ=; 


36.  Cas  général  ou  les  axes  sont  obliques.  —  Si  les 
irois  directions,  choisies  pour  la  décomposition  des  forces, 
ne  sont  pas  rectangulaires,  îl  sera  toujours  nécessaire  ei 
suffisant  que  les  sommes  algébriques  des  composantes  soient 
nulles  suivant  chaque  axe,  en  alVectant  de  signes  contraires 
celles  qui  sont  eu  sens  opposé.  Les  trois  équations  de  l'équi- 
libre n'ont  pas  la  même  forme,  parce  que  les  parallélïpî- 
pèdes  sont  obliques;  mais  elles  constituent  un  système 
équivalent  à  celui  que  donneraient  trois  axes  rectangulaires, 
puisque  l'un  et  l'autre  système  sont  nécessaires  et  su  (lisants 
pour  l'équilibre.  Si  l'on  désigne  par  X,,  Y,,  Z,  les  compo- 
santes positives  ou  négatives  de  l'une  quelconque  des  forces 
données,  toutes  ces  forces  pourront  être  remplacées  par 
trois  forces  dirigées  suivant  les  axes  et  représentées,  en 
grandeur  et  eu  signe,  par  les  irois  sommes 
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Remarque.  —  Nous  appellerons  quelquefois  force  esti- 
mée suivant  une  direction,  la  projection  de  cette  force  sur 
cette  direction-,  c'est  la  composante  déterminée  que  Ton 
trouve  en  décomposant  la  force  en  d'autres,  dont  Tune  soit 
dans  cette  direction  et  les  autres  dans  le  plan  perpendicu* 
laire.  Ainsi,  dans  les.  formules  précédentes,  P  cos a,  P  cos  6, 
P  cos  y  sont  respectivement  les  valeurs  de  la  force  P  estimée 
suivant  les  axes  des  x,  des  y  et  des  z. 

Équilibre  d'un  point  assujetti  à  rester  sur  une  surface 

ou  une  courbe  fixe. 


37.  Si  un  point,  situé  sur  une  surface  qu'il  ne  peut  quit- 
ter, est  sollicité  par  une  force  normale  à  cette  surface,  il 
restera  en  équilibre  ;  car  toutes  les  directions  suivant  les- 
quelles il  pourrait  se  mouvoir  étant  semblable  ment  placées 
par  rapport  à  la  force,  il  n'y  a  aucune  raison  pour  qu'il 
prenne  l'une  plutôt  que  l'autre,  et,  par  conséquent,  il  n'en 
prendra  aucune  :  ce  principe  est  confirmé  par  toutes  les 
expériences.  Mais  si  le  point  est  sollicité  par  une  force 
oblique,  on  peut  la  décomposer  eu  deux  autres,  dont  Tune 
soit  normale  et  l'autre  dans  le  plan  tangent;  la  première  est 
détruite  par  la  résistance  de  la  surface,  mais  rien  ne  s'op- 
pose à  ce  que  la  seconde  mette  le  point  en  mouvement,  si 
Ton  suppose  qu'il  puisse  se  mouvoir  librement  sur  la  sur* 
face  dans  toutes  les  directions.  C'est  ce  qui  n'aurait  pas  né- 
cessairement lieu  s'il  y  avait  ce  que  Ton  appelle  un  frotte- 
ment; mais  nous  en  faisons  abstraction  pour  le  moment, 
et  nous  supposons  tous  les  mouvements  entièrement  libres 
sur  la  surface. 

Une  surface  ne  pouvant  donc  détruire  que  les  forces  qui 
lui  sont  normales,  produit  toujours  le  même  effet  qu'une 
force  égale  à  la  somme  de  celles  qu'elle  détruit  et  agissant 
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dans  la  direction  normale  opposée.  Il  en  est  de  même  de  la 
résistance  d'une  courbe  sur  laquelle  un  point  peut  se  mou- 
voir librement.  Elle  détruit  les  forces  dont  la  dire 
comprise  dans  le  plan  normal  mené  au  point  d'appltc 
et  n'en  détruit  aucune  autre.  Sa  résistance  pourrait  donc 
toujours  être  remplacée  par  une  force  normale,  égale  et 
contraire  à  la  résultante  de  celles  qu'elle  détruit. 

Cela  posé,  soit  F(.r,  y,  z)  =  o  l'équation  d'une  sur- 
face sur  laquelle  doit  rester  un  point  sollicité  par  des 
forces  quelconques  P,  F,  etc.  ;  jl  n'est  plus  nécessaire,  pour 
son  équilibre,  que  ces  forces  se  détruisent  ;  il  suffit  que 
leur  résultante  soit  normale  à  la  surface,  et,  par  consé- 
quent, que  les  cosiuus  des  angles  formés  avec  les  axes  par 
la  direction  de  la  résultante  soient  proportionnels  à  ceux 
qui  se  rapportent  à  la  normale.  Or  les  premiers  sont  entre 
eus  commis  les  quantités  désignées  précédemment  par  X, 
Y,  Z.  Les  autres  peuvent  s'exprimer  en  fonction  de  x,  y,  S 
au  moyen  de  l'équation  de  la  surface;  désignoos-Ies  par 
cos  fl,  cos  ft,  cos  ('. 

Les  conditions  d'équilibre  sout  donc  exprimées  par  les 
équations 
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38.  Si  le  point  étail  assujetti  à  rester  sur  une  courbe 
donnée,  il  faudrait,  pour  qu'il  fût  en  équilibre,  que  1a 
résultante  fat  perpendiculaire  à  la  tangente.  Or  cette  der- 
nière ligne  fait  avec  les  axes  des  angles  a,  ft,  c  dont  les 
cosinus  sont  déterminés  en  fonction  de  x,  y,  z  par  les  équa- 
tions de  la  courbe.  La  condition  d'équilibre  sera  donc 
exprimée  par  l'équation 

s 

Xcosa  -f- Ycos6  -f-  Zcosc  =  o. 

Si  cette  équation  n'était  pas  satisfaite  pour  le  point 
donné,  il  n'y  aurait  pas  équilibre.  On  déterminerait  le 
point  de  la  courbe  où  les  forces  données  seraient  détruites, 
en  cherchant  les  valeurs  de  x,  y,  *,  qui  satisferaient  à  cette 
équation  et  aux  deux  équations  de  la  courbe. 


Autre  manière  d'avoir  égard  à  la  résistance  des  surfaces 

ou  des  lignes. 

39.  La  résistance  d'une  surface  ou  d'une  courbe  produis 
sant  toujours  une  force  normale,  on  pourrait  substituer 
cette  dernière  à  la  surface  ou  à  la  courbe,  et  considérer  alors 
le  point  comme  entièrement  libre.  La  grandeur  de  cette 
force  sera  une  des  inconnues  de  la  question  ;  sa  direction 
sera  dans  l'un  ou  l'autre  sens  de  la  normale,  s'il  s'agit  d'une 
surface,  et  ne  sera  assujettie  qu'à  être  perpendiculaire  à  la 
tangente,  s'il  s'agit  d'une  courbe. 

Considérons  d'abord  le  cas  d'une  surface  dont  l'équa- 
tion soit  F  (x,  y,  z)  =  o  ;  soient  N  l'intensité  de  la  force 
normale  qui  la  remplace,  et  a,  £,  c  les  angles  qu'un  des 
deux  sens  de  la  normale  fait  avec  les  axes  ;  les  composantes 
de  N  seront 

±  N  cos  a  y     ±  N  cos  b,     ±  N  eus  r. 
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les  signes  supérieur*  correspondant  à  l'un  des  sens  de 
normale,  et  les  signes  inférieurs  à  l'autre.  Mai 


pou 


nt  dei 


sidén 


libre,  les  deux  forces 


qui  le  sollicitent  doivent  être  égales  et  opposées,  ainsi  que 
leurs  composantes  respectives;  les  équations  d'équilibre 
seront  doue 

X±KloSû  — o,     Y±Ncos*  =  o,     Z±NcoS£=o, 


liuant  N, 


Ces  deux  équations  sont  nécessaires  et  suffisantes  pour 
l'équilibre,  parce  qu'elles  en  remplacent  deux  des  précé- 
dentes, el  que  la  troisième  sera  toujours  satisfaite  en  pre- 
nant une  valeur  convenable  de  S  et  un  signe  couvenable 
pour  le  second  terme. 

Mais  on  calculera  plus  facilement  N  en  observant  que, 
puisqu'elle  est  égale  et  opposée  à  la  force  donnée,  sa  valeur 
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et  les  équations  de  Fjéqui  libre  seront 

X-f-  Ncosa  =;  o,     Y-+-Ncos6^=  o,     Z-hNcoS7  =  o. 

On  éliminera  les  inconnues  a,  ë,  y,  N  en  multipliant  ces 
équations,  respectivement  par  cos  a,  cosi,  cosc,  et  les 
ajoutant;  on  trouve  ainsi,  en  vertu  de  la  précédente, 

X  cos  a  -+-  Y  cos  b  -+-  Z  cos  e  =  o, 

équation  nécessaire  et  suffisante  pour  que  les  quatre  équa- 
tions puissent  avoir  lieu  en  même  temps.  Les  trois  précé- 
dentes détermineront  la  grandeur  et  le  signe  des  compo- 
santes N  cos  a,  N  cos  £,  N  cos  y,  qui  sont  égales  et  de  signes 
contraires  à  X,  Y,  Z,  et  donneront  pour  la  résistance  de  la 
courbe  une  force  égale  et  opposée  à  la  résultante  des  forces 
données,  comme  cela  devait  être  évidemment. 


CHAPITRE  III. 

COMPOSITION   ET  ÉQUILIBRE   DE  FORCES  PARALLELES 


41.  Résultante  de  deux  forces  parallèles . — Soient  dei 
forces  P,  Q  {fîg-  a3)  parallèles,  el  agissant  dans  le  mém 
scds  sur  deux  points  A,  B  lies  invariablement  entre  cui 
Appliquons  en  A  et  B  deux  forces  égales  et  cr>ntraîr< 
agissant  suivant  la  droite  qui  joint  ces  deux  points:  elle 
se  détruiront,  et  la  résultante  totale  ne  sera  pas  changée. 
Soient  A  M,  BN  les  longueurs  qui  représentent  ces  forces. 
On  pourra  remplacer  P  et  A  M  par  la  force  représentée  par 
la  diagonale  AC;  et  de  même  Q  el  BN  par  BD.  Ces  deux 
directions  se   rencontrent  en  un  point  I,  que  l'on  auppo- 
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le  point  O  où  elle  rencontre  AB.  Les  triangles  semblables 
donnent 

ao  :  GH  ::  10  :  m,    kl  :  bo  ::  ik  :  10. 

Multipliant  ces  deux  proportions  par  ordre,  et  observant 
que  Ton  a 

IH  =  P,     IK  =  Q,     GH  =  KL, 
il  vient 

ao  :  bo  :  :  Q  :  P, 

ce  qui  montre  que  les  deux  segments  dans  lesquels  la  résul- 
tante divise  ÀB  sont  réciproquement  proportionnels  aux 
deux  forces;  ou  que  les  produits  de  chaque  force  par  le 
segment  adjacent  sont  égaux. 

Les  deux  forces  P,  Q  pouvant  être  représentées  par  ces 
deux  segmeuts,  leur  résultante,  qui  est  leur  somme,  le  sera 
elle-même  par  la  longueur  AB  ;  de  sorte  que  chacune  des  ' 
trois  forces  sera  représentée  par  la  partie  de  la  droite  AB, 
comprise  entre  les  directions  des  deux  autres. 

Corollaire»  —  Il  suit  de  là  que  le  groupe  des  trois  forces 
P,  Q,  — R,  serait  en  équilibre  sur  le  système  de  points 
donné.  Car  les  deux  forces  P,  Q  étant  remplacées  par  R, 
il  reste  les  deux  forces  égales  R,  — R  appliquées  à  un  même 
point  en  sens  contraire,  lesquelles  ne  peuvent  mettre  le 
système  en  mouvement. 

42.  Le  point  O  jouit  de  la  propriété  remarquable  de 
ne  dépendre  nullement  de  la  direction  absolue  des  deux 
forces;  il  reste  le  même,  de  quelque  manière  que  cette  di- 
rection change,  pourvu  que  celles-ci  restent  parallèles  et  de 
même  sens,  et  que  les  points  d'application  restent  les  mêmes; 
les  deux  forces  peuvent  même  changer  de  grandeur,  pourvu 
qu'elles  conservent  te  même  rapport.  Ce  point  est  celui  que 
nous  appellerons  spécialement  le  point  d'application  de 
la  résultante. 


Si  l'on  désigne  par  R  la  résultante,  la  proposition  qui 
vient  d'être  démontrée  est  exprimée  par  les  relations  sui- 
vantes : 

R  =  P  -H  Q, 
P:Q:R  ::OB:OA;AB. 

Elles  équivalent  à  trois  équations  distinctes,  et  donnent 
lieu  à  divers  problèmes  très-simples  que  nous  nous  dispen- 
serons d'examiner.  Il  suffira  toujours,  pour  les  résoudre, 
que  l'on  connaisse  trois  des  six  quantités  P,  Q,  R,  OA, 
OB,  AB. 

Réciproquement,  si  la  force  R  élait  donnée,  on  pour- 
rait la  remplacer  par  deux  forces  P,  Q  satisfaisant  aux 
conditions  précédentes.  En  effet,  introduisons  ces  deux 
forces  P,  Q  et  leurs  contraires,  l'état  d'équilibre  ou  de 
mouvement  ne  sera  pas  altéré.  Or  on  a  le  droit  de  suppii- 
mer  le  groupe  R,  — P,  — Q,  car  le  contraire  serait  en 
équilibre  (n°  8)  sur  le  système  en  repos  ou  en  mouve- 
ment. Donc,  au  lieu  de  R,  on  aura  P,  Q  appliquées  au  sys- 
tème r 
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on  aura 

Ainsi,  en  exceptant  le  cas  où  P  =  Q,  deux  forces  parallèles, 
et  de  sens  contraire,  ont  toujours  une  résultante,  qui  leur 
est  parallèle,  dirigée  dans  le  sens  de  la  plus  grande,  en 
dehors  des  directions  des  deux  forces,  et  du  côté  de  la  plus 
grande;  elle  est  égale  à  leur  différence,  et  chacune  de  ces 
trois  forces  est  proportionnelle  à  la  distance  des  deux 
autres.  Le  point  X,  situé  sur  la  droite  qui  joint  les  points 
d'application  des  deux  forces,  est  encore  indépendant  de  la 
direction  et  de  la  grandeur  absolue  de  ces  forces;  et  c'est 
encore  lui  que  nous  désignerons  sous  le  nom  de  point  cT ap- 
plication de  la  résultante. 

Si  les  deux  forces  étaient  égales,  l'inconnue  AX  devien- 
drait infinie,  ce  qui  annonce  une  impossibilité.  Il  n'y  a  donc 
pas  alors  de  résultante,  et  il  est  facile  de  s'en  convaincre 
directement. 

En  effet,  supposons  que  les  deux  forces  égales  P  et  Q 
aient  une  résultante  R,  et  faisons  tourner  le  système  entier 
PQR  de  deux  angles  droits  autour  du  milieu  O  de  A6,  de 
manière  que  les  deux  forces  P  et  Q  se  remplacent  Tune 
l'autre,  et,  par  conséquent,  doivent  donner  encore  la  même 
résultante.  Mais  la  résultante  primitive,  après  ce  déplace- 
ment, sera  appliquée  en  un  point  placé  symétriquement 
par  rapport  au  point  O,  et  sera  la  résultante  de  P  et  Q 
dans  leur  dernière  position  qui  est  identique  à  la  première; 
elle  pourrait  donc  remplacer  la  première,  ce  qui  a  été  dé- 
montré impossible  puisqu'elle  n'est  pas  cette  première  trans- 
portée en  un  point  de  la  direction.  Les  deux  fofcea  propo- 
sées n'ont  donc  pas  de  résultante,  puisque  cette  supposition 
conduit  à  une  absurdité. 

Un  pareil  système  de  forces  a  été  nommé  couple  par 

I.  9 
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a  Tait  un  élément  essentiel  de  la  méca- 


i3o 

M.  Poinsoi,  qui 
nique. 

1t.  Les  cootdi innées  du  poînl  d'application  de  la  résul- 
tante peuvent  facilement  être,  calculées,  d'après  celles  des 
points  d'applicailon  des  deux  forces  parallèles. 

Supposons  d'abord  ces  deux  forces  de  même  sens,  dési- 
gnons-les par  P,  F";  soient  M',  M"  [Jîg-  a5)  leurs  points 
d'application,  M]  celui  de  la  résultante  qui  sera  situé  entre 
les  deux;  et  z',  z",  z,  les  coordonnées  parallèles  à  l'axe  des 
s,  de  ces  trois  points. 

On  aura,  par  ce  tjui  précède, 

P.M,M'=  P".M"M1. 


Or,  quels  qu, 

proportion  gt 


signes  des  coordonnées,  on  a  la 


îerale 
M'M.lM.M": 


L'équation  ci-dessus  devient  donc,  en  rempla< 
MiM"  par  les  (juantités  proportionnelles, 
P'(;i-z')aP"(.-. 
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Mais  on  a  généralement 

m,m':  M.  M"::  z{  —  *':  »,  —  *"; 

donc 

P'(z(-s')  =  P"(z,-*"), 

ou 

(P*  —  P/)s,  =  P«V  —  PV; 

et,  en  désignant  par  R  la  résultante  qui  est  dans  ce  cas 
V—  F, 

Rzi=PV—  PV. 

On  aurait  deux  équations  semblables,  pour  les  coordon- 
nées parallèles  aux  deux  autres  axes;  et  Ton  connaîtra 
encore  les  coordonnées  xi9  yu  zl9  obliques  ou  rectangu- 
laires du  point  d'application  de  la  résultante. 

45.  Moments»  —  Les  équations  dont  nous  venons  de 
tirer  les  coordonnées  du  point  d'application  de  la  résul- 
tante, expriment  un  théorème  qui  sera  généralisé  tout  à 
l'heure,  et  qui  est  d'une  application  continuelle.  Chacun 
des  termes  qui  les  composent  est  le  produit  d'une  force  par 
la  coordonnée  positive  ou  négative  de  son  point  d'applica- 
tion, et  par  rapport  à  un  plan  quelconque.  Un  pareil  pro- 
duit se  nomme  le  moment  de  cette  force  par  rapport  au 
plan,  et  diffère,  comme  on  le  voit,  de  ce  que  nous  avons 
nommé  moment  par  rapport  i  un  point. 

D'après  cela,  les  équations  précédentes  expriment  que  le 
moment  de  la  résultante  de  deux  forces  parallèles  est  égal 
k  la  somme  des  moments  des  composantes  quand  elles  agis- 
sent dans  le  même  sens,  et  à  leur  différence  quand  elles 
sont  de  sens  contraire.  Dans  ce  dernier  cas,  le  moment  qui 
a  le  signe  —  est  celui  de  la  force  qui  est  de  sens  contraire 
k  la  résultante. 

Pour  réduire  ces  deux  énoncés  k  un  seul,  il  suffit  d'em- 
ployer la  considération  des  signes  pour  les  forces  parallèles, 
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et   de  regarder  comme  positives   celles  qui    agincut,  par 

exemple,  dans  lu  sens  de  la  plus  grande  qui  est  celui  de  la 
résultante,  cl  connue  négatives  celles  qui  agissent  en  sens 
rontmire. 

Cela  pose,  en  appelant  moment  le  produit  d'uni-  force, 
positive  ou  négative,  par  sa  coordonnée,  de  signe  quelcon- 
que, on  aura  les  propositions  générales  suivantes  : 

La  résultante  de  deux  forces  parallèles  est  égale  à  la 
somrne  algébrique  de  ces  forces  ;  son  moment  par  rapport 
à  un  plan  quelconque  est  égal  à  la  somme  algébrique  des 
moments  de  ces  forces. 

De  celle  manière  les  équations  précédentes  généralisées 

R  =  P+P, 
Rî  =  Pï+P'i'. 

Si  on  prenait  comme  positives  les  forces  dans  le  sens  de 
la  plus  petïlB,  les  membres  de  ces  équations  ne  feraient  que 
changer  de  signes,  et  par  conséquent  on  peut  leur  conser- 
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donnée  et  appliquée  seule  au  système,  elle  pourrait  être 
remplacée  par  l'ensemble  de  toutes  ces  composantes. 

Si  les  forces  ne  sont  pas  toutes  dirigées  dans  le  même 
sens,  on  composera  en  une  seule  toutes  celles  qui  sont  dans 
un  même  sens,  et  le  système  sera  réduit  d'abord  à  deux 
forces  respectivement  égales  à  la  somme  de  celles  qui  tirent 
dans  chacun  des  deux  sens,  si  elles  sont  inégales.  Elles  se 
composeront  en  une  seule  égale  a  leur  différence,  et  tirant 
dans  le  sens  de  la  plus  grande,  c'est-à-dire  représentée  en 
grandeur  et  en  signe  par  la  somme  algébrique  des  forces 
données.  Son  point  d' application  ne  dépendra  que  des 
positions  des  points  d'application  de  toutes  les  forces,  de 
leurs  rapports  et  de  leurs  sens  respectifs.  On  lui  donné  le 
nom  de  centre  des  forces  parallèles. 

Si  les  deux  résultantes  partielles  étaient  égales,  mais  non 
directement  opposées,  le  système  n'aurait  pas  de  résultante; 
il  se  réduirait  à  un  couple,  et  il  n'existerait  plus  de  centre 
des  forces  parallèles.  Si  elles  sont  égales  et  opposées,  il  y  a 
équilibre. 

47.  Théorème  des  moments  des  forces  parallèles.  — 
La  proposition  que  nous  avons  démontrée  tout  à  l'heure 
pour  deux  forces  parallèles  s'étend  facilement  à  un  nombre 
quelconque.  Pour  plus  de  simplicité,  partageons  le  système 
de  toutes  ces  forces  en  deux  autres,  dont  le  premier  ren- 
ferme toutes  les  forces  P7,  P77,  P777,  etc.,  qui  sont  dirigées 
dans  un  même  sens;  et  le  second,  toutes  les  forces  Q7,  Q*, 
Q*",  etc.,  dirigées  dans  le  sens  opposé.  Soient  S  la  résul- 
tante des  forces  P7,  P",  etc.,  et  T  celle  des  forces  Q7, 
Q77,  etc. 

En  composant  d'abord  P'  et  P77,  on  a  une  résultante  Pt 
dont  le  moment,  par  rapport  à  un  plan  quelconque,  est 
égal  à  la  somme  des  moments  de  P7  et  P77,  d'après  ce  qui  a 
été  démontré  précédemment.  Composant  ensuite  Pt  et  P^ 
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en  une  nouvelle  résultante  P,,  le  moment  de  celte  demi 
sera  égal  à  la  somme  des  moments  de  P,  et  P"',  et,  par 
séquent,  à  la  somme  des  moments  de  P',  P",  P".  En  conti 
munit  ainsi,  ou  arrive  évidemment  à  celle  conséqi 
que  le  moment  de  la  résultante  S  est  égal  à  la  somme  de 
ceux  des  forces  du  premier  groupe  P',  P",  etc.  De  même, 
le  momeut  de  la  résultante  T  est  égal  à  la  somme  des  mo- 
ments des  forces  Q',  Q",  Q"",  etc.,  du  second  groupe,  qui 
sont  tomes  dirigées  en  sens  contraire  des  premières. 

Or,  si  les  deux  forces  S,  T  ne  forment  pas  tm  couple, 
elles  se  réduisent  a  une  seule  force  B  qui  sera  la  résultante 
définitive  du  système  proposé,  el  dont  le  moment  sera  égal 
à  la  somme  algébrique  des  moments  de  S  el  T,  en  considé- 
rant comme  positive  celle  qui  est  dirigée  dans  tin  certain 
sens,  et  comme  négative  celle  qui  est  dirigée  en  sens  con- 
traire. Supposons,  par  exemple,  que  celle  dernière  soit  T. 
et  que  les  coordonnées  du  point  d'application  de  S  et 
soient  respectivement  S,  t,  le  moment  de  la  résultante 
système  sera,  en  supposant  implicitement  à  S  le  signe  — , 


T. 

1 
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xn  /n  *i  les  coordonnées  de  son  point  d'application,  c'est- 
à-dire  du  centre  des  forces  parallèles;  on  aura  les  quatre 
équations  suivantes  pour  déterminer  R  et  J7,  Ti,  zx  : 

R  =  P-hP'-+-P"  +  ..., 
Rxl==Px  +  PO/ 4-  P"*"-|-. . . , 
Rr,  ==  Pj  +  P'.r'H-  F/  +  . . . , 
R  *,  =  P  s  4-  P  V  4-  r  s"  + .  . . . 

Il  faut  excepter,  comme  nous  l'avons  dit,  le  cas  où  le  sys- 
tème se  réduit  à  un  couple;  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  que 
si  l'on  a  R  =  o. 

49.  Mais  il  ne  suffirait  pas  que  l'on  eût 

(i)  P4-P,4-P*4-...=o. 

Pour  que  le  système  se  réduisît  à  un  couple,  il  faudrait 
que  les  deux  résultantes  partielles  que  nous  avons  désignées 
par  S  et  T  ne  fussent  pas  dirigées  suivant  une  même  droite. 
Si  elles  l'étaient,  il  n'y  aurait  réellement  ni  couple  ni  ré- 
sultante :  il  y  aurait  équilibre.  Dans  ce  cas  on  a  T  =  —  S, 
et  la  direction  de  ces  deux  forces  serait  suivant  la  droite 
qui  joint  leurs  points  d'application.  Si  donc  on  prenait 
celte  droite  pour  axes  des  z,  on  aurait  s  =  t  quand  on 
prendrait  les  distances  aux  plans  ZX,  ZY.  Pour  chacun  de 
ces  plans  on  aurait  donc  Sj  4-T/  =  o,  et  par  conséquent 

(  PX4-P7  *'-*-•.    =  o, 

(a)  |  p.r-+-py+...=o, 

et  réciproquement,  si  ces  équations  ont  lieu,  on  aura  s  =  t 
pour  chacun  de  ces  plans,  c'est-à-dire  que  les  points  d'ap- 
plication de  S  et  de  T  seront  à  la  même  distance  de  chacun 
des  plans  ZX,  ZY,  et  par  conséquent  sur  une  parallèle  à 
Taxé  des  z  qui  est  parallèle  aux  forces.  Les  deux  résultantes 
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partielles  seront  donc  égales  et  directement  opposées,  elles 
seront  donc  en  équilibre. 

La  valeur  de  z,  reste  indéterminée  ;  mais  il  faut  bien  se 
rappeler  que  les  équations  (i)  et  (a)  n'assurent  l'équilibre 
que  si  les  forces  sont  parallèles  à  une  direction  déterminée 
qui  est  celle  de  la  droite  qui  joinl  les  points  d'application 
des  deux  résultantes  partielles.  Si  Ton  veut  que  l'équa- 
tion (i)  n'entraîne  pas  la  réduction  à  un  couple,  quelle 
que  soit  la  direction  des  forces,  il  faut  que  ces  deux  points 
d'application  se  confondent,  et  que  par  conséquent  on  ait 
s  =  t,  quel  que  soït  le  plan  par  rapport  auquel  on  prenne 
les  moments.  Et  si  cette  condition  a  lieu  pour  trois  plans. 
non  parallèles  à  une  môme  droite,  les  deux  points  se  con- 
fondront. Il  est  donc  nécessaire  et  suffisant  que  le  système 
des  forces  parallèles  de  direction  indéterminée,  et  dont  la 
somme  algébrique  est  nulle,  ne  se  réduise  pas  à  un  cou- 
ple, qu'en   prenant  des  axes  arbitraires  ou  ait  les  trois 
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CHAPITRE  IV. 

COMPOSITION  ET  ÉQUILIBRE  DES  COUPLES. 


oO.  La  considération  des  couples  est  due  à  M.  Poinsot, 
qui  a  fait  connaître  les  lois  remarquables  de  leur  composi- 
tion et  leur  usage  dans  la  mécanique.  Nous  ne  ferons,  à 
cet  égard,  que  reproduire  la  théorie  de  cet  illustre  géo- 
mètre. 

On  nomme  bras  de  levier  d'un  couple  la  perpendiculaire 
comprise  entre  les  directions  des  deux  forces  qui  le  com- 
posent, et  aux  extrémités  de  laquelle  on  peut  supposer  ces 
forces  appliquées.  Le  moment  d'un  couple  est  le  produit  de 
l'une  de  ces  forces  par  le  bras  de  levier. 

Il  y  a  à  distinguer  deux  sens  pour  les  couples  qui  sont 
dans  un  même  plan.  A  cet  effet,  on  imaginera  que  Ton  fixe 
le  milieu  du  bras  de  levier  de  chacun  d'eux,  et  que  ces  bras 
de  levier  prennent  le  mouvement  que  tendent  à  leur  impri- 
mer les  forces  qui  sont  appliquées.  Il  peut  y  avoir  deux  sens 
différents  pour  ces  mouvements,  et  les  couples  pour  les- 
quels ils  seront  les  mêmes,  seront  dits  couples  de  même 
se  ru. 

Pour  désigner  d'une  manière  commode  le  sens  d'un  cou- 
ple, nous  concevrons,  par  le  milieu  de  son  bras  de  levier, 
une  perpendiculaire  à  son  plan,  du  côté  où  un  observateur, 
placé  le  long  de  cette  ligne,  les  pieds  contre  le  plan,  verrait 
le  mouvement  s'exécuter  de  gauche  à  droite.  La  directiou 
de  cette  perpendiculaire,  prise  à  partir  du  plan,  est  ce  que 
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nous  nommerons  la  direction  de  l'axe  du  couple.  D'où 
l'on  vnîl  (pie  tes  iluiix  directions  opposées  sur  celle  perpen- 
diculaire correspondent  à  deux  mouvements  de  sens  oppo- 

Cela  pose,  nous  allons  démontrer  ce  premier  théorème. 


51 .  Un  coupla  peut,  sans  changer  d'action,  être  trans- 
porte d'une  maniera  quelconque,  pourvu  que  son  axe 
reste  parallèle  et  de  même  sens,  et  que  son  nouveau  bras 
da  fei'ier  soit  lié  invariablement  au  premier. 

JVous  nous  assujettissons  ici  à  cette  dernière  condition  ; 
il  y  a  cependant  des  cas  parliculiers  où  elle  n'est  pas  rem- 
plie, et  où  l'on  peut  encore  faire  le  transport  du  couple. 
Si  on  veut  alors  l'effectuer,  il  faudra  une  discussion  spé- 
ciale. 

Le  plan  du  couple  reste  alors  parallèle  à  lui-même, 
mais  les  forces  peuvent  changer  de  direction.  Nous  exa- 
minerons d'abord  le  cas  où  elles  restent  parallèles  à  elles- 
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milieu  :  elles  se  détruisent  donc,  et  il  ne  reste  que  le  couple 

P*,  A'iy,  qui  n'est  aulre  chose  que  le  couple  primitif  trans- 
porté parallèlement  à  lui-même. 

Considérons  maintenant  le  cas  où  le  second  bras  de  le- 
vier A'B*  ne  serait  pas  parallèle  au  premier.  Nous  pour- 
rons, d'après  ce  qui  vient  d'être  démontré,  transporter  le 
couple  proposé  parallèlement  à  lui-même,  de  manière  que 
le  milieu  de  son  bras  de  levier  coïncide  avec  le  milieu  O  de 

À'B*  (J*g*  28)  ;  et  il  reste  à  démontrer  que  le  couple  P,  AB 
aurait  la  même  action  sur  le  système,  si  on  le  faisait  tour- 
ner dans  son  plan,  de  manière  que  son  bras  de  levier  AB 
vint  coïncider  avec  A'B'  qu'on  supposerait  lie  invariable- 
ment avec  le  système.  Pour  cela,  appliquons  en  A'  ainsi 
qu'en  V  deux  forces  P/,  P"  perpendiculaires  à  A'B',  égales 
à  P  et  en  sens  contraire  l'une  de  l'autre  \  ces  quatre  forces 
rie  changeront  rien  à  l'action  du  couple  proposé,  puis- 
qu'elles se  détruisent  deux  à  deux.  Mais  les  deux  forces 
égales  P,  P*,  que  Ton  peut  supposer  appliquées  au  même 
point  D  lié  au  système,  donnent  une  résultante  dirigée  sui- 
vant la  bissectrice  DO  de  leur  angle,  qui  est  égale  et  op- 
posée à  celle  des  forces  P,  P",  appliquées  en  C  :  il  ne  reste 

donc  plus  que  le  couple  P',  A'  B'. 

Donc  l'action  d'un  couple  reste  la  même  quand  on  le 
transporte  de  manière  que  son  axe  reste  parallèle  à  lui- 
même  et  de  même  sens,  et  que  son  nouveau  bras  de  levier 
soit  lié  invariablement  au  premier. 

52.  Un  couple  peut  toujours  être  remplacé  par  un 
autre  de  même  sens,  situé  dans  le  même  plan  et  ayant 
même  moment. 

Soit  un  couple  quelconque  P,  AB  (fig.  29)  \  prolongeons 
son  bras  de  levier  d'une  longueur  quelconque  BC,  et  appli- 
quons aux  points  B,  C  des  forces  égales  et  opposées  Q,  Q7, 
telles  que  Ton  ait  Q  X  BC  =  P  X  AB-,  ces  quatre  forces  ne 
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changeront  rien  à  l'action  du  couple  proposé.  .Mais  les  deux 
forces  P,  Q'  appliquées  en  A  et  C,  auront  une  résultante 
(gale  à  leur  somme,  et  appliquée  en  B,  en  venu  de  l'éga- 
lité précédente.  Cette  résultante  sera  égale  à  la  somme  des 
forces  P,  Q1  appliquées  à  ce  même  point  en  sens  contraire; 
ces  forces  se  détruisent,  et,  par  conséquent,  il  ne  reste  plus 
que  deux  forces  formant  un  couple  Q,  UC  de  môme  sens 
et  de  même  moment  que  le  couple  proposé.  Et  comme  on 
peut  ensuite  le  transporter  de  manière  que  son  axe  reste 
parallèle  à  lui-même,  on  arrive,  en  réunissant  ces  divers 
résultats,  à  la  proposition  suivante  : 

Un  couple  peut  être  remplacé  par  tout  autre  dont  l'axe 
est  parallèle  au  sien,  et  de  même  sens,  et  dont  le  moment 
est  le  mente. 

L'action  d'un  couple  est  doue  complètement  déterminée 
par  la  direction  de  son  axe  et  par  son  moment.  Nous  sup- 
poserons dorénavant  que  le  moment  soit  représenté  par  une 
longueur  portée  sur  la  direction  de  l'axe,  à  partir  de  son 
origine;  de  cette  manière,  les  couples  seront  figurés  géomé- 
triquement, comme  les   forces,  par  une  ligne  donnée  en 

andeur  et  en  direction.  Seulement,  dans  le  cas  des  cou- 
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mêmes  moments,  on  peut  leur  donner  à  tous  un  bras  de  le- 
vier égal,  et  les  placer  de  manière  que  tous  les  bras  de  levier 
coïncident.  Les  forces  relatives  aux  couples  de  même  sens 
coïncideront  alors  en  direction,  et  celles  qui  se  rapportent 
aux  couples  de  sens  différents  seront  directement  opposées 
aux  premières.  A  chacune  des  extrémités  du  bras  de  levier 
commun,  elles  se.  composeront  en  une  seule  égale  à  la  dif- 
férence entre  la  somme  de  celles  qui  agissent  dans  un  sens 
et  la  somme  de  celles  qui  agissent  en  sens  contraire,  et  diri- 
gée dans  le  sens  de  la  plus  grande  de  ces  deux  sommes. 
Ces  deux  résultantes  formeront  donc  un  couple  ayant  le 
bras  de  levier  commun,  et  pour  moment  le  produit  de  Tune 
de  ces  résultantes  par  ce  même  bras  de  levier  :  ce  moment 
sera  donc  évidemment  égal  à  la  différence  entre  la  somme 
des  moments  des  couples  agissant  dans  un  sens,  et  la  somme 
des  moments  des  couples  de  sens  opposé,  et  il  agira  lui- 
même  dans  le  sens  des  couples  qui  ont  donné  la  plus  grande 
de  ces  deux  sommes  :  ce  que  nous  exprimerons  en  disant, 
pour  abréger,  que  son  moment  est  la  somme  algébrique 
des  moments  des  couples  composants,  en  regardant  comme 
positifs  ceux  des  couples  qui  agissent  dans  un  sens,  et  comme 
négatifs  ceux  des  couples  qui  agissent  en  sens  contraire.  Ce 
couple  résultant  pourra,  d'ailleurs,  être  transporté  et  trans- 
formé d'après  les  principes  précédents.  Ce  résultat  peut 
s'énoncer  de  la  manière  suivante  : 

Pour  composer  des  couples  dont  les  axes  sont  paral- 
lèles, on  transportera  tous  ces  axes  de  manière  qu'ils  aient 
leur  origine  en  un  même  point;  on  les  composera  comme 
s'ils  représentaient  des  forces  en  grandeur  et  en  direction; 
et  la  résultante  ainsi  obtenue  représentera  en  grandeur  et 
en  direction  l'axe  du  couple  résultant. 

54.  Cas  des  axes  non  parallèles.  —  Considérons 
d'abord  deux  couples  seulement,  et  ramenons  leurs  axes  à 
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avoir  leur  origine  en  un  même  point  A.  Soient  AB,  AC 
ifië'  3°)  ces  aics  ''"  grandeur  et  en  direction.  Les  plans  de 
ces  couples  couperont  le  plan  BAC  suivant  deux  droite* 
AM,  AN  respectivement  perpendiculaires  à  AB,  AC  et  pas- 
sant au  point  A.  Donnons  aux  deux  couples  des  bras  de  le- 
vier AM,  AN  respectivement  égaux  à  AB,  AC,  qui  repré- 
sentent leurs  moments-,  les  forces  appliquées  à  ces  bras  de 
levier  auront  alors  une  même  intensité  égale  à  l'unité. 
Enfin,  transportons  ces  couples  de  manière  qu'ils  aient 
chacun  une  force  de  même  sens  appliquée  en  A .  Les  droites 
MA,  .Y\ .  qui  représentent  les  momctits  des  couples,  sont 
disposés  de  raauière  que  si  l'on  tait  tourner  leur  système 
d'un  angle  droit  autour  de  A,  de  mauière  que  AM  vienne 
coïncider  avec  AB,  AN  coïncidera  alors  avec  AC;  et  U 
diagonale  AO  du  parallélogramme  construit  sur  AM  et 
AN  coïncidera  avec  la  diagonale  AD  du  parallélogramme 
BACD. 

Cela  posé,  transportons  le  couple  qui  est  sur  AM  de  ma- 
nière que  son  bras  de  levier  soit  le  côte  ON;  une  de  ses 
forces  détruira  celle  qui  est  appliquée  en  V  et  les  quatre 
ircea  se  réduiront  à  un  couple  ayant  pour  bras  de  levier 
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couplet,  el  Fou  renfermera  les  deux  cas  dans  une  seule 
proposition  qui  s'énoncer.a  comme  il  suit  : 

Pour  composer  un  nombre  quelconque  de  couples  dont 
tes  axes  ont  des  grandeurs  et  des  directions  quelconques, 
il  faut  transporter  ces  axes  parallèlement  à  eux-mêmes, 
de  manière  quils  aient  tous  leur  origine  en  un  même  point , 
et  les  composer  comme  s'ils  représentaient  des  forces  en 
grandeur  et  en  direction.  La  résultante,  ainsi  obtenue, 
sera,  en  grandeur  et  en  direction,  Vaxe  du  couple  résul- 
tant. 

Toutes  les  questions  relatives  à  la  composition  et  décom- 
position des  forces  appliquées  en  un  même  point  se  repro- 
duiraient ici  pour  les  couples.  On  aurait  le  théorème  du  & 
parallélipipéde  des  axes  comme  on  a  eu  celui  du  paralléli- 
pipède  des  forces,  et  les  relations  entre  les  axes  composants 
et  Taxe  résultant  seraient  les  mêmes  qu'entre  les  trois  arêtes 
d'un  parallélipipéde  et  sa  diagonale;  nous  ne  croyons  pas 
nécessaire  de  revenir  sur  ces  détails. 

On  remarquera  que  pour  décomposer  un  couple  eu  trois 
autres  situés  dans  des  plans  donnés  formant  un  angle  trièdre, 
il  suffira  d'appliquer  ce  qui  vient  d'être  dit  en  prenant 
pour  axes  des  couples  composants  les  perpendiculaires  res- 
pectivement à  ces  trois  plans. 

Conditions  d'équilibre  des  couples. 

55. -Si  les  axes  des  couples  sont  parallèles,  c'est-à-dire 
si  ces  couples  sont  dans  un  même  plan  ou  dans  des  plans 
parallèles,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  leur 
équilibre  est  que  la  somme  algébrique  de  leurs  moments 
soit  nulle,  puisque  cette  somme  est  le  moment  du  couple 
résultant. 

Si  les  axes  des  couples  ne  sont  pas  parallèles,  il  faudra, 
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d'après  l'identité  de  la 


isition  des 


s  et  de  celle  des 


for< 


île! 


algébriques  des  projections  des  axes 
■  trois  droites  non  situées  dans  un  même  plan,  soient 


nulles.  Si  tous  les  a 
plan,  il  suffirait  que  ces  somme 
meut  à  deux  droites  non  parallèle 
cas  est  celui  où  les  plans  de  tous  l 
cillai res  à  un  même  plan. 


liaient  dans  un  même 
fussent  milles  relative- 
siluées  dans  ce  plan.  Ce 
s  couples  sont  perpendi- 
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CHAPITRE  V. 

CONDITIONS  ET  ÉQUATIONS  D ÉQUILIBRE  D'UN   SYSTÈME 
RIGIDE  QUELCONQUE,   ENTIÈREMENT  LIBRE. 


56.  Réduction  générale.  —  Toute  force  peut  être  rem- 
placée par  une  force  égale  et  parallèle,  appliquée  en  un 
poiut  quelconque  lié  a  son  point  d'application,  et  par  un 
couple  formé  d'une  force  égale  et  opposée  à  cette  dernière 
et  de  la  force  proposée.  Car  cela  revient  à  introduire  deux 
forces  qui  se  détruisent. 

Si  Ton  fait  cette  décomposition  pour  t  ou  les  les  forces 
d'un  système,  en  choisissant  le  même  point  pour  toutes, 
on  aura  toutes  ces  forces  transportées  parallèlement  à  elles- 
mémes,  en  un  même  point,  et  de  plus  autant  de  couples 
situés,  en  général,  dans  des  plans  différents. 

En  composant,  d'une  part,  toutes  les  forces,  et,  d'une 
autre,  tous  les  couples,  le  système  se  trouvera  réduit  à 
une  seule  force  et  un  seul  couple. 

Or  un  couple  ne  peut  être  détruit  par  une  force.  En 
effet,  on  peut  le  transporter  de  manière  qu'une  des  deux 
forces  qui  le  composent  ail  son  point  d'application  coïnci- 
dant avec  celui  de  la  force  en  question.  Ces  deux  forces, 
appliquées  au  même  point,  auront  une  résultante  qui  ne 
sera  pas  égale  et  directement  opposée  à  la  seconde  du  cou- 
ple, et  qui  par  conséquent  (n°  16)  ne  pourra  être  en  équi- 
libre avec  elle  sur  le  système  rigide  libre.  Donc  il  ne  peut 
y  avoir  équilibre  entre  une  force  et  un  couple  ayant  des 
I.  10 
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valeurs  quelconques  dillérenies  de  téta.  Donc  les  conditions 
nécessaires  et  suffisantes  pour  qu'un  système  rigide  soit  en 
équilibre,  sont  que  la  force  el  le  couple  soient  séparément 
nuls-  Chacune  de  ces  conditions  s'exprime  en  général  par 
trois  équations.  L'équilibre  du  système  est  donc  exprimé 
par  six  équations. 

57.  Corollaires.  —  i°  Si  un  système  rie  forces  est  en 
èrjuilibrr  sur  un  corps  solide  libre,  le  système  contraiie  y 

En  effet,  on  peut  substituer  à  chaque  force  de  l'uii  et  de 
l'autre  une  force  égale  et  parallèle  appliquée  eu  un  même 
point  A  et  un  couple.  Les  deux  forces  correspondantes  don- 
neront en  A  des  forces  égales  et  opposées,  et  en  outre  des 
couples  de  même  moment  et  des  axes  dans  des  directions 
contraires.  Les  résultantes  des  forces  en  A  seront  donc  con- 
traires el  égales  pour  les  deux  systèmes;  et  il  en  sera  de 
même  des  axes  et  des  moments  îles  deux  roupies  résultants. 
Donc  si  l'un  des  systèmes  est  en  équilibre,  ce  qui  exige 
que  la  résultante  soit  nulle,  airixï  que  le  moment  résultant, 
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lèmc  y  serait  en  équilibre,  et  par  suite  aussi  —  À.  —  A 
étant  en  équilibre,  on  peut  supprimer  Â  du  système  AB 
sans  troubler  l'équilibre  ;  par  suite  B  appliqué  seul  serait 
en  équilibre,  et  par  conséquent  il  en  serait  de  même  de  — 6. 

El  réciproquement,  si  un  groupe  M  appliqué  seul  à  un 
corps  solide  est  en  équilibre,  on  pourra  le  supprimer  dans 
tout  système  de  forces  en  équilibre  sur  ce  corps  et  dont  il 
ferait  partie.  Car  il  suffit  pour  cela  que  —  M  soit  en  équi- 
libre seul  sur  le  système,  ce  qui  est  en  effet,  puisque  M  y 
est. 

4°  «Si  dans  un  système  de  forces  en  équilibre  sur  un 
corps  solide,  on  peut  introduire  un  groupe  A  sans  rompre 
cet  état,  ce  groupe  appliqué  seul  serait  en  équilibre. 

En  effet,  on  peut  d'abord  introduire  les  deux  groupes  A 
et  —  A  qui  se  détruisent.  Si  ensuite  on  supprime  — A, 
c'est  comme  si  Ton  avait  introduit  seulement  A,  et  par 
conséquent,  d'après  l'hypothèse,  cette  suppression  ne  rom- 
pra pas  F  équilibre.  Donc,  d'après  le  corollaire  3e,  le  groupe 
—  A  serait  en  équilibre  si  on  l'appliquait  seul  sur  le  corps; 
et  par  conséquent  il  en  est  de  même  du  groupe  A  :  ce  qu'il . 
fallait  prouver. 

Quant  à  la  réciproque  de  cette  proposition,  elle  avait  été 
admise  parmi  les  principes. 

5°  Si  des  forces  sont  en  équilibre  sur  un  système  non 
rigide,  et  qu'on  puisse  introduire  un  groupe  A  sans  rompre 
cet  état,  ce  groupe  serait  en  équilibre  sur  le  même  système 
rendu  rigide. 

En  effet,  les  premières  forces  en  équilibre  sur  le  système 
non  rigide  y  seraient  encore  sur  le  système  rigide;  et  il  eh 
serait  de  même  après  l'introduction  de  A  sur  le  système 
non  rigide.  De  sorte  que  A,  introduit  sur  le  système  rigide 
déjà  en  équilibre,  ne  rompt  pas  cet  état.  Donc  A  serait  en 
équilibre,  appliqué  seul  sur  le  système  rendu  rigide  :  ce 
qu'il  fallait  démontrer. 

10. 


tt"  Si  l 'on  peut  supprimer  un  groupe  A  faisant  parité 
de  forces  en  équilibre  sur  un  système  non  rigide,  A  serait 
en  équilibre  seul  sur  le  système  rendu  rigide. 

Nous  avons  précédemment  démontré  que  si  — A  était 
en  équilibre  sur  le  syslème  non  rigide,  on  pourrait  y  sup- 
primer A  ;  mais  nous  n'avous  pas  démontré  la  réciproque, 
qui  entraînerait  la  proposition  en  question  :  et  même  nous 
avons  fait  voir  que  cette  réciproque  n'était  pas  toujours 
vraie.  Remarquons  maintenant  que  la  suppression  de  A 
peut  s'effectuer  par  l'inlroduclion  de  —  A,  Or,  cette  intro- 
duction ne  troublant  pas  l'équilibre,  il  suit  du  corollaire 
précédent  que  —A,  et  par  suite  A,  serait  en  équilibre, 
s'il  était  appliqué  seul  au  eorps  solide. 


Equitihre  de  forces  dirigées  d'une  manière  quelconque 
dans  l'espace. 

58.    Quoiqu  il    soït  plus    commode  pour    le    ealcti)   dr 
des    axes    de  coordonnées    rectangulaires,  il    est 


STATIQUE.  l49 

coqples  on  exprimera  que  le  moment  du  couple  résultant, 
ou  la  somme  algébrique  des  moments  des  couples  situés 
dans  un  même  plan,  est  nulle  pour  chacun  des  trois.  Cette 
décomposition  du  système  en  trois  forces  et  trois  couples 
se  fera  simplement  de  la  manière  suivante. 

Soient  P,  P*,  F7,...  les  forces  données',  (X,  Y,  Z), 
(X',  Y',  Z'),...  leurs  composantes  positives  ou  néga- 
tives, menées  parallèlement  aux  axes  par  leurs  points  d'ap- 
plication respectifs,  dont  les  coordonnées  sont  (x,y,  *), 

Considérons  Tune  quelconque  des  forces  données,  par 
exemple  la  force  P  (Jig.  3i),  appliquée  au  point  M;  sup- 
posons, pour  fixer  les  idées,  que  ses  trois  composantes  X, 
Y,  Z  soient  dans  le  sens  des  axes  positifs,  et,  de  plus,  que 
les  coordonnées  x,  y,  z  du  point  d'application  M  soient 
positives.  La  force  Z  peut  être  remplacée  par  une  force 
égale  et  parallèle  appliquée  en  A  ,  et  un  couple  situé  dans 
le  plan  MÀZ;  ce  couple    peut  être  décomposé  en  deux 

autres,  Z,AB,  Z,AC,  situés  dans  les  plans  £*,  zy.  On 
remarquera  que  A6,  AC  ne  sont  pas  les  bras  de  levier  de 
ces  couples,  puisqu'ils  font  avec  les  forces  de  ces  couples  des 
angles  égaux  à  ceux  des  axes  des  coordonnées  situés  dans 
Jeurs  plans.  Mais  pour  les  couples  que  chaque  force  P  don- 
nera dans  un  même  plan  coordonné,  l'angle  des  forces  et 
do  bras  de  levier  oblique  sera  toujours  le  même,  puisqu'il 
sera  celui  des  axes  de  coordonnées,  et  par  conséquent  il  n'y 
a  aucun  inconvénient  à  prendre,  au  lieu  de  leur  moment, 
le  produit  de  la  force  par  le  bras  de  levier  oblique  5  car  ces 
produits  ne  différeront  des  moments  que  par  un  facteur 
constant,  et  Ton  aura  la  même  équation  en  égalant  leur 
somme  algébrique  à  zéro.  Quant  aux  signes  de  ces  mo- 
ments, nous  considérerons  comme  positifs  ceux  des  couples 
dont  l'axe  serait  du  même  côté  de  leur  plan  que  Taxe  de 
coordonnées  positives  qui  n'y  est  pas  renfermé. 


>So  uni  i. 

Les  moments  des  roupies  Z,AB,  Z,AC  seront  donc  ex- 
primés par  —  Zx  et  -\-"ty. 

Chacune  oes  forces  X  et  Y  donnera  sembl.iblement  une 
forte  cf;ale  et  parallèle  appliquée  en  A,  et  deux  couples 
dont  les  moments  se  déduiront  des  précédents  par  des 
changements  de  lettres  dont  la  loi  est  facile  à  saisir;  ils 
seront,  jioiir  la  première,  — X?,  +Xi;  et,  pour  la  se- 
coude,  —  ï:,+  ÏJ. 

Réunissant  les  moments  des  roupies  situés  dans  le  même 
plan,  on  aura,  au  lieu  de  la  force  P,  ses  trois  compo- 
sâmes X,  Y,  Z,  appliquées  au  point  A,  et  trois  couples 
situés  dans  les  plans  coordonnés,  et  ayant  respect ivo ment 
pour  moments,  ;i  des  facteurs  constants  près. 


rZ.. 


r\-y\. 


Une  discussion  semblable  à  celle  que  nous  avons  faite 

dans  le  cas  des  forces  parallèles  démontrerait  la  généralité 
de  ces  expressions,  en  considérant  les  coordonnées  x,  y,  z 
i'i   les  composantes  X,Y,Z  comme  positives  quand  elles 
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Dans  le  cas  où  les  axes  sont  rectangulaires,  désignons 
par  a y  6,  y  les  angles  que  la  direction  de  la  force  quelconque 
P  fait  avec  les  axes  positifs;  on  aura 

X  =  Pco$a,     Y  =  Pcos6,     Z  =  Pcos7, 

P  désignant  la  valeur  absolue  de  la  force;  et  ces  six  équa- 
tions d'équilibre  deviendront 

.  2Pcos«=o,     2Pcos6  =  o,     2Pcos7  =  o, 

(2)      ZP(/cos7  —  scos6)=ro,      ^P(zcosa  —  jtcosy)  =  o, 

£P(xcos6  —  jcosa)  =  o. 


Cas  où  les  forces  sont  situées  dans  un  même  plan. 

59.  Si  toutes  les  forces  étaient  dans  un  même  plan,  on 
le  prendrait  pour  un  des  plans  coordonnés,  par  exemple 
celui  des  x  et  j',  les  composantes  Z  seraient  nulles  ainsi  que 
les  coordonnées  z,  et  les  six  équations  générales  se  rédui- 
raient aux  trois  suivantes  : 

sX=o,     zY  =  o,     ï(j:Y-jX)  =  o, 

et,  <*n  supposant  les  axes  rectangulaires, 

lPcosa  =  o,  .  2Pcos6  =  o,     SP(j;cos6  —  /cosa)=o. 

Si  Ton  voulait  traiter  directement  ce  cas  particulier,  il 
n'y  aurait  qu'à  suivre  la  même  marche  que  dans  le  cas  gé- 
néral, en  pariant  des  données  plus  simples  de  la  question 
actuelle.  On  prendrait  deux  axes  AX,  ÀY  {fîg-  3a),  dans 
le  plan  des  forces,  et  Ton  substituerait  à  une  force  quel- 
conque P  ses  deux  composantes  X,  Y,  parallèles  aux  axes. 
On  remplacerait  ensuite  X  par  une  force  égale  et  parallèle 

appliquée  en  A,  et  le  couple  X,  BM;  de  même  Y  pourrait 
être  remplacée  par  une  force  égale  et  parallèle  appliquée 


eu  A,  ei  le  couple  Y,  AB.  Les  bras  de  levier  obliques  de  ces 
couples  faiaanl  avec  les  forces  un  même  angle,  qui  esl  celui 
des  axes  des  coordonnées,  on  pourra  prendre  pour  les  mo- 
ments les  produits  des  forces  par  ces  bras  de  levier,  qui 
sont  tes  coordonnées  des  points  d'application  des  forces. 
Dans  le  cas  où  les  deux  composantes  X,  Y,  ainsi  que  les 
coordonnées  x,  y,  sont  dirigées  dans  le  sens  des  axes  posi- 
tifs, ou  a  deux  couples  de  sens  contraires  dont  la  somme 
des  moments  est  xY  — vX,  eu  considérant  comme  positifs 
ceux  dont  le  sens  est  celui  de  la  rotation  de  l'axe  des  x  po- 
sitifs vers  l'axe  des  y  positifs;  et  l'on  reconnaîtrait,  comme 
précédemment,  que  si  le  sens  des  composantes  et  des  coor- 
données change,  il  faut  conserver  cette  même  expression, 
en  y  considérant  comme  négatives  les  quantités  dont  la 
direction  a  changé.  De  celte  manière,  les  résultantes  des 
forces  dirigées  suivant  les  axes  seront  ZX,  2Y,  et  lu 
moment  du  couple  résultant  sera  £  (xY  — J'^-)-  t*"  coo_ 
dilions   nécessaires    cl    suffisantes    pour  l'équilibre  seront 
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La  troisième  est  la  seule  dont  la 'forme  soit  changée; 
elle  exprime  que  la  somme  algébrique  des  moments  des 
forces ,  par  rapport  à  un  point  quelconque  du  plan,  est 
nulle. 

Cas  où  les  forces  sont  parallèles. 

60.  Pour  simplifier  les  équations,  nous  prendrons  Taxe 
des  z  parallèle  aux  forces,  laissant  arbitraire  la  position 
du  plan  XY.  Les  composantes  X,  Y  seront  nulles,  et  Z  sera 
la  force  P  elle-même.  Les  trois  premières  des  équations 
(i)  se  réduiront  à  £P=  o;  la  sixième  sera  une  identité, 
et  les  deux  autres  deviendront  2Pj  =  o,  2Px=  o. 

Les  conditions  d'équilibre  de  forces  parallèles  appliquées 
à  un  corps  solide,  d'une  manière  quelconque,  seront  donc 

(3)  2P  =  o,       2Px=ro,      2P/  =  0. 

Si  toutes  les  forces  étaient  dans  un  même  plan,  on  le 
prendrait  pour  plan  des  *  et  x\  les  coordonnées^  seraient 
nulles,  et  les  équations  (3)  se  réduiraient  à 

2P  =  o,     ZPx=o. 

On  parviendrait  au  même  résultat,  en  partant  des  équa- 
tions données  dans  le  n°  59,  pour  l'équilibre  des  forces 
dirigées  d'une  mauière  quelconque  dans  un  plan. 


CHAPITRE   VI. 


1-yiULIHHl-    D'UN  SYSTEME   RIGIDE,  QUI  N'EST  PAS 
ENTIÈREMENT  LIBRE. 


fil.  Cas  il'uii  point  fixe.  —  Si  l'on  prend  le  point  fixe 
pour  origine,  lus  trois  forces  dirigées  suivant  les  a xe s  seront 
(Miroites  par  la  résistante  de  ce  point.  Or,  des  couples 
appliqués  il  un  .système  qui  renferme  un  point  fixe  doivent 
m  faire-  équilibre  comme  si  le  corps  était  entièrement 
libre;  car,  s'ils  donnaient  un  couple  résultant  différent  de 
zéro,  on  pourrait  le  transporter  de  manière  qu'une  de  ses 
forces  passai  par  le  point  fixe,  qui  la  détruirait  :  tl  resterait 
donc  une  force  qui  ne  passerait  pas  par  le  point   fixe,  et 
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fixe  se  nomme  point  d'appui.  On  voit  donc  que  l'équilibre 
du  levier  exige  que  les  couples  qui  naissent  du  transport  de 
toutes  les  forces  parallèlement  à  elles-mêmes  au  point  d'ap- 
pui, se  détruisent  d'eux-mêmes.  S'il  n'y  a  que  deux  forces, 
il  faut  alors  qu'elles  soient  dans  un  même  plan,  avec  le 
point  d'appui,  et  que  les  deux  couples  qu'elles  produisent 
soient  de  sens  contraires  et  aient  des  moments  égaux.  Ces 
moments  sont  aussi  les  moments  des  forces  par  rapport  au 
point  d'appui. 

La  résultante  des  forces  transportées  au  point  d'appui, 
constituant  tout  ce  qui  n'est  pas  détruit  par  la  rigidité  seule 
du  corps,  ne  l'est  que  par  le  point  d'appui,  et  forme  ce  que 
l'on  appelle  la  charge  de  ce  point. 

Si  le  levier  n'était  que  posé  sur  une  surface  solide  sur 
laquelle  il  pourrait  glisser  librement,  le  point  d'appui 
pourrait  glisser  de  même,  et  il  faudrait  pour  l'équilibre  que 
cette  résultante  fût  normale  à  la  surface  fixe. 

62.  Cas  dun  axe  fixe.  —  Si  deux  points  du  système 
sont  fixes,  tous  les  points  situés  sur  la  droite  qui  les  ren- 
ferme sont  invariables  de  position,  et  le  corps  est  dans  le 
même  cas  que  s'il  était  assujetti  à  tourner  autour  d'un  axe 
fixe,  dont  les  points  seraient  susceptibles  d'offrir  en  tous 
sens  une  résistance  indéfinie.  Si  l'on  prend  cette  droite 
pour  axe  des  s,  les  trois  forces  dirigées  suivant  les  axes 
seront  détruites,  ainsi  que  les  couples  qui  sont  situés  dans 
les  deux  plans  qui  passent  par  l'axe  des  2,  et  dont  les  bras 
de  levier  pourraient  être  transportés  sur  cet  axe  même.  Il 
ne  reste  donc  plus  que  le  couple  résultant  situé  dans  le 
plan  xy>  et  qui  ne  saurait  être  détruit  par  l'axe  fixe.  La 
condition  nécessaire  et  suffisante  pour  l'équilibre  est  donc, 

dans  ce  cas, 

ï(xY-./X)  =  o. 

63.  Pour  connaître  les  efforts  exercés  sur  Taxe  fixe,  il 
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faut  composer  les  forces  qu'il  détruit.  Les  cuuples  situés 
dans  le  plan  ZX  et  la  force  SX  se  réduisent  à  uue  force  qui 
rcii contre  l'axe,  à  moins  que  l'on  n'ait  SX  =  o,  auquel  cas 
ou  aurait  un  couple  seulement  :  il  en  est  de  même  dans  le 
plan  ZY.  Outre  eus  efforts  appliqués  à  l'axe,  il  y  a  encore 
la  foire  SZ  qui  lenil  à  l'entraîner  dans  le  sens  où  elle  est 
dirigée.  L'axe  produit  donc  des  forces  égales  et  contraires 
à  celles-ci,  puisqu'il  les  tient  en  équilibre. 

Si  deux  points  seulement  du  système  sont  fixes,  les  ré- 
sistances ne  peuvent  provenir  que  des  deux  points,  et  l'on 
devra  décomposer  les  forces  qui  rencontrent  l'a  se  en  d'au- 
tres qui  passent  par  ces  points,  et  feront  connaître  les  forces 
qu'ils  produisent  pour  détruire  celles-ci.  Quant  à  la  force 
dirigée  suivant  la  droite  qui  les  joint,  elle  peut  être  décom- 
posée d'une  infinité  de  manières  en  deux  autres  appliquées 
à  ces  points;  et  il  en  serait  de  même  s'il  y  avait  un  plus 
grand  nombre  de  points  fixes  sur  la  même  droite. 

I»4.  Ou  pourrait  supposer  que  le  corps  eût  la  liberté  de 
glisser  le  long  de  l'axe  fixe,  et  en  même  temps  de  tourner 
autour  de  lui.  Dans  ce  cas,  l'axe  détruirait  toutes  les  forces 


STATIQUE.  l5j 

situé  dans  le  plau  xy  ferait  connaître  la  résistance  opposée 
par  Taxe  à  la  torsion. 

La  machine  que  l'on  nomme  tour  ou  treuil  n'est  autre 
chose  qu'un  corps  solide  qui  a  la  liberté  de  tourner  sans 
glisser  autour  d'un  axe  Gxe.  Ce  qui  précède  fait  donc  con- 
naître la  condition  d'équilibre  de  cette  machine  et  la  charge 
que  supporte  Taxe. 

Lorsque  les  forces  se  réduisent  à  deux,  situées  dans  des 
plans  perpendiculaires  à  Taxe,  la  condition  d'équilibre  con- 
siste en  ce  que  ces  forces  soient  en  raison  inverse  de  leur 
distauce  à  Taxe. 

65.  Remarque.  —  Les  deux  derniers  cas  particuliers 
que  nous  venons  de  traiter  donnent  une  interprétation,  qu'il 
est  bon  de  connaître,  aux  six  équations  de  l'équilibre  rela- 
tives à  des  axes  coordonnés  rectangulaires.  Si  l'on  consi- 
dère trois  droites  rectangulaires  qui  se  coupent  en  un  même 
point,  et  qu'on  fixe  l'une  quelconque  d'entre  elles  de  ma- 
nière que  le  corps  n'ait  que  la  liberté  de  glisser  le  long  de 
cet  axe  sans  tourner,  les  trois  premières  équations  d'équi- 
libre expriment  que  les  forces  données  ne  permettront 
aucun  de  ces  trois  mouvements.  Les  trois  autres  expriment 
que  si  le  corps  avait  successivement  la  liberté  de  tourner 
sans  glisser  autour  de  chacun  des  mêmes  axes  successive- 
ment, aucun  de  ces  mouvements  ne  serait  produit  par  les 
mêmes  forces. 

Ces  trois  dernières  équations  peuvent  être  énoncées  d'une 
manière  qu'il  n'est  pas  inutile  de  connaître.  Si,  par  le 
point  d'application  de  la  force  P,  on  mène  un  plan  perpen- 
diculaire à  AZ,  qui  coupe  cette  ligne  en  O,  et  qu'on  décom- 
pose la  force  en  une  force  parallèle  à  cet  axe  et  une  autre  Q, 
située  dans  le  plan  perpendiculaire,  la  première  sera  Pcosy, 
et  la  seconde  P  sin  y  sera  la  résultante  des  forces  P  cos  a, 
P  cos  6,  parallèles  à  AX,  A  Y.  Le  moment  de  cette  force  Q 


i'i  <>,  que  L'on  appelle  aussi  le  moment  de  la 
rapport  à  AZ,  sera  donc  la  somme  algébrique 


Hple  relatif  à  la  force  P,  estimé  s 


Ce  qui 

des  z.lYah  l'on  voit  quel. 
rjniiibrr  expriment  que  les  somr 
les  forces  par  rapport  à  trois 
séparément  égales  h  zéro. 

On  [Kiit  remarquer  que  tadîi 
Q  nV,i  aui 

par  In  foire  I'  parallèlement  à  l'axe  i 
plus  courte  distance  de  la  force  P  à  cet 


dernières  équations  d'é- 
I  des  moments  de  toutes 
zes  rectangulaires,  sont 


kPi„ 


du  point  0  à  ta  force 

hose  que  la  distance  de  O  an  plan  mené 

;  c'est  donc  la 

De  sorte  que  lu 

l  d'une  force  par  rapport  à  un  axe  est  le  produit  de 

:  distance  de  ces  deux  droites  par  la  compn- 

force  perpendiculairement  à  l'axe. 
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sul tante  ne  peut  avoir  son  point  d'application  en  dehors 
du  polygone  convexe  qui  renferme  tous  les  points  de  con- 
tact :  il  est  donc  nécessaire  que  la  résultante  de  la  force 
ZPcosy  et  des  deux  couples  situés  dans  les  plans  ZX,  ZY, 
ait  son  point  d'application  dans  l'intérieur  de  ce  même 
polygone  et  tende  à  appuyer  le  corps  sur  le  plan.  Récipro- 
quement, si  cette  condition  est  remplie,  l'équilibre  aura 
lieu,  parce  que  cette  résultante  pourra  toujours  être  dé- 
composée en  forces  normales  au  plan  et  appliquées  aux 
divers  points  de  contact. 

Ces  forces  devront  satisfaire  aux  trois  équations  données 
par  la  théorie  des  forces  parallèles;  elles  seront  donc  in- 
déterminées, s'il  y  a  plus  de  trois  points  ;  elles  le  seront 
même  dès  qu'il  y  en  aura  plus  de  deux  en  ligne  droite.  S'ils 
y  sont  tous,  le  point  d'application  de  la  résultante  devra 
se  trouver  sur  cette  droite-,  enfin,  s'il  n'y  avait  qu'un  point 
de  contact,  il  serait  nécessaire  qu'il  fût  situé  sur  la  direc- 
tion de  la  résultante. 


CHAPITRE   VII. 

CONDITIONS  POUR  QUE  DES  FORCES  APPLIQUÉES  A  IN  SYSTEME 
tlIGWE  AIENT  UNE  RÉSULTANTE.  -  DETERMINATION  DE 
CETTE  RÉSULTANTS. 


HT.  Pour  qu'un  système  de  forces,  non  on  équilibre,  soit 
réductible  à  une  force  unique,  11  est  nécessaire  el  suffisant 
qu'en  introduisant  une  certaine  force,  on  établisse  létjui- 
libre.  Car  si  le  système  proposé  peut  être  remplacé  par  une 
force  unique,  il  serait  un  équilibre  si  Ton  introduisait  une 
force  égale  et  contraire  :  et  réciproquement,  si  le  système 
se  est  mis  en  équilibre  par  l'introduction  d'une  cer- 
force  S,  ce  qui  entraine  qu'il  y  ait  équilibre  entre  le 
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qu'elle  fût  eu  équilibre  avec  le  couple  résultant  des  deux 
autres.  Les  deux  forces  doivent  donc  former  un  couple  qui 
détruise  le  couple  résultant  du  système  donné.  Il  faut  donc 
que  la  force  résultante  soit  parallèle  au  plan  du  couple 
résultant,  et  ne  soit  pas  nulle.  Et  réciproquement,  s'il  en 
est  ainsi,  il  existera  évidemment  une  force  qui  formera, 
avec  la  force  résultante,  un  couple  qui  détruira  le  couple 
résultant;  et,  par  conséquent,  le  système  proposé  sera  ré- 
ductible à  une  seule  force. 

68.  Cherchons  maintenant  à  détenniner  la  résultante 
totale  du  système;  et  prenons  les  axes  de  coordonnées  de 
la  manière  la  plus  générale. 

Soient  xtJ  yty  zt  les  coordonnées  de  son  point  d'applica- 
tion, et  X|,  Y,,  Z|  ses  composantes;  il  y  aura  équilibre  en 
introduisant  dans  le  système  une  force  appliquée  au  même 
point,  ayant  pour  composantes 

d'où  Ton  tire,  d'après  les  équations  générales  de  l'équilibre, 

ZX  —  X,  =  o,     ZY  —  Y,  =  o,     ZZ  —  Z,=o, 

Zfj-Z-sYl-tr.Z,  — »,Y)  =  of 
Z(*X  —  rZ)-  (z,X,—  .r,Z,)  =  o, 

3(*Y  —  rX)— («.Y,— r,X,)  =  o; 

• 

et  réciproquement,  si  l'on  satisfait  à  ces  équations,  il  y  aura 
une  résultante  appliquée  au  point  (X|,y,,  s,),  et  ayant 
pour  composantes  X,,  Yn  Z,.  Les  trois  premières  font  con- 
naître les  composantes  de  la  force  cherchée,  et,  par  suite, 
la  direction  de  cette  force  et  son  intensité.  Elles  donnent 

X,  =  2X,     Y,  =  zY,     Z,  =  zZ. 

Les  trois  autres  déterminent    les  coordonnées   de   son 
I.  ii 


:  'I  ap|lliC8lWI,  et  deviennent,  cil  ïflrtll  des  pi  i  luièl  ■.  ■ . 

',  —  ;,iy  — i„   i,ïX-j,ïz^ji,   r,;Y—  .r,sx  =  w. 

iiis  EX,  2  V  ,  HZ,  respec- 
i;i[ unions  précédentes  *!»■- 


n-épei',  iinus  représen 
!  par  X,  Y,  Z,  elles 


>,Z  —  ;,Y   -  L, 


,  =  Y,     ',  —  Z, 

-X,Z   =  M,       J-.Y—  )',X: 


Si  l'on  multiplie  ces  trois  dernières  équations  respective 
ment  |i;ir  X,  V,  Z,  en  supposant  toutefois  que  ces  trois 
quantités  no  soient  pas  nulles  à  la  fois,  puisqu'on  ajoute  )v 


LX  +  MY  +  NZ  =  o, 

équation   entre  les  données  seulement  et  uéeessaire  pour 
que  les  équations  soient  compatibles,  et  par  suite  pour  qu'il 

Les  trois  équations  se  réduisent  alors  ;'i  doux  quelcon- 
ques d'entre  elle»,  et  comme  elles  sont  du  premier  degré 
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le  système  n'a  pas  de  résultante,  maïs  il  peut  être  réduit  à 
deux  forces  non  situées  dans  un  même  plau.  Eu  effet,  il 
peut  être  remplacé  par  un  couple  et  une  force  non  paral- 
lèle au  plan  «lu  couple:  et  l'on  peut  toujours  faire  en  sorte 
«piécette  force  rencontre  l'une  de  celles  qui  foi  nient  le  cou- 
ple: il  suffit  de  transporter  cou\cnablcmciit  ce  dernier.  Or, 
M  Ton  compose  ces  deux  forces  appliquées  au  même  point, 
et  dont  Tune  n'est  pas  comprise  dans  le  plan  du  couple, 
elles  donneront  nue  résultante  qui  ne  sera  pas  située  dans 
ce  plan.  Le  système  sera  donc  réduit  à  deux  forces  non  si- 
tuées dans  un  même  plan. 

Une  construction  inverse  ferait  voir  réciproquement  que 
deux  forces  non  dans  un  même  plan  peuvent  être  rempla- 
cées par  un  couple  et  une  force  non  parallèle  à  son  plan,  et 
que  par  conséquent  elles  n'ont  pas  de  résultante,  comme 
nous  Taxons  démontré  précédemment. 

Résultante  de  forces  dans  un  même  f>l<m. 

70.  Si  toutes  les  foi  ces  sont  dans  un  même  plan,  on 
prendra  les  axes  des  x  et  des  y  dans  ce  plan  ;  les  composantes 
et  les  coordonnées  parallèles  à  Taxe  des  z  seront  nulles;  on 
aura  donc  Z  =  o,  L  =  o,  M  =  <>,  et  la  résultante  sera  dé- 
terminée par  les  équations 

X,=-.X,     Y,  -Y,     Y.rl  —  X.r,  =  N. 

Les  deux  premières  déterminent  la  grandeur  et  la  direction 
de  cette  force;  la  troisième  est  celle  d'une  droite  dont  tout 
point  peut  être  considéré  comme  le  point  d'application  de 
la  résultante  :  c'est  donc  l'équation  même  de  la  résultante. 
Elle  deviendrait  impossible  si  Ton  avait  X  =  o,  Y=o, 
sans  avoir  N  =  o;  ce  qui  s'accorde  avec  la  remarque  gêné* 
raie  faite  précédemment  :  les  forces  se  réduisent  alors  à  un 

1 1 . 
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toupie.  Toutes  les  fois  que  l'on  n'a  pas  X  =  o,  Y  =  o,  la 
résultante  existe  sans  autre  condition,  et  l'on  peut  remar- 
quer que  la  condition  générale  exprimée  par  l'équation 


L  =  o,     M  =  o,     Z  =  o. 

71.  La  troisième  équation,  qui  détermine  la  résultante, 
peut  Être  mise  sous  une  autre  forme,  en  introduisant. 
comme  précédemment,  les  moments  des  forces  par  rapport 

Soient  R  l'intensité  de  la  résultante,  et  Rr 
positif  on   négatif;    la  force  opposée  à  R  aura   pour  i 
ment 

équatio; 
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quelconque,  xX  — yX  =  -r^r»  0  désignant  l'angle  des  axes. 

En  effet ,  une  force  P  peut  être  remplacée  par  une  force 
égale  et  parallèle  appliquée  à  l'origine,  plus  le  couple  Pp\ 
et  elle  peut  aussi  être  remplacée  par  les  deux  forces  X,  T 
appliquées  à  l'origine,  plus  deux  couples  dont  les  moments 
sont  xYsinO  et  — jrXsïnQ.  Les  deux  forces  X  et  Y  se 
composent  en  la  force  P,  appliquée  à  l'origine  :  il  est  donc 
nécessaire  que  les  deux  couples  se  réduisent  au  premier  ; 
d'où  Ton  conclut 

■rYsinfl  —  y\  sinO  =  Pp, 
ou 

sioG 

et  l'on  voit  clairement  comment  les  équations 

2(.rY  —  yX)  =  q     et     ZP/>  =  o 

peuvent  se  remplacer  l'une  l'autre. 

Si  les  axes  sont  rectangulaires,  l'équation  précédente 
devient 

x Y  —  y  X  =  P  (  x  cos  6  —  y  cos  a)  =  P/j 
ou 

m 

x  cos  6  —  y  cos  a  =  p. 

Remarques  sur  la  réduction  dun  système  de  forces. 

73.  Nous  avons  démontré  qu'un  système  de  forces  ap- 
pliquées à  des  points  liés  invariablement  entre  eux,  mais 
libres  dans  l'espace,  pouvait  toujours  être  réduit  à  une 
force  unique  et  un  couple  ;  cette  force  est  la  résultante  de 
toutes  celles  du  système,  transportées  parallèlement  à  elles- 
mêmes  en  un  point  choisi   arbitrairement,  et  que  nous 
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rectiuns  dans  le  jilan  perpendiculaire  à  AR;  aucune  ne 
scia  celle  de  A  M  si  l'angle  <?  n'est  pas  droit,  c'est-à-dire  si 
!c  système  des  forces  n'a  pas  de  résultante  unique:  ainsi,  en 
l'Mi'pi.iui  ce  cas  particulier,  la  direction  de  l'axe  du  couple 
résultant  scia  différente  de  AM  si  A'  n'est  pas  sur  AR.  Les 
directions  diverses  de  t'axe  du  couple  Rit'  feront  avec  AM, 
le>  unes  un  angle  aigu,  les  autres  un  angle  obtus,  si  AM 
et  AK  n'uni  pas  la  uiêtue  dircclïou.  Les  aies  qui  feront  un 
angle  WgU  ■•«'  AM  donneront  un  couple  résultant  plus 
grand  que  AM;  eeu*  qui  feront  un  angle  obtus  pourront 
donner  un  couple  résultant  plus  graud  ou  plus  petit  que 
AM.  suivant  la  uiaudeur  du  moment  du  couple  R.  R',qui 
peut  varier  de  r.cro  à  I  iuliui,  en  changeant  la  distance  de  A' 
a  Alt.  D'où  l'on  voit  que  le  niomeul  maximum  relatif  au 
point  A.  compare*  ceux  qui  correspondent  aux  divers  axe» 
(■assaut  par  A',  sera  plus  petit  que  les  uns  et  plus  grand  que 
Ira  autres,  si  1rs  dii-ectious  AM,  AR  sout  différentes;  mais 
si  elles  se  cou  tondent  t  les  deux  couples  à  composer  auront 

essairement  leurs  axes  perpendiculaires  entre  eux,  et, 
conséquent,  donneront  uu  couple  résultant  plus  grand 

:  AM.  D'où  résulte  cette  proposition  ; 
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forces  par  rapport  à  lui  soit  plus  grande  que  par  rapport 
à  toute  autre  droite  menée  par  un  de  ses  points,  et  en  même 
temps  soit  moindre  que  la  somme  maximum,  relative  à  tout 
point  situé  en  dehors  de  lui.  C'est  à  cet  axe  que  M.  Poinsot 
donne  le  nom  d'are  central  des  moments. 

77.  Détermination  de  l'axe  central.  —  Pour  obtenir 
Taxe  central,  il  faut  choisir  le  point  A',  de  telle  sente  que 
la  perpendiculaire  au  plan  RAA',  ou  l'axe  du  couple  RR', 
soit  dans  le  plan  MAR,  et  par  conséquent  dirigée  suivant  la 
ligne  AN,  intersection  du  plan  MAR  avec  le  plan  mené  par 
A  perpendiculairement  à  AR,  et  telle,  que  AR  soit  dans 
l'angle  M  AN;  il  faudra  donc  prendre  A7  sur  la  droite  menée 
par  A  dans  ce  dernier  plan,  perpendiculairement  à  AN,  et 
du  côté  de  AR  pour  lequel  le  sens  du  couple  donnera  à  Taxe 
la  direction  AN  et  non  la  direction  opposée,  puisqu'il  faut 
que  AR  soit  dans  l'angle  des  directions  des  deux  axes  com- 
posants. Cela  posé,  il  suffira  de  prendre  le  point  A'  à  une 
distance  de  AR  telle,  que  le  moment  du  couple  soit  égal  au 
côté  MB  du  parallélogramme  M6AN. 

Désignons  par  G  le  moment  du  premier  couple  résultant 
AM;  par  K  celui  du  nouveau  couple  résultant*,  par  p  la 
distance  de  A'  à  AR  ;  par  0  l'angle  MAR,  le  moment  du 
couple  RR'  sera  R/>.  Les  cosinus  des  angles  de  AR  et  A  M 
avec  les  axes  étant  proportionnels  respectivement  à  X,  Y, 
Z  et  L,  M,  N,  on  aura  d'abord 

LX  -f-  MY  -+-  NZ 

COS  ô   = — ; , 

GR 

ensuite 

LXh-  MY-+-NZ        o  „    .    A 

K  =  G  cos  ô  = ;      Rp  =  G  sin  B. 

R 

Le  point  A'  est  ainsi  déterminé  autant  qu'il  doit  1  être;  ce 
sera  l'un  quelconque  de  ceux  de  la  parallèle  à  AR  menée  à 
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Si  l'un  prend  pour  origine  un  point  quelconque  de  celle  ré- 
sultante, le  couple  correspondant  sera  nul,  el,  par  consé- 
quent, cette  droite  scia  l'axe  central  lui-même.  Les  formu- 
les précédentes  donnent,  en  elfét,  p  =  o  quand  on  suppose 
G  =  o.  Si  maintenant  on  prend  une  origine  quelconque  en 
dehors  de  la  résultante  unique,  on  aura  un  couple  résultant 
dont  le  pl.m  sera  celui  qui  passera  par  l'axe  central  et  la 
nouvelle  origine.  Ainsi,  dans  ce  cas  particulier,  tous  les 
points  d'un  même  plan  quelconque  passant  par  la  résul- 
tante unique  donnant  des  couples  résultants,  dont  les 
axr.t  .sont  parallèles. 

Mais  les  moments  de  ces  couples  ne  sont  pas  égaux;  ils 
sonl  proportionnels  à  la  distaticc  de  l'origine  qui  leur  cor- 
respond à  la  résultante  générale.  Ils  n'ont  donc  la  même 
valeur  que  pour  les  points  situés  sur  lieux  parallèles  à  la 
résultante,  équidistanles  de  cette  ligne  :  el,  de  plus,  le  sens 

marne  fmOth. 


:  même  que  pour  les  points  d'une 


Cas 

nulle,! 


i  la   résultant»  est  nulle. — Si  la  résultante  est 
changement  d'origine  n'introduit  aucun  nouveau 
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CHAPITRE  VIII. 

ÉQUILIBRE  DE  SYSTÈMES  DE  FIGURE  VARIABLE,  COMPOSÉS 
DE  PLUSIEURS  SYSTÈMES  RIGIDES. 


80.  Lorsque  tous  les  points  d'un  système  ne  sont  pas  in- 
variablement liés  les  uns  aux  autres,  on  ne  peut  plus  faire 
les  compositions  et  décompositions  qui  réduisent  toutes  les 
forces  à  une  seule  force  et  un  seul  couple.  Le*  principe  gé- 
néral d'après  lequel  on  ramène  ce  cas  au  précédent,  con- 
siste en  ce  qu'il  est  évidemment  nécessaire  et  suffisant  que 
chacun  des  systèmes  rigides  partiels  soit  en  équilibre,  au 
moyen  des  forces  qui  agissent  sur  lui,  et  qui  se  composent 
tant  des  forces  données  que  de  celles  qui  naissent  de  sa  liai- 
son avec  les  autres  systèmes. 

Pour  fixer  les  idées,  supposons  que  ces  liaisons  consistent 
en  des  fils  flexibles,  ou  des  liges  rigides,  dont  les  extrémités 
soient  fixées  à  deux  points  appartenant  à  des  systèmes  dif- 
férents; ou  bien  encore  que  des  surfaces  appartenant  à 
deux  systèmes  soient  en  contact  Tune  avec  l'autre  et  se 
pressent  mutuellement. 

Lorsque  l'équilibre  est  établi,  chaque  fil  étant  lui-même 
en  équilibre  doit  être  tiré  dans  le  sens  de  sa  longueur,  par 
deux  forces  égales  et  contraires,  dont  Tune  agira  sur  le  pre- 
mier des  systèmes,  l'autre  sur  le  second,  chacun  des  deux 
étant  tiré  par  l'autre. 

Si  les  fils  devenaient  entièrement  rigides,  et  ne  pouvaient 
ni  augmenter  ni  diminuer  de  longueur,  Féquilibre  d'une 
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quel  cou  qui'  de  ces  verges,  ou  liges  rigides,  exigerait  que  les 
deux  forées  appliquées  à  ses  extrémités  fussent  égales,  con- 
l rai ies  et  dirigées  suivant  celle  verge;  niais  la  force  appli- 
quée à  chaque  corps  ne  sera  pas  nécessairement  une  traction 
exercée  par  l'autre,  connue  dans  ]e  cas  d'un  fil  llexible; 
elle  pourra  être  dans  le  sens  opposé. 

S'il  s'agit  de  deux  surfaces  en  contact,  tes  forces  détruites 
par  une  surface  étant  toujours  supposées  normales  n  celle 
surface,  il  en  résulte  que  chacun  des  deux  système!  est  solli- 
cité par  une  force  dirigée  suivant  la  normale  omnium- 
ces  deux  forces  sont  de  sens  contraire*,  et  chaque  système, 
au  lieu  d'être  tiré  du  côté  de  l'antre,  comme  dans  le  cas 
d'un  fil,  est  au  contraire  poussé  par  lui.  Quant  à  l'intcii- 
sité  des  deux  forces  normales,  elle  est  évidemment  la  même: 
car  la  résistance  d'une  surface  un  peu!  détruire  une  force 
ipi'eu  en  développai":  une  entre  exactement  égale  m  opposée. 
Ainsi,  dans  tous  les  ca.H  où  la  communication  de»  Rt> 
ternes  partiels  s'effectue  par  des  fils  tlexihles,  des  tiges  ri- 

nlacts  de   surfaces  rigides,  il    se  éà  n  I..,.. 
d'un  système  à  un  autre  des  forces  inconnue*,  celles  (iejtl 
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directions,  quand  elles  ne  seront  pas  données  immédiate- 
ment. 

Dans  le  ras  particulier  où  l'équilibre  de  chaque  système 
n'exigerait  qu'une  équation,  et  où  la  communication  de 
l'un  à  l'autre  ne  donnerait  lieu  qu'à  deux  forces  égales  el 
contraires,  il  est  facile  de  voir  qu'il  n'y  a  qu'une  seule  équa- 
tion nécessaire  pour  J'équilibre  des  forces  données. 

En  effet,  soit  m  le  nombre  des  systèmes  ;  on  aura  m  équa- 
tions d'équilibre,  et  ///  —  i  forces  inconnues,  développées 
par  la  communication  du  premier  avec  le  second,  du  second 
avec  le  troisième,  et  ainsi  de  suite  jusqu'au  m""". 

Soient  Xi ,  Xj ,. . . ,  Xf„_!  ces  m  — i  forces.  La  première 
équation  renfermera  X, ,  la  seconde  Xt  et  Xt,  la  troisième 
X,  et  X3,  enfin  la  dernière  ne  renfermera  que  XM_,  sans 
compter  toutes  les  forces  données. 

Tirant  Xt  delà  première  et  le  reportant  dans  la  seconde, 
puis  X,  de  celle-ci  et  le  reportant  dans  la  troisième,  el  con- 
tinuant ainsi,  on  arrivera  à  une  dernière  équation  ne  ren- 
fermant plus  que  les  forces  données.  Ce  sera  la  condition 
unique  de  leur  équilibre  \  et  toutes  les  équations  précédentes 
feront  connaître  X, ,  X,,...,  Xm_j. 

/exemples  divers. 

82.  Premier  exemple.  —  Considérons  eu  premier  lieu 
deux  leviers,  c'est-à-dire  deux  systèmes  rigides  liés  respec- 
tivement à  deux  points  fixes  O,  O'  (  fig.  35)  autour  des- 
quels ils  peuvent  tourner  librement,  et  sollicités  par  des 
forces  quelconques.  Un  fil  ilexible  a  ses  extrémités  fixées  en 
deux  points  M,  M'  de  ces  corps.  On  demande  les  conditions 
d'équilibre  de  ce  système,  qui  est  dans  une  position  donnée 
où  le  61  a  tous  ses  points  en  li^ne  d  roi  Le,  el  peut  avoir  nue 
tension  inconnue  quelconque. 


fin  désignant  celle  tension  inconnue  par  X,  le  levier  MO 
gara  E«  équilibre  sons  l'action  des  forces  qui  y  sont  direr- 
tenit'iil  appliquées  et  de  la  force  X  qui  agit  de  M  vers  M'; 
il  résulte  de  In  les  trois  équations  connues,  qui  renferment 
chacune  \  au  premier  degré.  De  même  le  corps  M'O' 
sera  en  équilibre  sous  l'action  des  forces  qui  y  sont  appli- 
quées et  de  la  forre  X  qui  agit  de  M'  vers  M.  On  trouve 
ainsi  trois  nouvelles  équations  qui  renferment  encore  X  au 
premier  degré. 

Tirant  la  valeur  de  X  de  l'une  de  ces  six  équations,  on 
Connaîtra  ta  tension  du  fil;  ei  la  reportant  dans  les  cinq 
les  équations  de  condition  auxquelles  doi- 


,alisf'ai 


.1  forces  doi 


M  àpitihr 


*  pour  que  le  système  soit 


83.  Deuxième  exemple.  —  Considérons  maintenant  le 
vstème  composé  d'un  levier  et  d'un  treuil,  c'est-à-dire 
L'un  corps  qui  ne  peut  que  tourner  amour  d'un  axe  fixe; 
le  premier  pouvant  tourner  librement  autour  du  point  O, 


et  l'aul. 


c  autour  de  l'axe  AZ  (ftg.  36).  Us  sont  sollicités 
forces  quelconques  et  se  louchent  en  un  point  M. 
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valeur,  trois  équations  de  condition  entre  les  quantités 
données. 

8i.  Troisième  exemple.  —  Prenons  maintenant  pour 
exemple  un  polygone  formé  par  des  droites  rigides,  dont  les 
angles  peuvent  varier  sans  opposer  de  résistance,  et  dont 
les  extrémités  sont  assujetties  à  rester  sur  des  courbes  don- 
nées* 

Soient  ABCDE  {Jlg.  3j)  ce  polygone-,  P,  Q,  R,  S,  T  les 
résultantes  des  forces  appliquées  respectivement  aux  points 
A,  B,  C,  D,  E. 

Chacun  de  ces  points  doit  être  en  équilibre  au  moyeu  des 
forces  qui  agissent  immédiatement  sur  lui ,  et  de  la  résistance 
de  la  courbe;  et,  par  conséquent,  la  résultante  de  ces  forces, 
abstraction  faite  de  cette  résistance,  doit  être  normale  à  la 
courbe. 

De  même,  chaque  côté  doit  être  en  équilibre  au  moyen 
des  forces  de  tout  genre  qui  y  sont  appliquées  *,  ce  qui  exige 
que  les  deux  résultantes  de  toutes  celles  qui  agissent  sépar 
rément  en  A  et  en  B  sur  cette  tige,  soient  égales  et  directe' 
ment  opposées,  et,  par  suite,  que  celte  direction  soit  celle 
du  côté  lui-même  :  d'où  il  résulte  que  ce  coté  produira 
deux  forces  égales  et  contraires,  agissant  dans  la  direction 
de  cette  tige. 

Cela  posé,  désignons  par  X,  Y,  Z,  U  les  forces  que  pro- 
duisent ainsi  les  divers  côtés  du  polygone.  Soient  a,  £>,  c, 
fi9  e  les  angles  que  font  les  directions  des  forces  P,  Q,  R, 
S,  T  avec  les  tangentes  aux  courbes  données,  considérées 
dans  des  sens  déterminés;  a,  a'  les  angles  que  les  directions 
des  deux  forces  X  font  avec  les  tangentes  en  A  et  B;  6,  6'  les 
angles  des  forces  Y  avec  les  tangentes  en  B  et  C}  et  ainsi 
de  suite. 

L'équilibre  du  point  A  donnera  la  condition  . 

P  cos  a  4-  X  cos  a  =:  o. 
I.  I?. 


t. 
t 


a 


m  B  do: 


-  Y  eus  6  =  o 


.■i  I  -m  trouvera  ae  même,  pour  les  autres  points 
Y  cos6'  +  R  cosr  -l-ZcoS7  =  o, 
Z  ras/+S  cosrf+U  cmS  =  a, 

Kliminaul  \,  V,  Z,  U  entre  mutes  ces  équations,  il  en 
resta  une  seule  entre  les  forces  données,  qui  sera  la  condi- 
tion d'équilibre  du  système.  Les  autres  feront  connaître  les 
intensités  des  fucces  X,  Y,  7,,  U. 

Quant  au  sens  dans  lequel  elles  agissent,  et  qui  n'est 
pas  connu  d'avance,  il  sera  déterminé  par  les  signes  que  de- 
vront avoir  les  cosinus  des  angles  «,  «',  G,  6',  etc.  Aiusi, 
la  première  équation  faisant  connaître  le  signe  decos  x,  dê- 
enuine  le  sens  de  la  force  X  provenant  de  la  tige  AB  et 
gissant  eu  A;  d'où  résulte  le  sens  de  la  seconde  forée  X 
nuliquce  en  li,  cl  par  suite  le  siyne  de  cosa'.  La  seconde 
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liées  aux  deux  premières  courbes.  Cela  devait  être,  en 
effet,  puisque  la  force  Y  étant  détruite  par  la  résistance  dç 
la  courbe  en  B,  doit  être  regardée  comme  n'existant  pas 
pour  les  points  situés  du  coté  de  B  que  Ton  considère. 

Les  trois  autres  équations  donneront  par  l'élimination 
de  Z  et  U,  une  équation  qui  sera  celle  de  l'équilibre  du  sys- 
tème C,  D,  E  considéré  isolément,  et  dans  lequel  il  y  au- 
rait une  force  indéterminée  Y  agissant  en  C  suivant  la  ligne 
BC,  dans  l'un  quelconque  des  deux  sens,  et  qui  sera  déter- 
minée par  cette  équation.  En  effet,  cette  tige  BC  peut  être 
sollicitée  par  une  force  quelconque  en  C  dans  le  sens  de  sa 
longueur,  sans  qu'il  en  puisse  résulter  aucun  déplacement, 
vu  qu'elle  sera  détruite  par  la  résistance  de  la  courbe  à  la- 
quelle elle  sera  normale  en  B. 

86.  Quatrième  exemple.  —  Considérons  maintenant 
un  système  de  points  liés  entre  eux  par  des  fils  flexibles  et 
inexteusibles,  et  formant  ce  que  Ton  appelle  un  polygone 
funiculaire*  Dans  ce  cas,  les  systèmes  rigides  partiels  se 
réduisent  à  des  points.  Soient  A,  B,  C,  D  (fig-  38)  ces 
points  ;  U,  P,  Q,  R,  S,  V  les  forces  qui  y  sont  appliquées, 
et  dont  les  deux  extrêmes  U,  V  agissent  par  l'intermédiaire 
des  fils  ou  cordons  AU,  DV . 

Pour  que  ce  système  soit  en  équilibre,  il  faut  que  ebacun 
des  points  A,  B,  C,  D  soit  en  équilibre  au  moyen  des 
forces  qui  y  sont  appliquées.  Ainsi,  par  exemple,  le  point  B 
est  sollicité  par  trois  forces  qui  sont  les  efforts  exercés  par 
les  cordons  BA,  BC,  et  la  force  Q;  ces  trois  forces  devront 
donc  être  dam  un  même  plan,  et  chacune  d'elles  propor- 
tionnelle au  sinus  de  l'angle  des  deux  autres.  Mais  l'équi- 
libre de  chacun  des  cordons  exige  encore  qu'il  soit  tiré  par 
des  forces  égales  et  contraires,  et  dont  l'intensité  se  nomme 
la  tension  du  cordon.  Au  moyen  de  ces  conditions,  on 
pourra  déterminer  les  tensions  de  tous  les  cordons,  cl  les 

12 . 
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87.  On  peut  déterminer  très-simplement  la  tension  T 
d'un  cordon  quelconque  CD,  en  observant  qu'il  y  a  équi- 
libre en  tri  celle  force  T  et  la  partie  du  système  qui  est  si- 
tuée d'un  côté  quelconque  de  CD.  Considérons  par  exemple 
les  forces  U,  1',  Q,  R  etT;  elles  ne  cesseront  pas  d'être  en 
équilibre  si  Ton  rend  inflexible  le  polygone  ABC;  et,  par 
conséquent,  la  forée  T  est  égale  et  opposée  à  la  résultante 
dis  forces  [',  P,  Q,  R.  Et  comme  on  peut  transporter  des 
foires  en  mi  point  quelconque  de  leur  résultante  sans 
changer  leur  effet,  on  obtient  le  théorème  suivant  : 

La  tension  d'un  cordon  quelconque  est  la  résultante 
•  le.  taules  les  forces  situées  d'un  même  calé  de  ce  cordon, 
et  traïu/jortées  parallèlement  à  elles-mêmes  en  un  tfucl- 
vo/tifue  de  ses  points. 


88.  Lorsque  le  polygone  est  en  équil 
ii  l'on  rend  sa  figure  invariable;  <_-i 


,iiT. 
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jusqu'au  dernier  sommet  D  :  la  direction  et  l'intensité  qu'il 
faudra  donner  à  la  force  qui  tiendra  ce  point  en  équilibre, 
seront  telles,  que  le  polygone  entier  y  sera  lui-môme;  elle 
sera  donc  égale  cl  opposée  k  la  résultante  des  forces  U,  P, 
Q,  R,  S,  transportées  en  D,  et,  par  conséquent,  sera  la 
force  donnée  V,  On  peut  donc  toujours  donner  au  polygone 
une  forme  telle,  que  des  forces  données  de  grandeur  et  de 
direction  s'y  fassent  équilibre,  pourvu  que,  transportées  en 
un  même  point,  elles  s'y  détruisent.  Cette  conséquence 
étant  indépendante  du  nombre  des  côtés  du  polygone,  aura 
lieu  encore  à  la  limite  lorsque,  les  côtés  tendant  vers  zéro, 
il  sapproebera  indéfiniment  de  se  confondre  avec  une 
courbe. 

89.  Si  les  extrémités  du  cordon  sont  fixes,  les  forces  U 
cl  V  ne  sont  plus  données,  et  Ton  peut  encore  se  proposer 
de  déterminer  la  forme  du  polygone  en  équilibre,  ci  les  va- 
leurs de  ces  deux  forces. 

Pour  cela,  on  partira  de  la  première  extrémité  fixe  U, 
et  Ton  supposera  connues  les  trois  composantes  de  la  ten- 
sion U;  on  déterminera,  en  conséquence,  la  position  du 
point  A,  ainsi  que  les  positions  des  autres  points  et  les  ten- 
sions de  tous  les  cordons.  Les  coordonnées  du  point  extrême 
du  dernier  cordon  seront  donc  exprimées  en  fonction  de 
celles  du  premier  point  que  Ton  peut  supposer  nulles,  et 
des  trois  composantes  de  la  force  U.  En  égalant  ces  expres- 
sions aux  valeurs  données  des  coordonnées  du  second  point 
fixe,  on  aura  trois  équations  qui  détermineront  ces  compo- 
santes, ainsi  que  toutes  les  tensions,  et  les  positions  de  tous 
les  sommets. 

90.  Si  les  directions  des  deux  cordons  extrêmes  se  ren- 
contrent, les  forces  U,  V  ont  une  résultante  :  d'où  il  suit 
que  les  forces  P,  Q,  R,  S  en  ont  une  égale  et  opposée;  et, 


les  deu: 

sur  cba 


fkjuent,  lorsque  le  polygone  est  en  équilibre,  et  que 
extrémités  sont  fixes,  du  connaîtra  l'effort  exercé 


■  d'elle 


i  prolongeant  les  cordot 


•qu'y 


abou- 


tissent, jjiiis  Lran^ix > riant  à  leur  point  de  concours  les  forces 
données,  et  les  décomposant  en  deux  forces  dirigées  suivant 
ces  mêmes  coi  dons.  Chacune  de  ces  composantes  mesurera 
la  tension  du  cordon  correspondant,  et  l'effort  oui  sera 
exercé  sur  le  point  fixe  où  il  est  attaché. 


'.M 


squ< 


tontes  les 


P,  y,  K,S(/,s.3y)soul 
■a  Hèles,  il  est  facile  de  voir  que  Liml  le  système  est  coin- 
ii'isdans  un  même  plan.  Supposons,  de  plus,  que  l'un  des 
unions,  fiC  par  exemple,  soit  [lerpendiculaire  à  la  direc- 
ion  des  forces;  i  cm  plaçons-le  par  une  force  éj;ale  à  sa  te»- 
.ioii,  cl  ne  considérons  que  les  forces  siluées  d'un  même 
*{'ilé  de  ce  cordon.  La  tension  d'un  cordon  quelconque  DE 
*sl  la  résultante  de  toutes  les  forces  situées  d'un  même 
Ole  ei  lin  u  s  portées  au  point  U  ;  donc  la  composante  per- 
ii taire  aux  forces  sera  conslante  pour  tous  les  eor- 
t égale  à  la  tension  de  ISC;  et  la  composante  parallèle 
ils  sera  la  somme  de  toutes  ces  forces  depuis  R  jus- 
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s'allonge,  et  chaque  point  de  contact  d'un  corps  sur  le  plan 
cède  plus  ou  moi  us.  Ces  circonstances,  jointes  aux  pro- 
priétés physiques  de  la  matière  qui  les  forme,  font  con- 
naître chaque  force  en  particulier;  mais  ces  recherches 
sont  étrangères  à  notre  Cours,  et  nous  ne  nous  en  occupe- 
rons pas. 

Equilibre  d'un  fil  flexible  et  inextensible  dont  tous  les 
points  sont  soumis  à  l'action  de  forces  quelconques. 

93.  Delà  constitution  d'un  fil.  —  Les  corps  de  la  na- 
ture étant  réellement  composes  de  molécules  très-petites, 
séparées  les  unes  des  autres  par  de  très-petits  intervalles, 
la  continuité  géométrique  que  nous  leur  supposons  est  une 
pure  fiction  propre  à  simplifier  les  questions,  dans  les  cas 
très-nombreux  où  les  forces  mutuelles  qui  agissent  entre 
toutes  les  molécules,  et  qui  peuvent  être  très-considérables, 
permettent  de  considérer  les  corps  comme  conservant,  si- 
non tout  à  fait  leur  première  figure,  du  moins  celle  à  la- 
quelle ils  arrivent  après  la  légère  déformation  produite  par 
les  forces  qu'on  leur  applique. 

Un  (il,  ou  un  corps  aussi  délié  que  possible,  est  donc  une 
suite  de  molécules  disjointes,  retenues  à  des  distances  très- 
petites  que  nous  regarderons  comme  constantes,  et  même 
égales.  Il  ne  présentera  donc  pas  la  figure  d'une  ligne  con- 
tinue, mais  d'un  polygone  dont  les  côtés  pourront  être 
considérés  comme  excessivement  petits  et  de  longueur  in- 
variable, si  le  fil  est  supposé  inextensible. 

Nous  resterons  dans  la  réalité  de  cette  conception  lors- 
qu'elle facilitera  les  raisonnements;  mais  nous  finirons  tou- 
jours par  substituer  une  courbe  au  polygone,  parce  que 
cette  hypothèse  simplifiera  beaucoup  les  expressions  ana- 
lytiques. 

On  voit  donc  ici,  contrairement  à  ce  qui  arrive  ordînai- 
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renient  ilans   la  géométrie,  que  c'est  la  courbe  qui  est  lu 
fiction,  a»  lieu  que  ce  soit  le  polygone. 

8*.  Equations  tir.  l'équilibre.  —  Soient  X.  Y,  Z  les 
composâmes  de  la  force  qui  sollicite  nu  point  quelconque 
(lu  (il,  et  qui  «si  rapportée  à  l'unité  de  longueur;  de  sorte 
qu'un  arc  infiniment  petit  ils  soit  sollicité  par  nnc  fnret- 
d<  ni  les  composa  ni  es  soient  Xeis,  \'ils,  ïits.  Les  extrémités 
du  fil  peuvent  Être  lixi's,  ou  solliriiées  par  des  forces  don- 
nées de  direction  et  d'intensité;  il  s'agit  de  trouver  le* 
conditions  de  l'équilibre  du  système,  qui  n'est  autre  iaVase 
qu'un  polygone  funiculaire  d'un  nombre  infini  décotes. 

Or,  dans  cet  élat,  un  élément  infiniment  pi-lii  quel- 
conque du  fil  doit  lire  en  équilibre  au  moven  des  force»  qui 
\  v.'iit  appliquées;  et  réciproqucmeui,  si  cela  s  lieu,  le  fil 
entier  sera  en  équilibre. 

Soit  donc  <h  un  clément  quelconque;  il  ne  cessera  pas 
d'être  en  équilibre  si  l'on  rend  sa  figure  invariable.  Or  1rs 
forces  qui  le  sollicitent  sont  les  tensions  excitées  à  ses 
vxtrcmilcs,  qui  sont  dirigée*  respectivement  suivant  le» 
tangentes  en  ces  points  el  en  scus  inverse,  et  de  plus  les 
forces  .\i/«,  Xds.  'Lds. 
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Supposons  les  arcs  s  comptés  à  partir  de  l'extrémité  À 
{fie-  4°))  et  s°it  MN  l'arc  infiniment  petit  ds.  Les  direc- 
tions des  deux  forces  tangentes  aux  points  M  et  N  se  ren- 
contrent si  la  courbe  est  plane,  et  elles  peuvent  être  con- 
sidérées comme  se  rencontrant  môme  dans  le  cas  d'une 
courbe  à  double  courbure,  parce  que  leur  plus  courte  dis- 
tance est  du  troisième  ordre  infinitésimal,  ds  étant  du  pre- 
mier. Elles  peuvent  donc  être  considérées  comme  ayant  une 
résultante  située  dans  le  plan  osculateur,  en  négligeant  le 
troisième  ordre  infinitésimal.  Les  forces  qui  agissent  en  tous 
les  points  de  MN  doivent  donc  avoir  une  résultante  égale  et 
opposée  à  la  première,  et,  par  suite,  comprise  dans  le  plan 
osculateur  de  la  courbe.  Les  conditions  cherchées  de  l'équi- 
libre sont  donc  celles  de  forces  appliquées  à  un  même  point, 
et  elles  doivent  exprimer  que  les  sommes  des  composantes 
parallèles  à  ebaque  axe  sont  séparément  nulles.  Si  donc  on 

observe  que  les  composantes  T-t->T~>T  j  doivent  être 

ebangées  de  signe,  on  aura  les  équations  suivantes  : 


'(*£)+**=•. 


">  HT£) 


-+-  Yds=o9 


d  [T-l)  +  Zds  =  o. 


Si  Ton  multiplie  la  première  par  —  ?  la  seconde  par  —f 


ds  ' r~  ds 

•  pt  rm'nn   1ps  nt 
ds 


dz 
la  troisième  par  —*  et  qu'on  les  ajoute,  en  observant  que 


Ton  a 
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</T  +  X.tx  +  \,lj  -H  Z'it  =  o, 

équation  qui  pourra  remplacer  une  quelconque  des  équa- 
m,,,,  (,). 

Le  plus  nidinaircmenl,  Xdx  -+-  Yily  -\-  Ijdz  esl  la  diffé- 
rentielle d'une  fonction  ^(x,>-,  a),  et  l'on  aura  alors 

t  =  -  <H*t  j,  *)  +  c 

Dans  le  cas  où  la  tension  'V  sera  connue  en  un  point  ayaut 

pour  coordonnées  j"1,  >•',  s',  on  aura 

de  sorte  que  l'on  connaîtra  la  leusiou  en  tout  autre  point, 

eu  fonction   de  ses  coordonnées;  et  dans   tous  les  cas  la 

nccdci  tensions  inconnues  qui  ont  lieu  en  deux  points 

i  fil  ne  dépendra  que  des  coordonnées  de  ces  points.   La 
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dont  la  surface  n'exerce  sur  lui  aucun  frottement,  et  que 
l'équilibre  s'établit  avec  des  forces  données,  comme  dans  le 
polygone  funiculaire,  les  deux  cordons  tangents  à  cette 
surface  ont  une  tension  égale,  puisque  cette  tension,  ne  va- 
riant pas  dans  toute  l'étendue  de  la  courbe  de  contact,  est 
la  même  à  ses  deux  extrémités. 

Il  en  est  de  même  si  Tune  des  forces  données  agit  sur  le 
polygone  au  moyen  d'un  (il  ou  d'une  tige  quelconque  ter- 
minée par  un  anneau  dans  lequel  passe  le  fil  polygonal  : 
les  deux  côtés  du  polygone  situés  de  part  et  d'autre  de 
l'anneau  seront  également  tendus. 

96.  La  tension  T  étant  constante,  les  équations  (1)  de- 
viennent 

as  as  ds 

d'où 

*  [(**)■-(<•£)•*  ('•£)•] =<*—■>-, 

ou,  en  désignant  par  P  la  force,  et  par  R  le  rayon  de  cour- 
bure, 

T2  =  PJRJ,     d'où     P  =  ^- 

Ainsi,  quelle  que  soit  la  force  normale,  le  fil  prendra  une 
figure  telle,  que  cette  force  soit  en  raison  inverse  du  rayon 
de  courbure. 

D'où  il  suit  que  si  la  force  est  constante  et  que  la  courbe 
soit  plane,  elle  formera  un  arc  de  cercle. 

Si  la  force  normale  est  la  résistance  d'une  surface,  comme 
elle  doit  toujours  être  comprise  dans  le  plan  osculateur  de 
la  courbe,  ce  dernier  est  normal  à  cette  surface,  et  la  courbe 
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est  celle  de  longueur  minimum,  cuire  deux  quelconques 
de  ses  points. 

97.  Ou  peu!  trouver,  par  des  considérations  géomé- 
triques trés-sintplrs,  la  valeur  de  la  pression  exercée  sur 
la  surface.  Pour  cela,  considérons  la  courbe  que  forme  le 
lil,  comme  un  polygone  d'une  infinité  de  côtés  égaux 
entre  eux;  la  résultante  des  tensions  de  deux  côtés  consé- 
cutifs AB,  I1C  sera  dirigée  suivant  la  ligne  BU  qui  divise 
l'angle  AB  en  deux  parties  égales,  et  son  intensité  sera 


■iTcosCIlD, 


-BC 


la  ligne  CD  étant  menée  perpendiculairement  à  BC 
(./'£■  40-  *>'  '  ""  représente  par  R  le  rayon  du  cercle  qui 
passe  par  les  trois  points  A,  11,  C,  et  qui  n'est  autre  chose, 
à  la  limite,  que  le  cercle  osculaleur  de  la  courbe,  la  pres- 
sion sur  la  surface  sera  mesurée  par  T  —  ■   Lorsque  BC 

BPS  zéro,  la  pression  tend  elle-raihne  vers  zéro;  mais 
considère  une  longueur  extrêmement  petite  or  sur  le 
i  normales  pourront  être  considérées  comme  parai- 
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CHAPITRE  IX. 

ORIGINE  DU  PRINCIPE  DES  VITESSES  VIRTUELLES. 
DÉMONSTRATION  GÉNÉRALE  DE  CE  PRINCIPE. 


98.  Galilée  cherchant  à  se  rendre  compte  des  raisons  pour 
lesquelles  les  machines  ne  produisent  pas  toujours  les  avan- 
tages qu'on  en  espérait  en  employant  de  petites  forces  à 
vaincre  de  grandes  résistances,  reconnut  que  cela  tenait  à 
ce  que  dans  les  machines  en  mouvement  les  espaces  par- 
courus par  les  points  d'application  de  la  puissance  et  de  la 
résistance,  dans  le  sens  de  ces  forces,  étaient  en  raison  in- 
verse des  intensités  de  ces  forces,  lorsqu'elles  se  faisaient 
équilibre  sur  la  machine.  Cette  proposition  peut  être  re- 
gardée comme  le  point  de  départ  de  la  théorie  que  nous 
allons  exposer,  quoique  peut-être  il  ne  fût  pas  impos- 
sible d'en  trouver  quelque  idée  confuse  dans  les  ouvrages 
d'Aristotc. 

Galilée  la  déduit  des  conditions  d'équilibre  qu'il  dé- 
montre préalablement,  et  en  lire  la  conséquence  que  les 
machines  ne  peuvent  servir  à  augmenter  ce  qu'il  appelle 
improprement  la  force  (ce  qu'on  appelle  aujourd'hui  le 
travail),  mais  seulement  à  la  transformer;  qu'on  ne  peut 
par  leur  moyen  frauder  la  nature,  et  obtenir  beaucoup  en 
dépensant  peu.  Ainsi,  par  exemple,  pour  élever  un  certain 
poids  à  une  certaine  hauteur,  en  employant  un  poids  dix 
fois  plus  petit,  il  faut  que  ce  dernier  parcoure  en  descen- 
dant un  espace  dix  fois  plus  grand  que  l'autre  ;  de  sorte 
que  l'on  a  réellement  fait  le  même  travail  des  deux  cotés, 


savoir  dix  t'ois  celui  dfi  faire  parcourir  la  hauteur    donnée 
à  un  poids  c^rd  au  dixième  du  poids  donné. 

Cette  remarque  est  une  des  plus  importantes  dans  la 
théorie  des  machines,  et  peut  empêcher  bien  désillusions 
désastreuses  dans  l'industrie,  Galilée  la  déduit  des  condi- 
tions de  1  équilibre,  et  ne  l'emploie  pas  à  la  généralisation 
de  l'énoncé  de  ces  conditions  dans  les  dillérentes  machines 
'■u  équilibre,  mais  :i  l'appréciation  de  l'utilité  des  machines 

Desiarles  a  l'ail  précisément  l'inverse  :  il  a  admis  comme 
évident  qu  il  fallait  la  même  force  pour  élever  un  poids  à 
une  certaine  hauteur,  que  pour  élever  un  poids  double  a 
une  hauteur  moitié  moindre,  ou  un  poids  triple  à  une  hall- 
leur  trois  fois  moindre,  et  ainsi  de  suite;  parce  que,  dit-il, 
un  poids  P  élevé  à  une  hauteur  H,  est  la  même  chose  que  P 

élevé  à  In  hauteur  -  H  et  encore  P  élevé  à  -  H  ,  cVst-à- 
i  2 

dire  deux  l'ois  l'élévation  de  P  à  -  H.  Or  c'est  là  ee  que 

aPà  la  hauteur  -  H;    si  ee  n'est  que 

r  avait  fait  de  Ta 
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de  deux  poids  sur  une  machine?  pourquoi  dans  le  cas  d'é- 
quilibre un  déplacement  fictif  du  système  donnerait-il  éga- 
lité entre  les  produits  des  poids  déplacés,  par  les  hauteurs 
dont  ils  se  seront  élevés  ou  abaissés,  c'est-à-dire  entre  ce 
qu'il  appelle  les  forces  développées.  C'est  admettre  précisé- 
ment ce  qu'il  faut  prouver. 

Jean  Bernoulli  généralisa  la  proposition  de  Galilée  de  la 
manière  suivante  :  «  Lorsque  des  forces  quelconques  sont 
en  équilibre  sur  un  système  de  points  assujettis  à  certaines 
liaisons,  si  Ton  conçoit  ce  système  déplacé  infiniment  peu 
en  satisfaisant  toujours  à  ces  conditions  de  liaison,  la 
somme  des  produits  de  chaque  force  par  le  déplacement  de 
son  point  d'application  projeté  sur  la  direction  de  cette 
force,  sera  égal  à  zéro,  en  regardant- comme  positives  les 
projections  qui  sont  dans  le  sens  des  forces,  et  comme  né- 
gatives celles  qui  sont  en  sens  contraire.  » 

Bernoulli  se  contenta  d'énoncer  cette  proposition  géné- 
rale et  ne  la  démontra  point.  Il  est  vraisemblable  qu'il  y 
était  parvenu  en  considérant  des  cas  plus  compliqués  que 
ne  l'avait  fait  Galilée,  et  qu'il  l'avait  généralisée  par  simple 
induction.  Il  la  communiqua  en  1717  à  Varignon,  qui  en 
donna  l'énoncé  dans  sa  Nouvelle  Mécanique,  et  ne  la  dé- 
montra que  dans  quelques  cas  très-simples.  Lagrange,  dans 
la  première  édition  de  sa  Mécanique  analytique  >  l'admet 
comme  un  principe  reconnu,  ou,  suivant  sa  propre  expres- 
sion, comme  une  espèce  aV axiome  fie  mécanique;  et  il  se 
propose  de  le  réduire  en  une  formule  générale,  qui  renferme 
la  solution  de  tous  les  problèmes  qu'on  peut  proposer  sur 
l'équilibre  des  corps.  Ce  n'est  qu'après  la  publication  de 
ce  grand  ouvrage  de  Lagrange,  que  parut  la  première  dé- 
monstration générale  du  principe  en  question.  Kllc  est  duc 
à  Fourier,  et  ne  date  que  de  1 797.  Il  en  a  paru  depuis  un 
grand  nombre  d'autres  *,  et  Lagrange  lui-même  a  cru  devoir 
en  proposer  une  dans  la  seconde  édition  de  la  Mécanique 
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analytique.  Avant  île  faire  connaître  celle  que  nous  a  vont 
adoptée,  nous  allons,  en  suivant  la  nmrrtic  inêriie  de  cette 
découverte,  montrer  d'abord  dans  quelques  tas  simples. 
comment  on  a  pu  reconnaître  la  vinté  de  !j  proposition 
dont  il  s'agit. 

Mais  pour  la  commodité  du  langage,  nous  emploîci'ouh 
certaines  dénominations  introduites  par  Bernoulli,  et  que 
nous  allons  expliquer,  dans  le  sens  précis  où  elle»  sont  en- 
tendues aujourd'hui. 

!>'<).  Lorsque  l'on  considère  un  système  quelconque  de 
points  dans  une  première  position,  cl  que  Ton  HinpoasfiB- 
suiieque  chacun  d'eus  «oit  placé  dans  une  position  intini- 
ment  voisine  de  celle  qu'il  occupait,  sans  cesser  de  tatlsfoJït 
à  toutes  les  conditions  qui  dépendent  de  la  nature  du  syst 
on  nomme  vitesse  i-iriiw/lo  d'un  quelconque  de  ces  poîm 
la  droite  qui  joint  sa  première  position  n  la  seconde.  Celle 
dénomination  vient  de  ce  que  l'on  peut  concevoir  que  ee 
déplacement  se  fasse  avre  uniformité  dans  un  même  temps 
iulinimcut  [>eiit,  et  qu'alors  les  espaces  pan 
proportionnels  aux  vitesses;  et  en  outre  de  ce  (pic  ce 
placement   n'est  que  possible  et  ne  «Vllcctue  réellei 
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son  intensité  par  la  vitesse  virtuelle  de  son  point  d'applica- 
tion, estimée  suivant  la  direction  de  la  force. 

D'après  cela,  le  principe  de  Bernoulli  consiste  en  ce  que  : 

Si  un  système  quelconque  de  points  est  en  équilibre,  et 
que  ton  conçoive  un  déplacement  infiniment  petit  de  tous 
ses  points,  qui  soit  compatible  avec  toutes  les  conditions 
auxquelles  il  est  assujetti,  la  somme  des  moments  virtuels 
de  toutes  les  forces  est nulle ,  quel  que  soit  ce  déplacement. 
Et  réciproquement,  si  cette  condition  a  lieu  pour  tous  les 
déplacements  virtuels,  le  système  est  en  équilibre. 

Dans  cet  énoncé,  les  infiniment  petits  sont  considérés 
de  la  manière  ordinaire.  L'équation  n'est  exacte  qu'en  con- 
sidérant les  limites  des  rapports,  après  avoir  divisé  par 
l'une  quelconque  des  quantités  infiniment  petites  ;  en  d'au- 
tres termes,  la  somme  des  moments  est  infiniment  petite 
par  rapport  à  ces  moments  eux-mêmes. 

Cela  posé,  passons  à  l'examen  de  cas  particuliers  qui 
prépareront  à  l'établissement  de  la  proposition  générale. 

100.  Équilibre  d'un  point  unique.  —  L'équilibre  d'un 
point  entièrement  libre  exige  que  la  somme  des  forces  esti- 
mées suivant  une  direction  arbitraire  soit  nulle;  et  réci- 
proquement si  cela  est,  il  7  a  équilibre.  Soient  donc  P  Tune 
quelconque  des  forces  appliquées  à  ce  point,  u  l'angle 
qu'elle  forme  avec  une  direction  quelconque,  on  devra 

avoir 

iPcosp  =  o; 

et  réciproquement,  si  cette  équation  a  lieu  pour  toute  di- 
rection, le  point  sera  en  équilibre.  Si  Fou  multiplie  tous 
les  termes  par  une  quantité  arbitraire  m,  l'équation  de- 
vient 

XPmcosfx  =  o. 

Or  mcosp  est  la  grandeur  m  portée,  à  partir  du  point 
I.  «3 
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et  que  dan*  le  déplacement  infiniment  petit  d'une  droite  de 

longucui  lixc,  les  vitesses  virtuelles  de  ses  extrémités, 
estimées  suivant  sa  direction,  sont  égales  et  de  même  sens, 
au  second  ordre  près.  Cela  posé,  en  regardant  deux  forces 
parallèles,  appliquées  à  deux  points  donnés,  comme  limite» 
de  deux  forces  concourantes  passant  par  ces  mêmes  points, 
le  moment  virtuel  de  la  résultante  de  ces  dernières  étant 
toujours  égal  à  la  somme  de  ceux  de  ces  forces,  ou  parvient 
sans  jieiue  à  la  mémo  conclusion  pour  la  résultante  de 
forces  parallèles. 

Mais  on  y  parvient  directement  en  observant  que  lorsque 
la  droite  qui  joint  les  points  d'application  des  deux  forer* 
parallèles  et  de  leur  résultante  se  déplace  infiniment  peu, 
les  vitesses  virtuelles  de  ces  trois  points,  estimée*  daftl  h 
direction  de  cette  droite,  sont  égales  et  de  même  «en*.  Kl 
comme  la  résultante  est  égale  à  la  somme  algébrique  des 
composâmes,  son  moment  virtuel  est  égal  à  la  somme  al- 
gcbriqat!  île  ceux  îles  eontf>osantes. 

(03.  Si  le  point  est  assujetti  à  rester  sur  une  surface 
fixe,  nous  savons  qu'il  est  nécessaire  et  *iiuî*an!  pour  IV- 
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fini  ment  petit;  donc  EPchcosp.  est  infiniment  petit  par 
rapport  à  âs\  et  par  conséquent,  dans  le  sens  ordinaire  où 
Ton  entend  les  équations  infinitésimales,  on  a 

ZPtfjC0S/x  =  0. 

Donc,  dans  ce  nouveau  cas  d'équilibre,  la  somme  des 
moments  virtuels  des  forces  est  nulle  pour  tous  les  dépla- 
cements infiniment 'petits,  compatibles  avec  les  conditions 
de  la  question;  et  réciproquement. 

104.  Si  le  point  est  assujetti  à  rester  sur  une  courbe  fixe, 
il  cal  nécessaire  et  suffisant  pour  l'équilibre  que  la  résul- 
tante soit  normale  à  la  courbe,  et,  par  suite,  que  la  somme 
des  forces  estimées  dans  le  sens  de  la  tangente  soit  égale  a 
zéro.  D'où  Ton  conclut,  comme  dans  le  cas  précédent, 
qu'en  désignant  par  ds  un  arc  infiniment  petit  de  la  courbe, 

on  aura 

ZP£*cosp  =  o, 

en  négligeant  les  infiniment  petits  du  second  ordre.  Il  est 
donc  nécessaire  et  suffisant  pour  l'équilibre  que  la  somme 
des  moments  virtuels  des  forces  soit  nulle  pour  tous  les 
déplacements  des  points,  compatibles  avec  les  conditions 
auxquelles  il  est  assujetti. 

Si  le  point  n'était  que  posé  sur  la  surface  ou  sur  la  courbe, 
nous  avons  déjà  dit  qu'il  serait  nécessaire,  mais  non  suffi- 
sant, que  la  résultante  fût  normale.  Les  conditions  que 
nous  venons  d'indiquer  auraient  donc  encore  lieu,  mais  ne 
suffiraient  plus.  La  somme  des  moments  virtuels  ne  serait 
plus  nulle  pour  les  déplacements  d'un  point  suivant  des 
droites  inclinées  au  plan  tangent,  quoique  ces  déplace- 
ments soient  compatibles  avec  les  conditions  de  la  ques- 
tion. Elle  serait  égale  au  moment  de  la  résultante;  or 
celui-ci  est  négatif,  puisque  la  résultante  doit  appuyer  le 
point  sur  la  surface.  D'où  Ton  conclut  que,  dans  l'équilL- 
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bre  d'un  point  posé  sur  une  surface,  la  somme  des  moments 
virtuels  des  forces  est  nulle  quand  le  poiut  se  déplace  sur 
la  surface,  et  négative  pour  Ions  les  autres  déplacements 
qu'il  peut  subir. 

105.  Équilibre  du  levier.  —  Archimède,  qui  s'est  occupé 
le  premier  de  l'équilibre  du  levier,  l'a  considéré  comme  une 
droite  inflexible  dont  un  point  est  fixe,  et  à  laquelle  sont 
appliqués  deux  poids,  eu  des  points  situés  de  part  et  d'antre 
du  point  fixe.  11  a  démontré  que  pour  que  ces  deux  forces 
parallèles  fussent  en  équilibre  sur  ce  système,  il  était  né- 
cessaire et  suffisant  que  leurs  intensités  fussent  eu  raison 
inverse  des  distances  respectives  de  leurs  points  d'applica- 
tion au  point  fixe. 

Cet  énoncé  peut  se  transformer  de  la  manière  suivante  ; 
Soient  A  et  B  les  deux  points  d'application  des  forces  pa- 
rallèles P,  Q,  et  C  le  point  fixe.  On  aura  pour  l'équilibre 
la  condition 

P  _  en 

Q—  AC' 

Concevons  maintenant  le  levier  dans  une  autre  position 
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pour  un  déplacement  quelconque  donné  au  levier  autour 
de  son  point  fixe. 

Ou,  en  d'autres  termes,  que  les  produits  des  poids  par 
les  quantités  respectives  dont  ils  ont  été  élevés,  soient  égaux 
et  de  sens  contraires,  et  que  par  conséquent  leur  somme 
soit  égale  à  zéro. 

H  est  facile  de  reconnaître  que  cette  proposition  doit 
être  modifiée  si  les  trois  points  A,  B,  C  ne  sont  pas  en  ligne 
droite,  ou  si  les  forces  P,  Q  ne  sont  pas  parallèles. 

On  sait  que,  dans  ce  cas  plus  général,  l'équilibre  exige 

P 
que  le  rapport  —  soit  égal  au  rapport  inverse  des  perpen- 
diculaires abaissées  de  C  sur  les  directions  des  forces,  c'est- 
à-dire  que  Ton  doit  avoir 

P  _CBsinCBQ 
7$~  ACsi^CAP* 

ou,  en  remplaçant  CB,  CA  [far  les  quantités  proportion- 
nelles BBf,  AA', 

P  __  BB/  sinCBQ 
Q"~  AA'sinCAP* 

Ces  deux  sinus  sont  les  cosinus  des  angles  formés  res- 
pectivement par  les  directions  des  forces  avec  les  tangentes 
aux  ares  décrits  par  A  et  B;  si  donc  on  pouvait  prendre  la 
direction  des  cordes  au  Heu  de  celle  des  tangentes,  les  termes 
du  dernier  rapport  seraient  les  projections  des  déplace- 
ments BB',  AA'  sur  les  directions  des  forces  correspon- 
dantes; et  Fénoncé  serait  le  même  que  dans  le  premier 
cas  :  les  forces  seraient  en  raison  inverse  des  déplacements 
estimés  dans  les  directions  des  forces.  Mais  les  directions 
des  cordes  A  A',  BB'  sont  d'autant  plus  voisines  de  celles 
des  tangentes,  que  le  déplacement  est  plus  petit,  et  par 
conséquent  la  limite  du  rapport  de  leurs  projections  sur 
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les  forces,  est  égale  exactement  au  rapport  inverse  de  ces 
forces.  On  peut  donc,  en  employant  le  langage  des iafinir- 
ment  petits,  énoncer  cette  proposition  générale  : 

Dans  V  équilibre  du  levier,  les  deux  forces  sont  dams  le 
rapport  inverse  des  déplacements  infiniment  petits  corres*- 
pondants  de  leurs  points  d'application,  estimés  dams  les 
directions  de  ces  forces. 

Enoncé  qu'on  peut  changer  dans  le  suivant,  en  regar- 
dant les  projections  sur  les  forces  comme  positives,  ou  né- 
gatives, suivant  qu'elles  seront  dans  la  direction  de  ces 
forces  ou  dans  la  direction  opposée  : 

La  somme  algébrique  des  produits  des  forces  par  les 
déplacements  infiniment  petits  simultanés  de  leurs  points 
d'application,  estimés  suivant  la  direction  de  ces  forces^ 
est  égale  à  zéro. 

Et  cela  veut  dire  que  cette  somme,  si  elle  n'est  pas  ri- 
goureusement nulle,  est  égale  à  un  infiniment  petit  d'un 
ordre  supérieur  aux  déplacements;  ou,  en  d'autres  termes, 
que  si  on  le  divise  par  l'un  des  déplacements,  la  limite 
de  la  somme  sera  rigoureusement  zéro. 

Il  est  presque  inutile  de  faire  remarquer  que  cette  rela- 
tion entre  les  forces  et  les  déplacements  infiniment  petits, 
qui  est  une  conséquence  de  l'équilibre,  suffit  réciproque- 
ment pour  l'assurer,  puisqu'on  en  conclut  que  le  rapport 
des  forces  est  ce  qu'il  faut  pour  que  l'équilibre  ait  lieu. 

106.  En  examinant  au  même  point  de  vue  les  autres  ma- 
chines simples,  telles  que  le  treuil,  le  plan  incliné,  la  vis, 
ou  même  des  machines  composées  d'un  nombre  quelconque 
de  celles-ci,  on  reconnaîtra  facilement  la  vérité  de  cette 
proposition  générale  que  : 

Si  deu,c  forces  sont  en  équilibre  sur  un  pareil  système^ 
leurs  intensités  sont  réciproquement  proportionnelles  aux 
longueurs  obtenues  en  projetant  sur  leurs  directions  les 
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espaces  qui  seraient  parcourus  par  leurs  points  d'appli- 
cation, si  Von  faisait  passer  géométriquement  le  système 
dans  une  position  infiniment  voisine,  en  satisfaisant  tou- 
jours aux  conditions  auxquelles  il  est  assujetti* 

Cette  proposition  peut  être  changée  dans  l'égalité  des 
produits  des. extrêmes  et  des  moyens.  Et  si  l'on  observe  que 
les  deux  projections  des  espaces  parcourus  sont  dirigées, 
l'une  dans  le  sens  de  la  force  et  l'autre  en  sens  opposé;  que, 
de  plus,  on  convienne  de  prendre  la  première  comme  posi- 
tive, et  l'autre  comme  négative,  la  propriété  générale  de 
l'équilibre  des  machines  s'énoncera  ainsi  : 

Lorsque  deux  forces  sont  en  équilibre  sur  une  machine 
quelconque,  la  somme  des  produits  de  ces  forces  par  les 
déplacements  infiniment  petits,  et  simultanément  possibles, 
de  leurs  points  d'application,  projetés  sur  leurs  directions 
respectives,  est  égale  à  zéro.  Et  réciproquement  si  cela  a 
lieu  pour  tous  les  déplacements  possibles,  il  y  a  équilibre. 

La  même  proposition  s'étendrait  au  cas  où  les  forces  en 
équilibre  sur  la  machine  seraient  en  nombre  quelconque. 

107.  Cas  d'un  système  rigide  quelconque. — Considérons 
maintenant  le  cas  d'un  système  quelconque  de  points  liés 
entre  eux  d'une  manière  invariable,  ou,  en  d'autres  termes, 
un  corps  solide  quelconque;  ce  qui  comprendra  les  cas 
particuliers  des  lignes  ou  des  surfaces  que  nous  ne  traite- 
rons pas  à  part,  pour  ne  pas  trop  multiplier  les  détails. 

Les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  de  l'équilibre 
d'un  corps  solide  sont,  en  désignant  par  X,  Y,  Z  les  com- 
posantes positives  ou  négatives  de  la  force  appliquée  au 
point  quelconque  dont  les  coordonnées  sont  x,^,  z% 

2X  =  o,     iY  =  o,     lZ  =  o, 

2  (yZ  —  zY)  =  o,     2  (zX  —  xZ)  =  o,     2  (xY  —  y  X)  =  o. 

Il  s'agit  de  démontrer  que  ces  conditions  entraînent  celle 


que,  pour  toul  déplacement  infiniment  petit  du  système  ri- 
gide, la  somme  algébrique  de  tous  les  moments  virtuels  des 
forces  appliquées  soit  nulle,  et  réciproquement  :  condition 
qui,  d'après  ce  qui  précède,  s'exprimera  par  l'équation 

ï(X**+Y*-r  +  ZJE)=o, 

àx,  ôj-,  iz  désignant  les  variations  algébriques  des  coor- 
données x,  y,  s,  en  passant  de  la  position  donnée  à  une 
autre  voisine  quelconque,  si  le  corps  est  entièrement  libre  ; 
et  compatible  avec  ses  liaisons,  s'il  en  existe.  Rappelons- 
nous,  pour  cela,  que  tout  mouvement  infiniment  petit  d'un 
corps  solide  peut  être  regardé  comme  le  résultat  de  deux 
autres  ;  l'un  de  translation,  par  lequel  un  point  quelconque, 
considéré  comme  lié  au  système,  passera  de  sa  première  à 
sa  seconde  position  ;  1  au  lie  de  rotation  autour  de  ce  point, 
et  qui  peut  être  remplacé  par  trois  autres  efiecliiéa  succes- 
sivement autour  de  trois  axes  passant  par  ce  poîut.  en  par- 
tant toujours  de  la  position  occupée  par  le  corps  après  la 
translation.  Les  sommes  algébriques  des  variations  des 
coordonnées  de  disque  point  dans  ces  divers  mouvements 
seront,  en  négligeant  les  infiniment  petits  du  sceoudordre, 
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lions,  el  «,  6,  y  ne  seraient  plus  entièrement  arbitraires; 
et  il  en  serait  de  même  de  a,  &,  c;  maïs  nous  supposerons 
d'abord  que  le  système  ne  soit  nullement  gêné  dans  ses 
mouvements»  et  puisse  être  transporté  dans  une  position 
quelconque. 

Cela  posé,  la  rotation  a  autour  de  Taxe  AX  fera  varier 
les  coordonnées  x^y,  z  d'un  point  quelconque,  des  quan- 
tités respectives  o,  — -  azy  +  oljt,  etc.  Désignant  ces  varia- 
tions partielles  par  la  caractéristique  dx ,  nous  aurons 

donc 

£tx:=o,     ^i^  =  —  az,     àtz  =  cLjr. 

Désignant  de  même  par  3tf  dt  les  variations  provenant  des 
rotations  6,  y,  nous  aurons,  en  changeant  les  lettres  x,^,  z 
les  unes  dans  les  autres  suivant  la  loi,  plusieurs  fois  rap- 
pelée, 

£j/  =  o,     J,z  =  —  6x,     £,.r  =  6s, 

*i*  =  o,     *,*  =  —  1yf     3iX=ix. 

On  aura  donc,  d'après  ce  qui  précède, 

&x=z  a  4-  6»  —  yy, 
8jr  =r  b  H-  74?  —  as, 
Sz  =  c  H-  ap —  6a?, 

et  par  suite 

2  (X**  -f-  X*r  -H  ï8z)  =  I  (aX  -f-  bY  -h  cZ) 

4-  2X  (6s  —  7  j)  +  Y(7*  —  az)  -f-Z(«r  —  6a:), 

ou,  en  réunissant  les  coefficients  des  mêmes  indéterminées, 

Z(X 8*  -f-  Y *r  4-ZJ*)  =  «12X  4-  6  2  Y  -f-  c2Z 

-4-a2(.rZ  — zY)4-.6  2(zX  — xZ)-r-7Î(*Y— rX). 

Or  si  le  corps  est  en  équilibre,  les  coefficients  de  a,  fr,  c,  a,  6,  y 
sont  nuls  (n°  38);  et  par  conséquent  Z(Xcî  a: -f-Ydyn-ZJz) 
est  nul  pour  tous  les  déplacements  infiniment  petits  de  ce 
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corps.  Réciproquement  si  ctMltt  dernière  condition  a  lien, 
11  faut  que  le  serontl  membre  suit  nul,  quels  que  soient 
a,  A,  c,  a,  ë,  y  ;  ce  qui  exigu  que  leur»  coefficients  soient 
nuls  séparément,  d'où  résultent  les  six  équations  HBMM 
de  l'équilibre.  On  couclul  de  là  que  : 

Pour  qu'un  système  rigide  libre,  sollicité  par  des  forces 
quelconques,  soit  un  équilibre,  il  est  nécessaire  et  suffisant 
que,  pour  tous  les  déplacements  injhiimcitt  pvtits  de  ce 
système,  la  somme  des  moments  virtuels  tins  forées  soit 
égale  à  zéro. 

108.  Considérons  maintenant  un  corps  solide  qui  ne  soîl 
pas  en  tièrcineni  libre,  et  dont  certains  points  soient,  ou  fixes, 
ou  assujettis  .1  rester  sur  des  lignes  ou  des  surfaces  fixes  ;  et 
supposons  des  forces  en  cquililibre  sur  un  pareil  système. 
Les  surfaces  ou  lignes  lixes  ne  pourront  produire  que  tics 
forces  qui  leur  seront  normales,  et  les  points  fixes  pourront 
en  produire  dans  des  directions  quelconques.  Or,  si  l'on 
introduisait  ces  différentes  forces  inconnues,  l'équilibre 
aurait  lieu  entre  elles  cl  les  proposées,  en  supposant  ce  sys- 
tème entièrement  libre;  et,  par  conséquent,  il  est  néces- 
saire et  suffisant  DOlir  1  eauilibrc  une  la  somme  des   mo- 
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résultante  sera  égal  à  la  somme  de  ceux  des  compo- 
santes. Car  il  y  aurait  équilibre  en  introduisant  une  force 
égale  et  opposée  à  la  résultante;  la  somme  des  moments 
serait  donc  nulle  :  et  comme  celui  de  la  force  introduite  est 
égal  et  de  signe  contraire  à  celui  de  la  résultante,  il  s'en- 
suit que  ce  dernier  est  égal  à  la  somme  de  ceux  des  forces 
données. 

Réciproquement,  si  la  somme  des  moments  virtuels  des 
forces  données  est  nulle  pour  tous  les  déplacements  com- 
patibles avec  les  liaisons,  le  système  sera  en  équilibre. 

En  effet,  supposons  qu'il  n'y  soit  pas  et  que  sous  l'action 
de  ces  forces  il  prenne  un  certain  mouvement.  On  pourra,  en 
introduisant  de  nouvelles  liaisons,  s'il  est  nécessaire,  ren- 
dre ce  seul  mouvement  possible,  par  exemple  en  fixant 
les  courbes  décrites  parles  différents  points,  et  assujettis- 
sant ces  points  à  ne  pas  les  quitter.  Ces  nouvelles  liaisons 
n'empêcheront  pas  le  mouvement  d'avoir  lieu;  et  par  con- 
séquent dans  la  supposition  où  nous  nous  sommes  placés  il 
faut  admettre  que  les  forces  données  ne  seront  pas  en  équilibre 
malgré  l'introduction  de  ces  nouvelles  liaisons.  Or,  si  cela 
est,  on  pourra  introduire  une  force  qui  mettra  le  système 
en  équilibre;  car  il  suffira  de  la  faire  agir  suivant  la  tan- 
gente à  la  courbe  décrite  par  un  quelconque  des  points,  en 
sens  contraire  du  mouvement  de  ce  point,  et  avec  une  inten- 
sité égale  à  celle  que  produirait  un  obstacle  fixe  opposé  en 
ce  point  sur  la  courbe.  Mais  l'équilibre  ayant  lieu,  la 
somme  des  moments  virtuels  des  forces  données,  et  de  cette 
dernière,  devrait  être  nulle,  pour  le  déplacement  en  ques- 
tion; et  comme  le  moment  de  la  dernière  force  n'est  pas 
nul,  puisque  le  déplacement  est  dans  sa  direction  même,  la 
somme  des  moments  des  forces  données  ne  serait  pas  nulle; 
ce  qui  serait  contraire  à  l'hypothèse.  Il  ne  peut  donc  y 
avoir  aucun  mouvement  si  la  somme  des  moments  des 
forces  est  nulle  pour  tous  les  déplacements  compatibles  avec 
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les  liaisons  du  système.  0»  peut  donc  énoncer  la  proposi- 
tion suivante  : 

Lorsqu'un  corps  solùia  n'ait  pal  en'ièremeiit  lilirv,  il 
est  nécessaire  et  suffisant  fiour  qu'il  suit  en  éijujlihtm.  que. 
la  somme  algébrique  des  moments  ■virtuels  îles  Jbrcei 
qui  y  sont  appliquées,  mit  nulle,  pour  tous  le'  déplace- 
ments infiniment  petits  campa! i/'/es  avec  les  liaisons 
données. 

110.  Remarque.  —  Le  tas  d'une  droite  rigide  dooi  les 
différents  points  soin  sollicites  par  de*  forces  quelconques, 
rentre  dans  le  cas  général  qui  vient  d'être  traité  et  par  con- 
séquent les  mêmes  conclusions  t'y  appliquent.  Rien  ne  serait 
plus  facile  d'ailleurs  que  de  le  traiter  directement.  On  eoni- 
menccraÎL  par  remplacer  toute  forée  appliquée  en  un  point 
quelconque  de  la  droite,  par  deux  autres  parallèles  appli- 
quées à  ses  extrémités,  ce  qui  n'altérerait  pas  la  somma 
des  moments  virtuels.  On  remplacerait  ensuite  par  une 
seule  force  toutes  relies  quî  sont  appliquées  à  chacune  des 
extrémités,  ce  qui  n'altérerait  pas  la  somme  des  uniment* 
virtuels.  La  démonstration  s'achèverait  alors  sans  ditlieul  té. 
puisque  ces  deux  forces,  en  y  comprenant  les  résistances 
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anneaux,  ou  par  des  points  fixes  :  et  dans  la  réalité  ces 
deux  derniers  cas  rentrent  dans  le  premier.  Ainsi  dans  la 
question  qui  nous  occupe,  les  deux  forces  en  équilibre  sur 
le  fil  sont  égales,  et.  tirent  le  fil  en  sens  contraires* 

Or  la  liaison  des  deux  points  extrêmes  où  sont  appliquées 
les  forces  consiste  en  ce  que  le  fil  soit  toujours  tendu,  sans 
quoi  il  n'y  aurait  aucune  action  transmise  par  lui,  et  au* 
cime  liaison  entre  les  deux  extrémités.  Nous  prendrons 
donc  comme  condition  des  déplacements  virtuels,  que  la 
somme  des  distances  des  deux  points  extrêmes  du  fil  au 
point  fixe  sur  lequel  il  peut  glisser,  soit  constante. 

En  entendant  de  cette  manière  la  liaison  des  deux  points 
extrêmes,  les  projections  des  deux  parties  du  fil  sur  leurs 
directions  avant  le  déplacement  virtuel  donneront  donc 
aussi  la  même  somme,  aux  infiniment  petits  du  second  or- 
dre près  \  et  par  conséquent  les  projections  des  déplace* 
ments  virtuels  des  extrémités  sur  ces  mêmes  directions  se- 
ront égales,  en  négligeant  les  infiniment  petits  du  second 
ordre,  et  de  plus  seront  dirigées  d'une  manière  différente 
par  rapport  aux  deux  forces.  D'où  il  suit  que  la  somme  des 
moments  virtuels  de  ces  forces  sera  nulle  pour  tout  dépla- 
cement compatible  avec  les  liaisons. 

Réciproquement  si  cette  dernière  condition  était  rem- 
plie, les  forces  seraient  égales  et  tendraient  à  faire  mouvoir 
le  fil  en  sens  contraire;  il  y  aurait  donc  équilibre. 

Remarque.  — Tout  ce  que  nous  venons  de  dire  s'applique 
aux  cas  où  le  fil  passerait  par  plusieurs  points  fixes,  et  sur 
des  courbes  ou  sur  des  surfaces  fixes. 


Démonstration  générale  du  principe  des  vitesses  virtuelles. 

412.  Nous  commencerons  par  définir  avec  précision  le 
système  sur  lequel  les  forces  données  sont  en  équilibre. 
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Ce  système  peut  être  composé  do  parités  rigide)  d'm 
éli  n'Iiif  finie,  ou  corps  solides,  et  de  points  sans  étend  m 
sensible.  Ces  puints  ou  des  points  particuliers  des  solides 
peuvent  être  liés  les  uns  aux  autres  par  des  droites  inflexible» 
et  inextensibles,  ou  par  des  fils  flexibles;  ils  peuvent  èM 
assujettis  à  rester  sur  des  surfaces  ou  des  courbes  fixes  ou 
mobiles,  sans  résistance  langentîellc.  1  <■■■  corps  faisant  par- 
tie du  système  peuvent  toucher  et  presser  suivant  la  dir 
lion  de  la  normale  commune  d'autres  corps  mobili-s  et 
faisant  aussi  partie  du  système,  on  des  corps  fixes  dans  IV> 
pace.  Knfin  les  surfaces  de  corps  appartenant  au  système, 
peuvent  être  assujetties  à  passer  par  des  points  fixes,  sur 
lesquels  elles  peuvent  librement  g  1  User. 

Cela  posé,  des  forces  i| i ici conq lies  clam  supposées  appli- 
quées à  des  points  d'un  pareil  système,  il  s'agit  de  ( 
montrer  que  pour  tout  déplacement  \iilucl,  cVst-s-dire 
compatible  avec  les  liaUons,  la  somme  des  moments  vir- 
tuels infiniment  petits  est  égale  à  zéro;  et  récipioquciniui. 

Soit  M  un  point  quelconque,  auquel  sont  appliquée*  do 

forces  données  P,  Q,  R, Soient  F,  F",. . .  de»  nctioi 

exercées  sur  M  par  d'autres  points  M,  M',...  du  sysième  r 
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teudant  ainsi  ces  déplacements,  on  aura 


+  Fêl{mm')  +  Y,3l(mmv)...  +  Kt*  +  K'*n'+...=:o9 

la  caractéristique  $t  désignant  la  variation  correspondante 
au  déplacement  du  point  m  seulement. 

On  aura  des  équations  analogues  pour  chacun  des  autres 
points.  Considérons  ceux  qui  fournissent  des  termes  dans 
l'équation  (1).  Dans  l'équation  relative  au  point  m\  le 
terme  introduit  par  Faction  de  m  sera  Fât  (mm') ,  dt  dési- 
gnant la  variation  relative  au  déplacement  de  mf  seul, 
m  restant  fixe.  De  sorte  que  par  l'addition  de  l'équation  (1) 
et  de  cette  seconde  ,  les  deux  termes  renfermant  F  se 
réduiront  a  Fâ  (mm') ,  â  désignant  la  variation  de  la  dis- 
tence  mm'  quand  les  deux  extrémités  se  déplacent  pour 
parvenir  aux  positions  qu'elles  doivent  avoir  après  le  dé- 
placement virtuel  donné  au  système  entier.  Or,  d'après 
l'hypothèse,  mm'  a  une  valeur  constante,  donc  â(mm') 
est  nul,  et  la  force  F  n'entrera  pas  dans  l'équation  résul- 
tant de  l'addition. 

Noos  n'avons  fait  ici  aucune  distinction  entre  une  tige 
inflexible  et  un  fil  flexible  restant  rectiligne  et  de  longueur 
constante.  Mais  s'il  s'agissait  d'un  fil  passant  par  un  point 
fixe  sur  lequel  il  pourrait  glisser,  ou  qui  pourrait  glisser 
sur  lui,  les  deux  parties  rectilignes  ne  seraient  plus  con- 
stantes/, mais  leur  somme  le  serait.  Les  projections  des 
espace» parcourus  par  les  deux  extrémités  sur  les  directions 
respectives  des  fils  seraient  encore  égales,  ainsi  que  les 
deux  forces  provenant  de  la  résistance  du  fil  :  leurs 
moments  virtuels  seraient  encore  égaux  et  de  signe  con- 
traire, et  disparaîtraient  encore  dans  l'addition  des  équa- 
tions. 

Supposant  donc  qu'on  ait  ajouté  les  équations  analogues 
I.  14 
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à  (i)  et  relatives  a  tous  le*  point*  ilu  système,  luula»  1rs 
forces  F,  F'  auront  '!<•(*  r n .  Voyons  te que  deviennent  Ici 
moments  qui  proviennent  de*  force*  Pi. 

Si  la  surfera  qui  jiimluii  la  fortv  itorru.de  N  M  fiw,  le 
déplaecmenl  du  point  d'application  sVllci  tuant  sur  cettr 
surface  mi'innr,  jii  »era  uni,  le  montent  Ndn  sera  nul;  ti 
il  en  sera  de  même  «le  lotis  teuv  uni  proviendront  de  la  iv- 
aisUace  de  surfaces  lises. 

Si  la  surface  est  mobile,  an  ne  sera,  plus  nul,  et  le  nn> 
ment  iW«  restera  dans  l'équation  (i).  Uait  U  point  o\em 
sur  la  surface  une  réaction  «gale  et  opposée,  dont  le  wv 
m. m  virtuel  serait  par  emiséquciit  —  (\  in.  Or  le  corjH 
solide  d'uil  la  surface  produit  la  force  N,  doit  Cire  vn  équi- 
libre bu  moyen  de  toutes  les  forées  extérieure»  qui  y  sont 
appliquées,  et  parmi  lesquelles  il  faut  compter  U  réaction 
du  point.  Doue,  d'après  ce  que  nous  avons  va  précédem- 
ment, U  somme  des  ra'niiaiis  virtuels  de  toute»  ces  Corées 
est  nulle,  ei  dans  cette  équation  se  trouvei  j  le  le: 
—  Ndn;  de  sorte  que  dans  la  somme  de*  équations 
deux  termes  rcnfcrin-tni  M  m-  détruiront.  odvMU  foire 
connue  disparaîtra.   Il  en  serait  de  même  pour  tous 
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forces  de  pression  sont  égaux  et  de  signes  contraire!,  oa 
nuls,  et  disparaissent  dans  Ja  somme. 

La  même  conséquence  s'applique  au  cas  où  la  surface  de 
l'un  des  corps  serait  assujettie  à  passer  par  des  points  fixes 
sur  lesquels  elle  pourrait  librement  glisser.  Carres  points 
peuvent  être  considérés  comme  des  surfaces  infiniment  pe- 
tites, auxquelles  la  surface  du  rorps  serait  assujettie  à  être 
tangente. 

11  résulte  de  cette  discussion  que  dans  la  somme  des  pre- 
miers membres  des  équations  fournies  par  l'équilibre  des 
diverses  parties  du  système,  il  ne  reste  que  les  moments 
virtuels  des  forces  données  ou  des  forces  mutuelles  exercées 
par  les  points  les  uns  sur  les  autres,  suivant  des  lois  données. 

Désignant  ces  diverses  forces  sous  le  nom  de  forces  exté- 
rieures, pour  les  distinguer  des  forces  inconnues  provenant 
des  liaisons,  et  que  nous  appellerons  intérieures,  les  con- 
séquences précédentes  conduisent  à  cette  proposition  gé- 
nérale : 

Lorsqu'un  système  assujetti  à  des  liaisons  quelconques, 
du  genre  de  celles  que  nous  avons  définies,  est  en  équilibre, 
sous  Faction  de  forces  extérieures  quelconques,  la  somme 
des  moments  virtuels  de  ces  forces  est  nulle  pour  tout  dé- 
placement infiniment  petit  compatible  avec  les  liaisons  du 
système. 

113.  Réciproque.  —  La  réciproque  de  cette  proposition 
est  vraie,  c'est-à-dire  que  si,  pour  tous  les  déplacements 
infiniment  petits  compatibles  avec  les  liaisons,  la  somme 
des  moments  virtuels  est  nulle,  le  système  est  en  équilibre. 
En  effet,  s'il  n'y  était  pas,  il  prendrait  un  mouvement  dé- 
terminé, et  chaque  point  décrirait  une  certaine  ligne  en 
vertu  des  forces  données  et  des  liaisons»  Quelles  que  soient 
ces  lignes,  on  ne  changera  rien  au  mouvement  en  introdui- 
sant de  nouvel  les  liai  sons  qui  ne  permettraient  au  système 

'4. 


<iue  île  ]>rcndn  le  mouvement  même  qu'il  prend ,  tir  telle 
sorte  tjue  le  mouvement  d'un  »eul  de  »cs  points  déferai  iu  c- 
rail  celui  des  autres,  et  que  la  lisile  d  un  point  déiermi lie- 
rait celle  des  autres.  Ces  liaisons  étant  supposée*  fcflnr* 
duites.  prenons  le  déplacement  virtuel  suivant  ce  mou- 
vement devenu  seul  possible.  Pour  ce  déplacement,  par 
hypothèse,  la  somme  des  moments  virtuels  sci  i  Dalle, 
c'est-à-dire  sera  un  infiniment  petit  d'un  ordre  supérieur 
au  premier;  et  le  premier  ordre  sera  déterminé  en  général 
par  le  déplacement  de  chaque  point.  Si  cependant,  dan» 
un  cas  particulier,  quelques  point»  décrivaient  dans  té 
mouvement  des  espaces  infiniment  petits  par  rapport  au* 
autres,  ce  sont  ces  derniers  qu'on  choisirait  pour  délcrmi- 
ner  le  premier  ordre.  Maintenant  consiiléron»  un  drs 
points  correspondant  à  un  moment  virtuel  infiniment  petit 
dupiemierordre;  et  ctiipèi-hotis  son  mouvement,  par  exem- 
ple par  un  obstacle  place  sur  la  ligne  qu'il  décrit,  ci  qui 
produira  une  force  opposée  au  mouvement  qu'il  irtidnit  ,1 
prendre.  Le  point,  et  par  suite  le  système,  restera  en  repu», 
et  la  force  introduite  jointe  aux  forces  donnée*  produira 
1  énuilibre.    Donc,  d'après   la    urtino>itii>n   nrécédente.   la 
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nies,  est  sollicité  par  des  forces  quelconques,  il  est  néces- 
saire et  suffisant  pour  qu'il  y  ait  équilibre  que  la  somme 
des  moments  virtuels  des  forces  extérieures  agissant  sur  le 
système,  soit  nulle  pour  tout  déplacement  infiniment  petit 
compatible  avec  les  liaisons.  » 

C'est  en  cela  que  consiste  ce  qu'on  appelle  le  principe 
des  vitesses  virtuelles. 

114*.  Deux  systèmes  de  forces  appliquées  à  des  points  liés 
entre  eux  d'une  manière  quelconque,  sont  dits  équivalents 
lorsqu'ils  pourraient  être  détruits  séparément  par  les 
mêmes  forces  ;  et  il  est  clair  que  la  même  propriété  ne  se 
conserverait  pas  en  général,  si  la  nature  des  liaisons  chan- 
geait. Or  il  résulte  du  principe  des  vitesses  virtuelles  que 
la  somme  des  moments  virtuels  de  deux  systèmes  équiva- 
lents est  la  même,  puisqu'elle  est  égale  et  de  signe  contraire 
à  une  même  somme.  * 

Si  deux  systèmes  peuvent  être  détruits  séparément  par 
un  troisième,  il  est  évident  que  tout  autre  système  qui  dé- 
truirait l'un  des  deux  détruirait  l'autre,  puisque  la  somme 
de  leurs  moments  virtuels  serait  la  même,  en  vertu  de  la 
première  condition.  Réciproquement,  si  la  somme  des  mo- 
ments virtuels  de  deux  systèmes  est  la  même,  ils  feraient 
évidemment  équilibre  aux  mêmes  systèmes.. 

115.  Pour  exprimer  celle  proposition  générale  par  une 
formule  algébrique,  désignons  par  P,  Q,  R  les  intensités 
des  diverses  forces  appliquées  aux  points  du  système,  et 
par  p,  q,  r, . . . ,  les  distances  de  ces  points  a  des  points*  fixes 
pris  sur  les  directions  mêmes  de  toutes  les  forces  ou  sur  les 
directions  contraires  :  la  condition  d'équilibre  sera  expri- 
mée par  l'équation 

Pa/>4-Q<ty-hR<Jr-4-.  .  .  =o, 

(*)  I      ou 
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la   soumit'  £  se  rapportant  à  lonlr*  les  lunes  extérieures, 

c'est-à-dire  à  <■■■!!-  ...ni  ne  proviennent  pas  des  liaisons  du 

système. 

Si  l'un  remplace  ehucune  de»  farom  par  ses  OOfeipOWlKM 
parallèles    aux    axes   X,    Y,    Z,    et    qu'on    se    rappelle    la 

V$l>  =  XeU  +  Ycï,rH-Z*», 

démontrée  générale  (n"  101  ),  en  tenant  compte  des  signe-. 
de  X,Y,  Z,  x,y^  *,  l'équation  (a)  pourra  être  remplacée 
par  la  suivante  : 

(3)  s(&4>  ■+-  YJrH-za»]  =  o. 


[Voua  allons  soir  éliminent  celle  équuliim  peut  donner 
les  conditions  de  l'équilibre  d'un  système  quelconque- 

Supposons  d'abord, •comme  on  le  fait  ordinairement, 
que  les  liaisons  du  système  puissent  être  exprimée!*  par  de* 
équations  entre  les  coordonnées  de  ses  différent»  point», 
et  soient 

L  =  o,     L'=  o,      l/  =  o,.    .  , 
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et  qu'on  les  reporte  dans  l'équation  (3),  elle  en  renfermera 
encore  'im  —  >#,  qui  seront  entièrement  indéterminées.  Et 
comme  celle  équation  doit  avoir  Heu  pour  tous  les  dépla- 
cements qui  satisfont  aux  conditions  du  système,  elle  sera 
satisfaite,  quelque  valeur  que  Ton  donne  à  ces  indétermi- 
nées; ce  qui  exige  que  les  coefficients  de  chacune  d'elles 
soient  nuls  séparément.  On  aura  ainsi  3#w  — n  équations, 
nécessaires  et  suffisantes  pour  F  équilibre.  En  les  joignant 
aux  n  équations  données,  on  aura  uu  nombre  d'équations 
égal  au  nombre  des  coordonnées  des  points  du  système. 

Elles  pourront  servir  à  déterminer  les  positions  d'un 
certain  nombre  de  points  d'application,  ainsi  que  les  gran- 
deurs et  les  directions  d'un  certain  nombre  de»  forces,  de 
manière  à  ce  que  l'équilibre  ait  lieu. 

L'élimination  de  n  variations  entre  les  équations  (3) 
et  (4  )  peut  s'effectuer  de  différentes  manières  :  on  pourrait 
tirer  leurs  valeurs  des  n  équations  (4)  et  les  substituer 
dans  l'équation  (3),  puis  égaler  à  zéro  les  coefficients  des 
3/7i — n  restantes.  Mais  il  vaut  mieux  multiplier  les  équa- 
tions (4)  par  des  facteurs  indéterminés  1,  V,  A",  etc.,  pujs 
les  ajouter  à  l'équation  (3).  On  égalera  ensuite  à  zéro  les 
coefficients  des  n  variations  qu'on  voudra  éliminer;  ce  qui 
déterminera  A,  X',  1",  etc.,  et  enfin  on  égalera  a  zéro  les 
coefficients  des  autres  variations.  On  voit  donc  qu'après 
avoir  ajouté  toutes  les  équations,  on  devra  annuler  séparé- 
ment les  coefficients  des  3 m  variations;  n  de  ces  équations 
détermineront  A,  1' ,  X",  etc.,  et,  en  substituant  leurs  valeurs 
dans  les  autres,  on  aura  les  conditions  d'équilibre  du  sys- 
tème. 

116.  L'avantage  de  cette  méthode  n'est  pas  d'abréger  le 
calcul,  mais  de  faire  connaître  les  efforts  produits  par  les 
liaisons,  et  les  forces  qui  pourraient  remplacer  les  équa- 
tion» qui  expriment  ces  liaison». 


^J 
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Eu  effet,  les  im  équations  auxquelles  ou  parvieut,  sont 

X  +  *~  -4-V  -_H-i"__  -f-...  =  o, 

rii                dj                  (M 

„          WL       ,,</L'       ,-rfi," 

Y+1  —  -+-V  —  -t-V— -M-...  =  tt, 
nj"             "y              dy 

dL         ,  </L'         „</L" 

Z  +  X—-|-i'  —  -t-V"  — +...=<>, 
</z               rtï                ai 

(5) 

v,      ,  dL       vdL!       .„  dL" 
dx'            rfj-               tir' 

„,      ,  dL       „rfL'       ,„rfL" 

Y' +  1  t-,  +  V ---+ 1* -—+...  =  0 , 

dy         dy          dy 

T7     ^+    T  "T- ■-"■•• 

Or  ces  éV 

nations  seraient  les  mimes,  si  les  équations  L  =  o, 

L'=  o,  etc.,  n'existaient  pas,  e'cst-à-dirc  si  tous  les  points 

étaient  libres,  el  qu'on  appliquât  au  point  M  une  force  ayant 

pour  composantes 

,l\          Al.         4M.         Jt: 
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serait  L  =  o,  mais  dans  laquelle  a/,  y*9  z1  seraient  seules 
variables,  et  ainsi  de  suite  pour  les  autres  points. 

Ce  que  nous  venons  de  dire  de  l'équation  L  =  o  peut 
se  dire  de  toutes  les  autres;  et  dès  qu'on  aura  déterminé, 
comme  nous  Pavons  dit,  les  valeurs  de  X,  X',  1",  etc.,  on 
connaîtra  les  grandeurs  et  les  directions  des  forces  dont  les 
diverses  liaisons  tiennent  la  place,  et  qui  réciproquement 
pourraient  remplacer  ces  liaisons. 

Cas  où  L,  L', . . .  ,   ne  dépendent  pas  seulement 

des  coordonnées. 

117.  Nous  avons  supposé  que  les  équations  L  =  o,  etc., 
qui  expriment  les  liaisons  des  points  du  système,  ne  ren- 
fermaient de  variables  que  les  coordonnées  de  ces  points, 
de  quelque  nature  qu'elles  soient.  Mais  il  pourrait  arriver 
que  les  équations  de  condition  fussent  d'une  autre  forme, 
même  quand  elles  seraient  réductibles  à  celle-là,  et  il  est 
possible  aussi  qu'elles  n'y  soient  pas  réductibles. 

Pour  donner  un  exemple  du  premier  cas,  supposons  que 
le  point  dont  les  coordonnées  sont  x,  y,  z  soit  assujetti 
à  rester  sur  une  surface  engendrée  par  une  courbe  mobile 
dont  les  deux  équations  sont 

F(«,  r,  *,  a)  =  o,     f(x,  y,  s,  a)  =  o, 

. 

a  étant  un  paramètre  variable  qui  détermine  chaque  géné- 
ratrice de  la  surface,  et  qu'il  faut  éliminer  entre  ces  deux 
équations  pour  avoir  celle  de  cette  surface. 

Si  l'on  faisait  l'élimination  de  a,  on  rentrerait  dans  le 
cas  précédent;  mais  si  on  ne  peut  pas,  ou  si  on  ne  veut  pas 
la  faire,  on  peut  s'en  dispenser.  En  effet,  pour  passer  du 
point  donné  jr,  y,  z  à  un  point  inCnimenl  voisin  de  la 
surface,  il  faut  d'abord  augmenter  l'a  qui  s'y  rapporte 
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d'une  quantité  iiilinimcui  petit*  Sa  pour  passer  i  une  gé- 
nératrice voisine;  cl  changer  x,  y,  r  en  jr-t-$T.  Y -t-ir. 
x-hàz,  en  exprimant  que  ces  nouvelles  coordonnées  fc*- 
tisfout  aux  équation*  de  la  nniivillr  gfaéwUrta  :  ce  qui 
donne,  en  retranchant  les  équations  deux  à  deux, 


dV  , 


■  IV 


-u  , 


</F  , 


,*<" 


Sa  =  o 


>fy 


--fia. 


On  aurait  aiusî  deux  équation»  au  lieu  d'une  cuire  le» 
variations;  mais  aussi  il  y  a  de  plus  In  variation  3a,  ce 
qui  laisse  le  même  nombre  de  variations  arbitraires.  On 
■  entrerait  dans  le  premier  cas  eu  lilimiiuni  ou  entre  In 
deux  dernières  équations. 

118.  Donnons  maintenant  un  exemple  du  C*6  "ù  tes 
liaisons  ne  pourraient  être  exprimées  par  des  équaiious  où 
les  coordonnées  des  points  seraient  les  seules  variables. 

Supposons  que  certains  points  du  système  soumis  à  l'ac- 
tion de  forces  X,  \,  Z,  X',  Y',  Z'.  etc.,  soient  assujettis 
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cette  équation.  Il  s'agit  de  trouver  les  relations  qui  en  ré- 
sultent entre  les  déplacements  virtuels  Sx,  ây,  iz,  dx' , 
dy\...,  des  points  assujettis  a  rester  sur  cette  surface,  dans 
toutes  les  positions  infiniment  voisines  de  celle  qui  corres- 
pond à  l'équilibre.  Or  les  coordonnées  x^  y,  z,  après  être 
devenues  x-î-âx,  y  +  dy,  z-{-dz,  doivent  satisfaire  à 
l'équation  de  la  surface  dont  les  paramètres  sont  devenus 
a  -+-  da,  b  -h  âb,. . . ,  et  l'on  aura  par  conséquent,  en  re- 
tranchant les  deux  équations, 

dY  %         dY  %         dY  %        dY  ,         dY  „       dY  % 
dx  dy  dz  da  db  de 

df  %A       dY  .         dY  -, 

On  aura  de  même  pour  le  point  oc!,  y1,  zf 
dY  dY  dY  dY'  dY' 

en  entendant  que  -7—  >  —7-  ne  ai  itèrent  de  —  »  -jr-  que  par 

le  changement  de  xy  y,  z  en  j/,  y*9  Z*. 

On  agirait  de  même  pour  tons  les  points  assujettis  à  res- 
ter sur  la  même  surface. 

Cela  posé,  soient  X,  p,  v, . . . ,  les  divers  facteurs  par  les- 
quels on  multipliera  ces  équations,  pour  les  ajouter  à  celle 
des  vitesses  virtuelles,  d'après  la  méthode  précédente  5  eu 
égalant  à  zéro  les  coefficients  des  variations  dfr.  ây9  àz, 
da/, . . . ,  3a,  $b, ... ,  on  aura  d'abord 

dY  dY  dY 

X  +  )t-  =  o,      Y-f-X— -=0,      Z-h>-3-  =  o, 
«X  djr  dz 

(6)   {  v,  <**  v,  <*F  r..  àY 


|Xf+^s>  =  °.   Y'+^ 
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«ii  nuppu pie  x,  y,  «,...,  n'enirenl  pas  dans  d'auir» 

équations-,  sans  quoi  on  ajouterait  les  termes  qui  en  pru- 
viendraienl  aux  précédents.  Et  l'on  aura  en  outre 


Le»  équations  (6)  font  voir  que  les  forées  appliquée» 
aux  points  x,  j,  s,  a', jr\  z',.  .  .,  doivent  cire  normales  n 
la  surface  mobile  :  eu  les  combinant  avec  les  équations  {7), 
ou  aurait  par  l'élimination  du  X,  fi,  v. . .  . ,  les  conditions  de 
l'équilibre  des  forces  appliquées  à  ta  surface  mobile. 

Cet  exemple  suffit  pour  montrer  comme  m  il  faudrait 
faire  dans  des  cas  plus  compliqués. 

Remarques  sur  tes  forces  produites  par  tes  ttnisvtn. 
H9.   Nous  avons  va  (n°  110)  quelles  forces  pouvaient 
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appareils  sont  définis  dans  tous  leurs  détails,  et  qu'on  ne 
se  borne  pas  à  donner  les  équations  entre  les  coordonnées, 
qui  en  sont  la  conséquence. 

Si,  par  exemple,  un  point  est  lié  à  un  point  fixe  par  une 
tige  rigide,  on  aura  entre  les  coordonnées  x9  jy  z  du  pre- 
mier et  les  coordonnées  a,  &,  c  du  second  l'équation 

(x  -  a y  +  [y  —  by  -h  (z  —  cy  s?  F, 

l  désignant  la  longueur  de  la  tige.  Mais  on  aurait  aussi  la 
même  équation  en  assujettissant  le  point  à  rester  sur  une 
sphère  matérielle  ayant  pour  rayon  /  et  pour  centre  le  point 
a,  ft,  c.  Cette  sphère  pourra  être  rendue  immobile  en 
fixant  trois  de  ses  points,  et  Ton  voit  combien,  dans  ces  dif- 
férents cas,  seront  différentes  toutes  les  actions  partielles 
exercées  dans  ces  divers  appareils,  et  qui  cependant  donne- 
ront toujours  au  point  mobile  une  résultante  normale  à  la 
sphère  déterminée  par  l'équation  précédente.  Il  serait  su- 
perflu d'insister  davantage  sur  un  point  aussi  évident. 

120.  Conséquence  relative  au  mouvement  géométrique 
d'un  point.  —  Si,  par  suite  de  certaines  liaisons,  un  point 
ne  peut  se  déplacer  que  sur  une  certaine  surface  ou  une 
certaine  courbe  purement  idéale,  on  peut,  d'après  ce  qui 
précède,  supprimer  toutes  ces  liaisons  et  assujettir  le  point 
a  ne  pouvoir  quitter  cette  surface  ou  cette  courbe  devenue 
matérielle.  En  effet,  il  en  résultera  les  mêmes  relations 
entre  les  déplacements  virtuels  et  les  conditions  d'équilibre 
seront  par  conséquent  les  mêmes. 

Ainsi,  sur  un  plan,  le  sommet  d'un  angle  constant  dont 
les  côtés  passent  par  deux  points  fixes  ne  peut  que  se 
mouvoir  sur  un  arc  de  fcêrcïe;  et  s'il  est  soumis  à  l'ac- 
tion de<certaines  forces,  il  faudra  que  leur  résultante  soit 
détruite  par  les  résistances  des  points  fixes,  lesquelles 
seront  normales  aux  côtés  de  l'angle  rigide,  s'il  n'y  a  pas 
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de  ïrolienucnt.  Mais  si  l'on  veut  taire  abstraction  <]<•  rc* 
liaisons,  on  pourra  supposer  l'arc  de  cercle  rendu  matériel 
el  fixe,  et  le  point  assujetti  A  lie  pouvoir  que  «lisser  libre- 
ment surlui.  Cette  considération  conduira  plu*  simplement 
n  la  même  condition  d'équilibre  que  donnerait  l'autre 
mode  de  liaison,  savoir  que  la  résultante  u>it  normale  au 

Le  plus  ordinairement,  on  regarde  comme  évidente  l.i 
possibilité  de  remplacer  ainsi  les  liaisons  par  la  surfin ■••  DD 
la  courbe,  rendue  matérielle  et  lixe,  et  qui  n'est  cependant 
qu'une  conséquence purement  géomiUl  ique  de  liaisons  d'un 
autre  genre;  et  l'on  fait  servir  ce  principe  à  la  démonstra- 
tion même  du  principe  des  vitesses  virtuelles,  dont,  |Q 
contraire,  nous  venons  de  le  déduire.  Sans  Voitlou  Lrop 
condamner  cette  manière  de  procéder,  que  noiiA  avoua 
nous-raême  suivie  quelquefois  autre  pari  que  dans  «et  ou- 
vrage, nous  nous  bornerons  à  dire  que  ce  n'est  qu'après 
mûre  réflexion  qu'elle  omis  a  paru  uti  pru  livpiilbélique. 

Ce  n'est  pas  qu'il  me  paraisse  impossible  d'ét;ili!ii  R 
principe,  mais  couimc  ion  séquence  et  non  a  priori;  ci 
alors  on  aurait  une  exposition  théorique  moin»  simple  «y- 
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qui  exprime  la  somme  des  moments  virtuels  devant  être 
nulle,  elle  aura  sa  dérivée  nulle.  Il  s  agira  doue  de  détermi- 
ner la  forme  de  la  courbe  par  la  condition  que  la  variation 
d'une  intégrale  déGnie,  prise  dans  toute  son  étendue,  soit 
nulle  en  passant  de  cette  courbe  à  toute  autre  infiniment 
voisiné;  pourvu  que  ses  points  n'aient  fait  que  se  déplacer, 
et  que  les  éléments  infiniment  petits  qui  la  composent  aient 
respectivement  conservé  leur  grandeur.  Or  ce  problème 
est  du  genre  de  ceux  que  le  calcul  des  variations  a  pour 
objet  de  résoudre. 

Soient  \ds,Y <ls,  Xds  les  composantes  de  la  force  qui 
sollicite  l'élément  ds\  le  principe  des  vitesses  virtuelles 
donnera  l'équation 

fds(X9*  +  YSy  +  Z<J*)=o, 

cette  intégrale  étant  prise  dans  toute  l'étendue  du.  (il,  et 
les  variations  Jjr,  âjr,  i  z  étant  telles,  que  l'élément  quel- 
conque ris  conserve  la  même  longueur,  c'est-à-dire  que 
Ton  ait 

$ds  =  o,     ou      —  dàx  4-  —■  de  y  -f-  —-  dSz  =r  o. 

tls  ils  ds 

Cette  équation  a  lieu  pour  tous  les  éléments,  et  l'on  a,  par 
conséquent,  autant  d'équations  de  condition  que  d'élé- 
ments. D'après  la  théorie  précédente,  on  doit  les  multi- 
plier par  des  coefficients  indéterminés,  variant  de  Tune  à 
l'autre,  et  qui,  par  conséquent,  dépendent  de  5;  de  sorte 
qu'on  peut  les  représenter  tous  par  une  fonction  quelcon- 
que de  sy  que  nous  désignerons  par  A\  et,  ensuite,  ou  doit 
ajouter  tous  ces  produits  à  la  somme  des  moments  vir- 
tuels, puis  égaler  à  zéro  les  coefficients  de  toutes  les  varia- 
tions. Cette  somme  sera  une  intégrale  prise  entre  les  mêmes 
limites  que  la  première,  et  l'on  aura  ainsi  l'équation  de- 


X,  txt  +  Y,  <r,  ■+-  Z,  ii,  +  X,  Sx,  +  Y,  Jr>  -+■  z,3«, 

r    a(x**  +  t*/-i-z*o  -i 

a-,  j'i  z, ,  x»  jj',  Si  étant  les  coordonnées  des  extrémités,  et 
X,  Yi  Z, ,  X,  Y,  Z,  les  composantes  des  forces  qui  y  loril 
appliquées. 
Maïs  on  a 

/»£««^-/«*£ 

J      A  ils  J  eh 

l'équation  précédente  devient  donc 


* 
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et,  pour  les  points  extrêmes, 


1->A 


*-(»î).—  '-(4,)=».  H'*).— 


Les  équations  (i)  sont  les  mêmes  que  celles  du  n°  91,  dans 
lesquelles  T  est  changé  en  — X.  Kliminanl  entre  elles  X,  on 
aura  les  deux  équations  de  la  courbe,  et  la  valeur  de  X  s'en- 
suivra. Les  équations  (a)  feront  connaître  les  grandeurs  et 
les  directions  des  forces  qui  doivent  être  appliquées  aux 
extrémités. 

On  peut  remarquer  que  l'équation  précédente,  fournie 
par  le  principe  des  vitesses  virtuelles,  serait  la  même  si 
chaque  élément,  au  lieu  d'être  lié  aux  autres,  était  entière- 
ment libre,  pourvu  que  sa  première  extrémité  fût  sollicitée 

par  les  forces  X  — >  X  —  >  ^7T'  4U^  se  Nuisent  à  u°e  force 

tangente  égale  à  X,  dirigée  en  sens  contraire  de  l'élément, 
et  que  la  seconde  extrémité  fût  sollicitée  par  une  force  tan- 
gente égale  à  X  H-  JX,  et  dirigée  suivant  le  prolongement  de 
l'élément.  D'où  il  résulte  que  l'indéterminée  —  X  mesure 
en  chaque  point  la  tension  du  fil,  ce  qui  s'accorde  avec  ce 
qui  a  été  dit  n°  94. 

Remarques  sur  l équilibre  d'un  système  quelconque. 

122.  Lorsque  l'expression  £  (X àx  H-  Yd^-f-  Z$z)  sera 
la  variation  d'une  certaine  fonction  de  x,  j\,  s,  .r',  y\ 
s', etc.,  traitées  comme  variables  indépendantes,  l'équation 
donnée  par  le  principe  des  vitesses  virtuelles  montre  que, 
dans  la  position  d'équilibre,  cette  fonction  est,  en  général, 
un  maximum  ou  un  minimum  par  rapport  à  toutes  les  va- 
I.  i5 


aafi  LIY1IK   I. 

leurs  qu'elle  peut  prendre  lorsque  le  système  subit  mi  dé- 
placenient  infiniment  petit  quelconque,  compatible,  avec 
ses  liaisons;  le  minimum  correspond  sa  rus  île  l'équililire 
instable,  et  le  maximum  au  cas  de  l'équilibre  stable.  Mais 
cette  discussion  nous  écarterait  trop  île  notre  objet,  et  bolU 
nous  bornerons  à  examiner  le  cas  simple  d'un  système 
quelconque  de  points  sollicites  par  des  forces  parallèles. 
proportionnelles  aux  masses. 


Si  I  ou  pr 
de  ces  forces,  □ 


md  l'a 


ntrairede  la  din 


X  =  o,     Y  =  o,     Z=-gdm, 

dm  désignant  la  masse  d'un  quelconque  des  éléments,  et  g  le 
poids  de  l'uni  té  de  masse.  L'expression  £  (Xox-t-\âj-i-Zàz) 
devient  alors  —  gïïrlrtii s;  vl  l'équation  d'équilibre  sera 


ïtlntSz 


(îlw/m  =  (i 


doiic£zr//ii  est  maximum  ou  minimum.  Mais  Xstlni  est 
égal  au  produit  de  la  masse  du  système  par  le  r  du  centre 
des  forces  parallèles-,  donc  ce  centre  est  le  plus  haut,  ou  le 
plus  bas  possible,  lorsque  le  système  est  en  équilibre.    Le 
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Le  théorème  que  nous  voulons  démontrer  consiste  en  ce 
que  la  somme  p*  H-  pf*  -h . . .  ou  2/>f  sera  un  maximum 
ou  un  minimum,  parmi  toutes  les  valeurs  qu'elle  peut 
prendre  lorsque,  les  points  N,  N'y  etc.,  restant  fixes,  les 
points  M,  M',  etc.,  subissent  un  déplacement  virtuel  quel- 
conque, compatible  avec  les  liaisons  du  système. 

En  effet,  soient  L  [fi g-  3i  )  une  position  infiniment  voi- 
sine que  peut  prendre  le  point  M  \  H  sa  projection  sur  la 
direction  de  la  force  P;  0  l'angle  PML;  faisons  ML  =  r, 
MH  =  ty. 

Le  principe  des  vitesses  virtuelles  donne  pour  tous  les 
déplacements  possibles  ZPdp  =  o }  et,  par  conséquent,  en 
multipliant  tous  les  termes  par  À, 

(i)  iP$p  =  o, 

équation  qui  équivaut  à 

(a)  3ip*  =  o, 

d'où  il  suit  que  généralement  Zp*  sera  un  maximum  ou  un 
minimum  pour  tous  les  déplacements  infiniment  petits  des 
points  M,  compatibles  avec  les  liaisons  du  système  ;  car 
c'est  avec  cette  dernière  condition  que  les  $p  sont  entendus 
dans  F  équation  (i). 

Pour  reconnaître  si  Zp*  est  un  maximum  ou  un  mini- 
mum, calculons  exactement  son  accroissement.  Si  nous  dé- 
signons par  pi  la  valeur  NL  de  p  après  le  déplacement  vir- 
tuel arbitraire,  nous  aurons 

p]  =  p1  —  ipr  cosÔ  -+-  r% 
d'où 

2/?}=  ïp*  — 2lprcosQ  -h  2ra. 

L'accroissement  de  2>p*  est  donc 

(3)  8lp*  =  —  22/>rcosd  -f-  ïr*. 

i5. 


Or  («premier  terme  tl««ettfl  expression    H*Wt  aulrc  fflttMf 

que  —  y  £/>  'j/'.  puisque  l'un  n 

rcbaVâs  ?/*; 

donc,  si  l'on  mail  rigoureusement  1  Yq  n.it  in  n  (l),  #£/»'  se 
réduirait  à  £»J  qui  eat  essentiellement  positive,  d'où  il  sui- 
vrait que  E/j*  sérail  toujours  minimum.  Mais  nous  avons 
l'ail  remarquer,  liant  In  dénmiisiratinn  ilu  principe  des  \  i- 
lesses  virtuelles,  nue  Xpôp  n'était  pat  L;éuéialcmctil  nul, 
mais  infiniment  petit  du  second  ordre  ;  *ft  comme  5r*  4M 
du  même  ordre,  les  deux  parties  de  ù£ji*  sont  comparables, 
et  l'on  ne  peut  rien  dire  d'absolu  sur  It:  signe  du  résolut 
Cependant  on  peut  faire  quelques  remarques  importante! 
»  cet  égard. 

Supposons  d'abord  que  SPtfp  snii  de  initie  signe  pom 
tous  tes  déplacement»  virtuels,  il  faudra  distinguer  deux  cas. 

S'il  est  négatif,  les  deux  termes  de  l'expression  (3)  se- 
runt  positifs,  et,  par  conséquent,  £/''  sera  un  minimum, 
quelle  que  soit  la  valeur  du  rapport  A,  depuis  /éiu  jusqti'.i 
l'infini. 
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port  À,  et,  par  suite,  aux  longueurs  /;,  //,  etc.,  des  valeurs 
assez  voisines  de  zéro  pour  que  la  première  partie  de  (3) 
soit  incomparablement  plus  petite  que  Zr*.  11  suffit,  en 
effet,  de  supposer  que  /?,  p'  soient  des  infiniment  petits  du 
premier  ordre,  parce  que  la  première  partie  de  l'expres- 
sion (3)  deviendra  infiniment  petite  du  troisième  ordre,  et 
l'autre  n'étant  que  du  second,  son  signe  prévaudra.  D'où  il 
résulte  que  2^'  sera  minimum,  puisque  son  accroissement 
sera  toujours  positif.  Cette  dernière  proposition  est  due  à 
M.  Gauss;  elle  n'est  qu'un  cas  particulier  d'un  théorème 
que  cet  illustre  géomètre  a  donné  dans  le  cas  d'un  mouve- 
ment quelconque  :  c'est  celui  où  Ton  supposerait  que  le 
mouvement  se  réduirait  à  zéro.  On  peut  dire  aussi  que  ce 
théorème  est  renfermé  dans  la  proposition  précédente,  en 
vertu  du  principe  de  d'Âlembert,  dont  nous  parlerons  plus 
tard. 

H  est  bon  de  remarquer  que  ce  n'est  pas  seulement 
dans  le  voisinage  de  h  -=  o  que  Epf  sera  nécessairement  un 
minimum*,  il  en  sera  ainsi  depuis  cette  limite  jusqu'à  une 
certaine  valeur  finie  de  Zr,  pour  laquelle  la  première  partie 
de  dEp*  cessera  d'être  inférieure  à  la  seconde  pour  tous  les 
déplacements  virtuels. 

On  peut  observer  encore  que  lorsque,  pour  une  valeur 
de  h.  E/>*  sera  maximum,  il  suffirait  de  porter  les  quan- 
tités p  dans  le  sens  opposé,  pour  que  Hp*  devint  minimum  ; 
car  alors  cosd  changerait  de  signe  sans  changer  de  valeur, 
et  les  deux  parties  de  dUp*  seraient  positives.  Il  y  aurait 
donc  minimum  en  considérant  cette  même  valeur  de  k  avec 
le  système  des  forces  égales  et  contraires  aux  premières,  et 
qui  seront  en  équilibre  en  vertu  du  principe  des  vitesses 
virtuelles. 


CHAPITRE  X. 


APPLICATION  DE  LA  THÉORIE  DBS  BÛHGBS  WtALLStBfl 

AU  CAS  DE  LA  I  lll|  MUMUH. 


Considérations  générales  sur  la  pesanteur  et  les  tenlies 
de  gravité. 

121.  Tous  les  corps  abandonnés  ;i  eux-mêmes  prennent 
un  mouvement  vers  l'intérieur  de  ta  (erre,  dans  une  direc- 
tion perpendiculaire  à  U  surface  des  eaux  traïupiîllt-s,  et 
qu'où  nomme  verticale.  S'ils  sont  retenus,  ils  exercent 
une  pression  sur  l'obstacle  dan*  la  même  direction.  Par 
exemple,  si  un  corps  est  suspendu  .par  un  til,  ce  lil  prend 
une  direction  vertical»]  et  si  l'on  dêtuclic  le  corps,  il  tombe 
suivant   le    prolongement    de   cette    dioîte.    I.'e\j.i'i'ri-i«-.- 
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terre,  et  change,  par  conséquent,  de  direction  avec  la  posi- 
tion sur  la  surface  ;  son  intensité  change  quand  on  s'éloigne 
ou  qu'on  s'approche  du  centre,  et  dans  le  même  rapport 
pour  tous  les  corps. 

Mais  ces  variations  ne  sont  pas  sensibles  dans  une  petite 
étendue;  et  Ton  peut  regarder  les  verticales  comme  paral- 
lèles, et  la  pesanteur  comme  constante,  pourvu  que  Ton 
considère  des  points  peu  éloignés  les  uns  des  autres  rela- 
tivement au  rayon  de  la  terre.  C'est  ce  qu'il  a  été  facile 
d'établir  par  des  expériences  précises. 

Au  reste,  c'est  indépendamment  de  toute  notion  sur  la 
tigure  de  la  terre,  que  Ton  constate,  par  l'expérience,  le 
parallélisme  des  verticales  et  la  constance  de  la  pesanteur 
dans  une  étendue  beaucoup  plus  considérable  que  les  di- 
mensions des  corps  que  nous  avons  en  vue  de  considérer 
ici.  Nous  les  admettons  donc  comme  des  données  fournies 
par  des  expériences  directes. 

La  pesanteur  sollicite  les  parties  intérieures  des  corps 
comme  les  parties  extérieures.  Il  faut  faire  le  même  effort 
pour  supporter  un  corps  entier,  ou  les  parties  dans  les- 
quelles on  le  divise;  et,  s'il  est  creux,  les  corps  que  Ton  y 
renfermera  exerceront  le  même  effort  que  s'ils  étaient  pla- 
cés à  l'extérieur.  Nous  pouvons  donc  regarder  celte  force 
comme  agissant  sur  toutes  les  parties  qui  composent  les 
corps;  et  nous  en  verrons  une  confirmation  complète  dans 
le  mouvement  qu'ils  prennent  suivant  la  verticale. 

En  appliquant  la  théorie  des  forces  parallèles  à  celles  qui 
proviennent  de  la  pesanteur,  on  reconnaît  d'abord  qu'elles 
ont  une  résultante  qui  leur  est  parallèle,  et  est  égale  à  leur 
«omme;  on  l'appelle  le  poids  du  corps. 

Eu  second  lieu,  cette  résultante  a  son  point  d'application 
indépendant  de  la  direction  des  forces  relativement  au 
corps.  C'est  le  centre  des  forces  parallèles  produites  par  1» 
gravité.  On  lui  donne  le  nom  de  centre  de  gravité. 


■iii  livue  i. 

125.  Lorsque  la  matière  qui  compose  le  corps  est  homo- 
gène, les  volumes  rgaux  oui  des  poids  égaux.  Si  la  matière 
île  deux  corps  homogènes  est  dillérenie,  le  poids  est  généra- 
lement différent  pour  des  volumes  é^niix.  On  appelle  poids 
spécifique  d  une  substance  homogène  le  poids  de  l'unité  de 
Vfilume,  ou,  ec  qui  est  la  même  chose,  le  rapport  du  poids 
d'un  volume  quelconque  de  cette  substance  à  ce  volume 
même.  Dans  les  Tables  que  l'on  a  formées,  on  rapporte  ces 
poids  spécifiques  à  celui  de  l'eau  distillée,  prise  à  la  tempé- 
rature où  sa  densité  est  la  plus  grande,  et  qui  est  d'environ 
4  degrés  au-dessus  de  zéro  -,  quant  aux  autres  corps,  on  les 
suppose  pris  à  la  température  zéro.  Les  moyens  employés 
pour  lu  formation  de  ces  Tables  se  rapportent  à  la  physique, 
cl  nous  ne  nous  en  occuperons  pas. 

Lts  poids  qu'on  a  choisi  pour  terme  de  comparaison  est 
celui  d'un  centimètre  cube  d'eau  distillée,  prise  au  maxi- 
mum de  densité,  et  considéré  a  l'Observatoire  de  Paris;  on 
le  nomme  gramme.  Les  nombres  renfermés  dans  la  Table 
des  poids  spécifiques  expriment  donc  le  nombre  de  grammes 
èîe  i  centimètre  cube  de  ces  substances,  prises  à  la 
température  zéro. 
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donnée,  ainsi  que  la  figure  du  corps,  on  peut  encore  se  pro- 
poser d'en  déterminer  le  centre  de  gravité.  On  voit,  d'après 
cette  définition,  qu'un  volume  infiniment  petit  du  corps 
aura  un  poids  qui  ne  différera  que  d'une  quantité  infini- 
ment petite,  par  rapport  à  lui-même,  du  produit  de  ce  vo- 
lume par  le  poids  spécifique  relatif  à  l'un  quelconque  de 
ses  points.  Cette  quantité  pouvant  ètr*jiégligée  sans  erreur 
dans  les  résultats  des  questions  qui  né- dépendent  que  des 
limites  des  sommes  ou  des  rapports,  il  s'ensuit  que  le  poids 
spécifique  tel  que  nous  l'avons  défini,  joue  absolument  le 
même  rôle  dans  le  cas  des  corps  non  homogènes  que  le  poids 
spécifique  défini  d'abord  dans  les  corps  homogènes  $  seule- 
ment, il  ne  faut  l'appliquer  qu'à  des  volumes  infiniment 
petits  dans  tous  les  sens. 

127.  Quoique  les  surfaces  et  les  lignes  ne  puissent  avoir 
de  poids,  puisqu'elles  ne  sont- que  des  limites  d'étendue  et 
ne  renferment  aucune  partie  matérielle,  on  les  considère 
néanmoins  comme  ayant  un  centre  de  gravité.  On  suppose 
alors  qu'elles  sont  soumises  à  Faction  de  forces  parallèles, 
qui,  dans  le  cas  de  l'homogénéité,  donnent  des  résultantes 
égales  pour  des  parties  équivalentes-,  et  Ton  donne  l'inten- 
sité de  cette  force  pour  l'unité  de  surface  ou  de  longueur. 
En  partant  de  cette  hypothèse,  et  considérant  toujours  les 
surfaces  et  les  lignes  comme  on  le  fait  dans  la  géométrie, 
il  n'y  a  rien  que  de  clair  dans  la  recherche  du  centre  de 
ces  forces  parallèles,  qu'on  nomme,  par  analogie,  centre 
de  gravité. 

Si  les  résultantes  n'étaient  pas  égales  pour  des  aires  équi- 
valentes, on  concevrait,  pour  un  point  quelconque,  une 
portion  infiniment  petite  renfermant  ce  point,  et  on  pren- 
drait le  rapport  de  la  résultante  de  celle  portion  à  son  aire. 
La  limite  de  ce  rapport  sera  déterminée,  et  nous  lui  donne- 
rons, par  analogie,  le  nom  de  poids  spécifique  de  la  surface 


2^4  LlVltt-  |. 

en  ce  point;  ce  poids  spécifique  sera  une  fonction  connue 
des  coordonnées  des  points  de  la  surface,  cl  le  cenire  de> 
forces  parallèles,  que  l'on  désignera  encore  sous  le  nom  de 
centre  de  gravité,  sera  enlîèremenl  déterminé. 

Les  mêmes  <  on  sidéra  [ions  s'appliquent  au  cas  d'une  ligne 
dans  laquelle  des  ares  égaux  ne  donneraient  pu  des  résul- 
tantes égales. 

128.  Les  corps  sont  réellement  composés  de  parties  très- 
petites,  séparées  les  unes  des  autres;  mais  il  n'y  a  aucun 

nue;  car  cela  ne  produira  d'autre  effet  que  de  changer  de 
quanti  lés  insensibles  les  points  d'application  des  forces,  et 
il  n'en  peut  résulter  aucune  erreur  appréciable  dans  les 
résti  liais. 

Lorsque  l'on  connaît  les  poids  et  les  centres  du  gra- 
vité de  corps  en  nombre  fini.  le  théorème  des  moments 
donne  immédiatement  la  position  du  centre  de  gravité  du 
système.  Sï  l'on  désigne  par  P  un  quelconque  îles  poids, 
par  X,  } ,  s  les  coordonnées  de  son  centre  de  gravité,  et 
par  x„  yif  :,  celles  du  centre  de  gravi  lé  du  système,  on 
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Détermination  des  centres  de  gravité. 

129.  Lorsqu'un  corps  de  nature  quelconque  est  infini- 
ment petit  dans  tous  les  sens,  sou  centre  de  gravité  est  à 
une  distance  infiniment  petite  d'un  quelconque  des  points 
de  ce  corps;  car,  si  Ton  compose  successivement  toutes  les 
forces,  en  partant  d'un  point  quelconque  du  corps,  les 
points  d'application  des  résultantes  successives  étant  tou- 
jours compris  entre  les  deux  points  d'application  des  forces 
que  Ton  compose,  resteront  constamment  à  une  distance 
infiniment  petite  de  tous  les  points  du  corps.  Cette  simple 
observation  permet  de  ramener  au  calcul  la  détermination 
des  centres  de  gravité  des  corps,  sans  aucune  recherche 
préalable.  11  suffira,  pour  cela,  de  les  décomposer  en  élé- 
ments infiniment  petits  dans  tous  les  sens,  parce  qu'alors 
on  pourra  prendre  pour  centre  de  gravité  de  ces  éléments 
un  point  quelconque  de  leur  surface  ou  de  leur  intérieur, 
ou  même  en  dehors,  et  à  une  distance  infiniment  petite; 
car  on  n'altérera  qu'infiniment  peu  les  coordonnées  du 
centre  de  gravité  de  chacun  de  ces  éléments,  et,  par  con- 
séquent, son  moment  ne  sera  en  erreur  que  d'une  quantité 
infiniment  petite  par  rapport  à  lui-même.  Donc  la  limite 
de  fa  somme  des  moments  ne  sera  pas  altérée,  et  Ton  peut 
établir  cette  proposition  générale  : 

Le  produit  du  poids  d'un  corps  par  la  distance  de  son 
centre  de  gravité  à  un  plan  quelconque,  est  égala  la  limite 
de  la  somme  des  produits  des  poids  de  chacun  de  ses  clé- 
ments  infiniment  petits  en  tous  sens,  parles  distances  d' un 
quelconque  des  points  de  ces  éléments  respectifs,  ou  d'au- 
tres points  infiniment  voisins,  à  ce  même  plan. 

Si  le  corps  est  homogène,  le  poids  d'une  quelconque  de 
ses  parties  est  égal  à  son  volume  multiplié  par  le  poids  spé- 


ci  tique  de  la  substance;  mais,  s'il  ne  l'es!  pas,  le  powls  d'un 
.'■1  émt 'ii!  sera  égal  à  sou  volume  multiplié  par  un  poids 
spécifique  moyen,  qui  ni' différera  que  d'une  quantité  tiiti- 
aiment  petite  du  poids  spécifique  de  la  substance  en  un 
quelconque  des  points  de  cet  élément.  Ainsi,  dans  ce  m, 
ou  inulli pliera  le  volume  in  li  ni  ment  petit  de  l'élément  pÊf 
le  poids  spécifique  relatif  à  l'un  quelconque  de  ses  points 
ou  des  points  infiniment  voisins;  et,  en  substituant  ce  pro- 
duit au  poids  réel  de  l'élément,  il  n'en  insultera  aucune 
erreur  dans  la  limite  de  la  somme  des  poids  <i  de  leurs 
moments. 

Il  est  facile  de  voir  comment  toutes  ces  considérations, 
n'appliquent  aux  surfaces  el  nus  lignes.  Nous  allons  les 
examiner  successivement. 

Centre  de  gravité  tles  lit/itcs. 

130.  Les  équaiions  d'une  ligne  d;ms  l'espace  détermi- 
nent deux  coordonnées  en  fonction  de  la  troisième,  pat 
evemplc  v  el  z  en  fonction  de  x.  I,' expression  de  l'élément 
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]> 

Si  la  ligne  est  homogène,  p  est  constant,  -  est  la  lon- 
gueur s  de  Tare,  et  Ton  a  simplement 

, = r d*  v  ■ +-  % + ^  •  ". = f  "'<> 

X  /.X 


r  r 


Si  la  ligne  est  plane,  on  la  supposera  dans  le  plan  XY,  et 
il  suffira  de  faire  2=0  dans  les  premières  ou  les  secondes 
formules,  suivant  que  celte  ligne  a  un  poids  spécifique  va- 
riable ou  constant.  Dans  ce  dernier  cas,  elles  deviennent 


X  / T-,  ~\ 


C        I     dy  rx  rx 

s  =   I      dx  1/  I-H  -t-j  »      sx  y  =   I      xds,      syt  =   I      yds. 


Centres  de  gravité  des  surfaces. 

131.  Si  Ton  conçoit  une  surface  courbe  décomposée  en 
éléments  infiniment  petits  dans  tous  les  sens,  par  deux 
séries  de  plans,  les  uns  perpendiculaires  à  Taxe  des  x,  les 
autres  à  Taxe  des  j',  nous  avons  vu  que  Ton  pouvait  pren- 
dre,  au  lieu  de  l'élément  même  de  la  surface,  l'expression 

dxdy^  I"*-(:7l)  "*"  (  T"  )  '  <lue  nous  représenterons  par 

dA.  Soit  p  la  fonction  de  x  et  j,  qui  exprime  le  poids  spé- 
cifique en  un  point  quelconque  de  la  surface;  le  poids  de 
cet  élément  sera  pdA,  et  ses  moments  seront  pxdA,  pydA* 
pzdk  ;  on  aura  donc,  en  désignant  par  P  le  poids  de  l'aire- 
totale  que  Ton  considère, 

P=//WA,    \Krx=ffpxdAy    Pjrt=ffpyd\,     Pz^ffpzt/A. 


a38  uv»e  i. 

Les  limites  de.  ces  intégrales  sont  les  mêmes  que  |K»ur  la 

quadrature  dos  su i  laces  courbes. 

Si  la  surface  est  homogène,  p  est  constant  et  -  est  l'aire 
totale  que  nous  représenterons  par  A  :  on  aura  alors 


xdk. 


132.  Surfaces  do  révolution.  —  Le  centre  de  gravité 
une  surface  de  révolution  homogène,  est  évidemment 
itué  sur  son  axe.  Si  on  le  prend  pour  -ixc  des  .r,  on  aura 


il  suffi 


>unaîlie  x, .  Si  l'on  considère  la  partie  de 
i  surface  comprise  entre  tes  deux  plans  correspondants 
u\  valeurs  J"„  et  X,  ou  aura,  en  désignant  «on  aire  par  A, 
l  par  y  1  ordonnée  de  la  génératrice. 


-=»rw- 


dy' 


_f£. 
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p 

Si  la  surface  est  homogène,  p  est  constant,  -  est  l'aire 
A,  cl  Ton  aura 

Az=  ffdxdy,     Axt  =  ffxdxdy,     kyx  =  ffydxdy, 
ou 

(Y  —  y.)dx,     Ax,=  /      (Y— /,)xrfx, 


t/x. 


i34.  Corps  solides.  —  Décomposons  le  corps  en  une 
infinité  de  tranches  par  une  série  de  plans  perpendiculaires 
à  Taxe  des  x\  coupons-le  ensuite  par  une  série  de  plans 
perpendiculaires  à  l'axe  des  y  :  les  parties  comprises  entre 
deux  plans  consécutifs  d'une  série  et  deux  plans  consécutif 
de  l'autre  seront  précisément  celles  que  nous  avons  consi- 
dérées dans  la  mesure  des  volumes  eu  général.  Mais,  comme 
nous  devons  prendre  ici  des  éléments  infiniment  petits 
dans  tous  les  sens,  nous  supposerons  une  troisième  série 
de  plans  perpendiculaires  à  Taxe  des  z,  et  le  corps  se  trou- 
vera décomposé  en  parallélépipèdes  rectangles  ayant  pour 
arêtes  dx,  dy,  dz. 

Pour  chacun  de  ces  parallélépipèdes  dont  les  coordonnées 
de  deux  sommets  opposés  sont  x,  y,  z  et  x  -f-  dx,  y  -h  dy9 
z  -+-  dz,  on  prendra  x,  y,  z  au  lieu  des  coordonnées  du 
centre  de  gravité,  et  la  fonction  p  qui  exprime  le  poids 
spécifique  sera  rapportée  aux  mêmes  valeurs  x,  y,  z;  nous 
avons  prouvé  que  la  limite  de  la  somme  des  moments  n'en 
sera  pas  altérée.  De  cette  manière,  le  poids  et  les  moments 
de  cet  élément  par  rapport  aux  plans  coordonnés,  pourront 
être  remplacés  respectivement  par 

p  dz  dy  <iz,     px  dx  dy  dz,     py  dx  dy  dz,     pz dx  d)  ilz . 


. 


m- 


a38  uvm  i. 

Les  limites  de  ces  intégrales  sont  les  mêmes  que  pour  h 

quatlruluie  des  surfaces  courbes. 

Si  li  surface  es!  homogène,  />  esl  constant  et  -  est  Paire 
P 
Intalc  que.  nous  représenterons  par  A  :  on  aura  alors 


Av,=/./>rfA,      A;,  =  //^A. 

Ci2.  Surfaces  de  révolution.  —    Le  centre  de  gravite 
lune  surface  de  révolution    homogène,   esl  évidemment 


et  il  sortira  de  counaitie  x, .  Si  l'on  considère  la  partie  de 
la  surface  comprise  cuire  les  deux  plans  correspondants 
aux  valeurs  J%  et  X,  ou  aura,  en  désignant  son  aire  par  A, 
CI  par  v  l'ordonnée  de  la  génératrice, 

t*n  connaîtra  ainsi  A,  et  a 

IIVL  Smfafes  planes.  —  Lorsque  la  surface  « 
on  1j  rapporte  à  deux  axes  situés  dans  son  plan. 

Ijt*  formule*  gênéralrs  s'appliqueront  à  recaa,e 
(">-ji.i  s  =  o;  elle?  dcvîenncni  alors 

I 

On  inW*t*ra«"*bw4B 
» ,.  V  q«i  * 


Si  la  sur-fan 
A,  et  l'on  aura 

A=  /■ 


perpenii  i  ■ 

deux  plans  anwni 

de  l'autre 

dérees  dan*  la  n^m 


l. 


■ 


i         i 

■i,   les- 

ii  jiouri'a 

■  ■|n-dii' 
i  oblien- 

sommes 
alemnil 


ons  indiqua,  les 


-  S  S  ' 


îfa  LIVRE    I. 

Soient  "a.  7.  les  fondions  de  x  rtj'  qui  expriment  le* 
ordonnées  de  la  surface  inférieure  el  de  la  surface  supé- 
rieure du  corps;  on  fera  d'abord  la  somme  des  éléments  en 
supposant  que  i  elj  restent  constants,  et  que  z  passe  par 
mutes  le*  râleurs  entre  i,,  Z:  c'est-à-dire  qu'on  intégrera 


iions  par  rapport  à  «  entre  les  limites  =0 ,  Z,  et 
dra  ainsi  des  fonctions  de  x  et  y  seulement,  qui 
le  poids  et  les  moments  de  la  partie  du  corps 
imprise  entrr  ijuatre  plans  infiniment  voisins,  dont  deux 
nt  perpendiculaire!  à  l'axe  des  x  et  les  deux  autres  à  l'axe 
•-  i  .  Ces  fonctions  auront  pour  expression» 


•  •lxltX  I       ptk,  ttsrl) 


j"   p:<lz. 


•  mr  avoir  le  poids  et  les  moments  du  volume  compris  entre 
s  deux  plans  perpendiculaires  à  l'axe  des  X,  il  faudra  in- 


STATIQUE.  l4l 

Ces  q  u  a  Ire  expressions  ne  renferment  plus  que  la  varia- 
ble x,  et  on  les  intégrera  entre  les  deux  valeurs  de  x  rela- 
tives aux  deux  plans  perpendiculaires  à  Taxe  des  x  entre 
lesquels  le  corps  se  trouvera  compris.  Ces  valeurs  x0  et  X 
sont,  en  général,  celles  pour  lesquelles  les  plans  tangents 
au  corps  sont  perpendiculaires  à  Taxe  des  x.  Dans  tous 
les  cas,  on  saura  les  déterminer  d'après  la  forme  de  la  sur- 
face, et  les  expressions  des  sommes  seront  respectivement 

/»X  /iY  /tZ  /»X.  /^Y  /»Z 

I       dx  j       dy  j      pdz,         I       xdx  I       dy  I      pdz9 

Jx9  Jjr9  Je,  Jx9  Jjr9  Jg9 

J/iX  /»Y  /•  Z  /»X  /»Y  /%T 

\      dx  j      yày\      pdz,        j      dx  j       dy  j      pzdz. 

On  pourrait  effectuer  ces  intégrations  dans  un  ordre  dif- 
férent et  commencer  par  la  somme  des  éléments  pour  les- 
quels x  et  z  seraient  constants,  ou  encore  y  et  z.  On  pourra 
même  suivre  un  ordre  différent  pour  chacune  des  quatre 
expressions  si  Ton  y  trouve  quelque  avantage  :  on  obtien- 
dra toujours  les  mêmes  valeurs  définitives,  puisqu'elles  re- 
présenteront le  poids  du  corps  et  les  limites  des  sommes 
des  moments  des  mêmes  éléments,  considérés  seulement 
dans  un  ordre  différent.  Si  nous  désignons  ces  diverses  ex- 
pressions par 

fffpdxdydz,  fffpxdxdydz,  fffpydxdydz,  ff/pzdxdydz, 

en  faisant  les  intégrations  comme  nous  l'avons  indiqué,  les 
coordonnées  xt,  ys,  zi  seront  déterminées,  ainsi  que  le 
poids  P,  par  les  quatre  équations  suivantes  : 

p  =SSSpdxdydz>     v  r>= fffp*d*<tr<t*t 

Vyt  =  fffpydxdy  dz,     P  *,  =  fffpzdx  dy  dz. 

?-$!  le  poids  spécifique  est  constant,  ces  équations  devien- 
I.  i6 


a4a 
Tient,  i 


livre   i. 
1  par  V  le  volu 


V      =  fff,Udy<&,         Vr,  =  fffxdxdy  ,h, 
yy^J'JJ'y^dydz,    V»,  =  ffftdxdydi. 


in  peut  effectuer  dans  ce  < 
nple  celle  par  rapport  à  z 


i  une  des  intégrations,  pa 
on  aura,  en  prenant  pou 


v  =.//(/-- s. W*<r.    ?*,=// {z—*,)xdxdy, 

Vr.  =  f,f(7.-t.)xd-"ij->    Vz,=\fJ{V—z.\)d*dy, 

les  liiLiîics  relatives  à  y  ei  3;  étant  les  mêmes  que  précédem- 

Enlin,   si   l'on    pouvait   reconnaître    immédiatement    le 

centre  de  gravité  de  la  partie  comprise  entre  deux  plans 

infiniment  voisins,  perpendiculaires  à  l'un  des  axes,  par 

;dmule  à  l'axe  des  X,  ou  prendrait  ces  parties  pour  les 

nts  du  corps,  el  il  n'y  aurait  que  la  seule  variable  .r 

YZ;unc 
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nent  Taire  génératrice  située  dans  le  plan  XY  : 

d'où  Ton  tirera  V  et  xt . 

136.  Cylindres  —  Si  Ton  considère  un  cylindre  homo- 
gène ayant  une  base  quelconque  terminée  par  un  contour 
polygonal  ou  curviligue,  et  qu'on  le  partage  par  des  plans 
parallèles  aux  bases,  la  somme  des  moments  est  nulle  par 
rapport  au  plan  également  distant  des  bases  5  le  centre  de 
gravité  est  donc  sur  ce  plan. 

Si  Ton  conçoit  ensuite  un  système  de  plans  infiniment 
voisins,  parallèles  entre  eux  et  aux  arêtes,  le  cylindre  se 
trouvera  décomposé  en  parallélépipèdes  dont  les  bases  se- 
ront les  éléments  des  bases  du  cylindre,  et  dont  les  mo- 
ment seront  proportionnels  à  ceux  de  leurs  bases,  par  rap- 
port a  tout  plan  parallèle  à  leurs  faces  finies.  Donc  les 
sommes  des  moments,  soit  des  faces,  soit  des  parallélépi- 
pèdes, seront  nulles  pour  le  même  plan.  Donc  tout  plan 
parallèle  aux  arêtes,  et  passant  par  la  ligne  qui  joiut  les 
centres  de  gravité  des  deux  bases,  contient  le  centre  de 
gravité  du  cylindre.  Donc  ce  point  se  trouve  et  sur  cette 
droite,  et  sur  le  plan  équidistant  des  bases;  il  est  donc  au 
milieu  de  la  droite  qui  joint  les  centres  de  gravité  des 
deux  bases, 

137.  Si  le  corps  était  rapporté  à  des  coordonnées  po- 
laires, on  emploierait  le  mode  de  décomposition  indiqué 
dans  le  Cours  d'Analyse;  mais  on  chercherait  encore  les 
coordonnées  rectangulaires  du  centre  de  gravité.  Les  équa- 
tions entre  les  coordonnées  rectangulaires  et  polaires,  sont 

8=rrcosÔ,     y  •=  rsinQsin^,     x  =  rsin9co$\[>. 

f6. 


a44  livuf,  [. 

Nous  avons  vu  que  l 'élément  du  volume  avait  pour  ex- 
pression r'  s'mOilQdtydr.  Donc  l'élément  du  poids  sera 
pr1  «\nQdftdtydr;  et  son  moment  par  rapport  à  chacun  des 
plans  s'obtiendra  en  multipliant  cette  expression,  successi- 
vement par  x,  y,  z  ou  leurs  valeurs  en  8,  tj*,  r.  On  aura 

P     =  fffj>r*âaQd8d^dr, 
Px,~  J'fj'pr3i\a'9coî^d%d-ifdr, 
Pr,=  fffpr'iin'&im^did^dr, 
P:,  =  Jffpr'tmQcosQdidtydr. 

Les  limites  de  ces  intégrales  sont  les  mêmes  crue  celles 
que  nous  avons  indiquées  dans  la  cubai  me  des  solides. 

Diverses  propriétés  des  centres  de  gravité. 

138.  Soit  un  nombre  quelconque  de  corps  ayant  respec- 
tivement pour  poids  p,  //,  p",  et  dont  les  centres  de  gra- 

■ii  [  'listait!!,  il  il  n-niic  i]r  gravité  th-  Icuj-s 


STATIQUE.  34^ 

tionnelles  aux  distances  du  centre  de  gravité  du  système, 
aux  centres  de  gravité  des  poids  égaux  qui  le  composent. 

139.  Si  maintenant  on  ajoute  les  carrés  des  premiers 

membres  des  équations  (i),  on  obtient,  en  désignant  par  pp' 
l'angle  des  deux  rayons  p  et'  p', 

2/iy  -+•  22/7/ 'pp'  cos pp'  =  o. 

Mais  j^-hp'*  —  2pp' cospp'  =  r*)  r  étant  la  distance  des 
centres  de  gravité  des  corps  />,  pf]  donc 

Tous  les  termes  qui  renferment  p*  ont  pour  expression 
pp*{p  -h //-h  p"+  •-.  ),  et  l'on  en  trouverait  de  sem- 
blables pour  p/f,  p"*,  etc. . .  ;  de  sorte  qu'en  posant 
P~\-  p'  +  pP-h*  •  •  =P)  on  aura 

P2/?p'=  Z/yV. 

Si  tous  les    poids    sont  égaux  et   en    nombre  iw,   on  a 

Cette  dernière  proposition  est  un  cas  particulier  de  la 
suivante,  où  Ton  suppose  que  l'origine  des  coordonnées 
est  un  point  quelconque  de  l'espace.  Le  théorème  des  mo- 
ments donne  alors,  en  représentant  par  R  la  droite  menée 
de  l'origine  au  centre  de  gravité  du  système;  par  a,  A,  c 
les  angles  qu'elle  fait  avec  les  axes-,  par  p,  p',...,  les  dis- 
tances de  l'origine  aux  centres  de  gravité  des  corps ptp'9...9 
et  par  a,  |3,  y,  a*,  jS',  /,...,  les  angles  que  ces  droites  for- 
ment avec  les  axes, 

PRcos/i  =  ïppcosa, 
PRcos^  =  Z/?pcosê, 
PR  cos  r  =  ipp  C0S7  ; 


d'où,  en  njoniaiil  le 
et  observant  <\w  la 


LIV1IE    II 

rarrés  des  membres  de  ces  équatious. 
îrconds  membres  snni  les  mêmes  que 


1"R"  =  Pï/Jp1  — ï/j/jV. 

De  celle  équation  on  conclut  que  si  la  distance  R  du 
centre  de  gravité  d'un  système  à  un  point  fixe  quelconque 
restant  constante,  ce  système  invariable  de  forme  se  dé- 
place d'une  manière  quelconque,  la  somme  des  produits 
des  poids  par  les  carrés  des  distances  de  leurs  centres  de 
gravité  à  ce  point  fixe,  sera  constante. 

En  efièt,  R  étant  constant  ainsi  que  les  distances  dési- 
gnées par  r,  il  en  résulte  que  Y.p p*  est  constant. 

On  voit  encore  que  £/»f*  est  le  plus  petit  possible  quand 
R  =  o,  et,  par  conséquent,  le  centre  de  gravité  d'un  système 
jouit  de  cette  propriété,  que  la  somme  des  produits  des 
poids  pur  les  carrés  des  distances  de  leurs  centres  de  gra- 
vité respectifs  à  ce  point  est  i, 


Théorème  de  Gttfdin. 
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doue 

et,  par  conséquent,  le  volume  engendré  par  une  aire 
plane,  tournant  autour  d'un  axe  situé  dans  son  plan,  est 
égal  au  produit  de  cette  aire  par  la  circonférence  décrite 
par  son  centre  de  gravité. 

141.  La  surface  A,  engendrée  par  la  révolution  d'un 
arc  de  courbe  plane  tournant  autour  d'un  axe  situé  dans 
son  plan,  a  pour  expression 


1 


x 

y  ds. 


Mais  l'ordonnée^  du  centre  de  gravité  de  Parc  s  est  don- 
née par  l'équation 

SX*  =  I       fds\ 

donc 

A  =  2itytSj 

et,  par  conséquent,  l'aire  engendrée  par  un  arc  de  courbe 
plane 9  tournant  autour  d'un  axe  situé  dans  son  plan,  est 
égale  à  cet  arc  multiplié  par  la  circonférence  décrite  par 
son  centre  de  gravité.  Ces  deux  propositions  constituent  ce 
que  l'on  appelle  le  théorème  de  Guldin. 

Les  aires  ou  les  volumes  décrits  dans  une  partie  quelcon- 
que de  la  révolution,  étant  proportionnels  à  l'angle  dont  la 
figure  a  tourné,  il  s'ensuit  que,  pour  en  avoir  la  mesure, 
il  faudra  prendre  l'arc  décrit  par  le  centre  de  gravité,  au 
lieu  de  la  circonférence  entière. 

142.  Si  une  surface  plane  tourne  successivement  autour 
de  plusieurs  axes,  le  volume  engendré  s'obtiendra  en  mul 


MB 

lipli. 


LIVRE    I. 

r  par  la  somme  des  a 


;  pan 'mn 'il s  par  son 
centre  de  gravité.  Celle  proposition,  étant  indépendante  de 
la  distance  des  axes,  a  lieu  encore  quand  ils  se  succèdent  à 
des  distances  infiniment  petites,  pourvu  qu'ils  soient  tou- 
jours dans  le  plan  de  la  surface  mobile;  et,  dans  ce  cas, 
deux  axes  consécutifs  peuvent  être  parallèles  ou  se  ren- 

Par  exemple,  si  l'on  suppose  une  courbe  plane,  et  que  la 
surface  génératrice  se  meuve  de  manière  que  son  plan  soit 
toujours  nonnal  â  cette  courbe  et  soit  toujours  percé  par 
elle  au  même  point,  et  que  tous  les  points  n'aient  que  des 
mouvements  parallèles  au  plan  delà  courhe  directrice,  on 
peut  regarder  un  pareil  mouvement  comme  produit  par  le 
développement  du  plan  de  l'aire  génératrice  qui  serait  en- 
roulé sur  le  cylindre  qui  aurait  pour  base  la  développée  de 
la  directrice  :  il  est  la  limite  du  mouvement  qui  aurait  lieu 
autour  d'axes  perpendiculaires  au  plan  de  la  directrice  et 
qui  tendraient  indéfiniment  vers  les  arêtes  du  cylindre  en 
question. 

,  pour  plus  de  généralité,  on  considère  une  courbe  à 
irbtirc  dé< 


STATIQUE.  24g 

ensuite  ce  plan  sans  glissement,  il  sera  constamment  nor- 
mal à  la  directrice,  et  sera  toujours  rencontré  par  elle  au 
même  point.  Par  cette  suite  de  rotations  infiniment  petites, 
la  surface  donnée  engendrera  un  volume  égal  au  produit  de 
son  aire  par  la  courbe  décrite  par  son  centre  de  gravité. 
Pour  que  ce  théorème  ne  subisse  aucune  modification,  il 
faut  supposer  que  la  surface  génératrice  ne  vienne  jamais 
couper  les  axes  de  rotation  successifs. 

Volume  du  cylindre  tronqué. 

143.  Le  volume  d'un  cylindre  tronqué  dont  la  base  est 
sur  le  plan  XY  et  les  arêtes  perpendiculaires  à  ce  plan  est 
exprimé  par  V  =  ffzdxdy,  z  étant  l'ordonnée  du  plan, 
et  les  limites  des  intégrales  étant  déterminées  par  le  contour 
de  la  base  qui  peut  être  composé  de  lignes  droites  ou  courbes. 
Mais,  si  Ton  appelle  <f  l'angle  des  plans  des  deux  bases,  les 

éléments  de  Taire  de  la  base  supérieure  sont  :  cette 

r  COS«p 

aire  totale  sera >  en  désignant  par  A  la  base  inférieure. 

cos  <f  or 

et  l'ordonnée  du  centre  de  gravité  de  la  base  supérieure 
sera  donnée  par  l'équation 

a  r  Czdxdy  â        r  r  ,  . 

*  — —  *i=    I    f   *      ou     A*i=   I    I  zdxdy* 

<**f  JJ     co*<?  JJ 

Donc  V=  Azi .  Le  volume  est  donc  égal  a  sa  base  multi- 
pliée par  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  de  gravité 
de  la  base  supérieure,  sur  le  plan  de  la  base  inférieure. 

Remarquons  maintenant  que  les  centres  de  gravité  des 
deux  bases  sont  sur  une  même  parallèle  aux  arêtes.  Car,  si 
Ton  prend  les  moments  des  éléments  correspondants  dxdj 

dxdy 
et  ?  par  rapport  à  un  même  plan  quelconque  parallèle 
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aux  aiites,  ils  seront  dans  le  rapport  de  cos  y  ;  t|  donc  iU 
seront  nuls  en  même  temps,  et  par  conséquent  tout  plan, 
parallèle  aux  arêtes,  qui  passe  par  le  centre  île  gravi  Lé  d'une 
des  bases  passe  par  le  centre  de  gravité  de  l'autre.  Ces  deux 
centres  soni  donc  sur  une  même  parallèle  aux  arêtes.  Ainsi, 
tes  centres  de  gravité  de  toutes  les  sections  planes  que  l'on 
peut  faire  dans  un  cylindre  indéfini  sont  sur  une  même 
droite  parallèle  aux  arêtes;  et,  par  conséquent,  toutes  les 
sectious  du  cylindre,  menées  par  un  même  point  de  celle 
droite,  ont  ce  point  même  pourcentre  commun  de  gravité. 

Il  suit  de  là  que  les  cylindres  tronqués  par  des  plans 
quelconques,  passant  par  un  même  point  de  cette  droite, 
sont  équivalents;  et  par  conséquent  les  volumes  des  coins 
compris  entre  deux  de  ces  plans  sont  équivalents.  Ces  cy- 
lindres tronqués  sont  donc  équivalents  au  cylindre  dont 
la  base  supérieure  passerait  par  ce  point. 

Si  l'on  suppose  maintenant  un  cylindre  tronqué  dont  les 
arêtes  soient  obliques  sur  les  deux  bases,  on  peut  le  regar- 
der comme  la  dillérenccde  deux  antres  qui  auraient  pour 
base  la  section  orthogonale;  la  dilîcrcuce  des  perpendicu- 
laires abaissées  des  centres  de  gravité  des  deux  bases  sur  le 
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Le  volume  d'un  cylindre  tronqué  est  égal  an  produit 
d'une  des  bases  par  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre 
de  gravité  de  Vautre  sur  le  plan  de  la  première. 

Application  des  formules  précédentes. 

144.  Arc  de  cercle.  —  Soient  R  {fig*  4^)  Ie  rayou  AB 
de  l'arc  MN ,  B  le  milieu  de  cet  arc;  posons 

MN  =  cf     MBN  =  /. 

La  symétrie  de  Tare  par  rapport  à  Taxe  des  x  montre  que 
son  centre  de  gravité  est  sur  cet  axe  ;  on  a  donc  yi  =  o;  et 
x,  sera  donné  par  l'équation  suivante  : 

hct  =  fxds  =  Rfdscos^  =  R'sin^  4-C=Rc. 

R  R 

Ainsi  on  a  la  proportion 

/  :  c  :  :  r  :  x, . 

^45.  Arc  de  cjrcloïde.  —  L'équation  différentielle  de  la 
cycloïde  rapportée  à  son  sommet  est 


et  donne 


dx     y  2a — y  ' 


ds  =  ^2a»-Z=. 


On  aura  donc,  en  faisant  commencer  Tare  au  sommet , 


5  =  iyj  ?.ajr<, 


.fj,=  /  rds  =  \/*a  fy     dy  =  — -3— .>'  ' 


=  ?  <{ïâ{xj'  —  fd)r\l-ia—y) 

=  2  ^"Ur'  +  î  (»«-/)'  i+o'i 

et  ['ominc  jj-,  doit  être  nul,  pour  y  =  o,  on  aura 


3vCr  li/iay' 


146.   Am  dp  parabole. — Soit 


/*  />  L  a  a  p  -\ 


% 
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147.  Aire  du  triangle.  —  On  prendra  l'origine  k  l'un 
des  sommets,  et  Taxe  des  x  perpendiculaire  à  la  base.  Les 
droites  dont  les  deux  autres  côtés  font  partie  auront  des 
équations  de  la  forme 

jr  =  mx,     y=.m'x. 

Soient  a  la  base  et  h  la  hauteur,  Taire  du  triangle  sera 
égale  à  —  ?  et  Ton  aura  ensuite 

—  x,  =  (m'  —  m)  f  x*dx  =  (im' —  m)  —  » 

Faisant  x  =  h  et  désignant  par  p  Tordounée h  du 

milieu  de  la  base,  il  vient 

*i —  -~-»     X\  —  -w-i      —  —  t* 
5  5         xt        h 

La  dernière  équation  montre  que  le  centre  de  gravité  se 
trouve  sur  la  droite  qui  joint  le  sommet  au  milieu  de  la 
base  *,  et  la  première  indique  qu'il  est  situé  aux  deux  tiers 
de  cette  ligue  à  partir  du  sommet,  ou  au  tiers  à  partir  de 
la  base. 

148.  Aire  du  cercle.  — Soit^'ssR1 — x*  l'équation 
du  cercle,  et  cherchons  le  centre  de  gravité  de  l'aire  com- 
prise entre  deux  parallèles  k  Taxe  des  jr9  correspondantes 
aux  abscisses  x0  ,x.  Nous  aurons,  en  désignant  les  aires  par 
la  lettre  A , 


Àx^/aa-v'**— *»<**  =  —  !(R2  —  ■*,),-f-r(fti  — «I)'; 
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supposant  x  =  H,  il  vient 


Si.  de  plus,  j0  =  o 


A  =  - 


-4B 


Si,  au  lieu  d'un  segment,  on  considère  un  secteur,  la 
question  se  ramène  de  suite  à  trouver  le  centre  de  gravité 
d'un  are  de  cercle.  En  effet,  le  secteur  peut  être  considéré 
comme  la  limite  d'une  infinité  de  triangles  égaux  ayant  leur 
sominet  commun  uu  centre.  Les  centres  de  gravité  de  ces 
éléments  sont  éijuidislants  et  situés  sur  un  arc  de  cercle 
compris  entre  les  mêmes  rayons  que  le  premier,  et  décrit 

du  même  centre  avec  un  rayon  égal  à  -s-  ■   Le  reaire  de 
gravité  du  secteur  sera  donc  le  même  que  celui  de  cet  arc. 
Aire  'le  la  parabole.  —  Soit    >"'  =  ap.r;  on  aura,  en 
tidérant  laiic  comprise  entre  l'axe  des  x,  l'ordoi 
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d'où 


dx  lia 


—  y 


En  considérant  Taire  comprise  enlre  l'arc,  l'ordonnée  et 
la  tangente  au  sommet,  qui  est  Taxe  des  x,  on  aura 


A  =  J dyyf zay  —y*  =  ^ '-1 — £ i-  -h  —  arccos - 

On  aura  ensuite 

Axt=fxdy^2ay  —  ja 


z=.  J  dy  {zay  —  /2)  -f-  a  fzrccos dy^iay — y*. 


y* 
La  première  intégrale  est  égale  à  ay% —  —•  Quant  à  la  se- 
conde, nous  aurons,  en  intégrant  par  parties, 


f  arc  cos dy  ^2ay  —  y* 


a  — 
= arc  cos 


a—y\(y—a)^'iay  —y%  L  n*         a—  j1 

==arccos —  I > 1 arc  cos - 

a      L  2  2  a     J 

—  I      ii L-L  h arc  cos ^ . 

J  L       2  2  "     ^a«r— raJ 


(  y  —  a  )  \iiay — r'  a  —  r       a*  /  a 


arc  cos  -1 1 i  arc  cos 

a  2 


?)" 


y7     °y 

t  +  — 
4       2 


7  I  arc  cos )    -+- 

4  \  a     I    . 


[jr-aUzar-y*  ^        a-y 
2  A 


■f  tI  arc  cos ) -.  H h  C. 

:4\  «     /         4        a 
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Substituant  celle  impression  dan>  la  v,il> 


La  constante  arbitraire  est  nulle,  en  considérant  comme 
égal  à  zéro  l'arc  dont  le  cosinus  est  i . 

La  valeur  de  y,  sera  donnée  par  h  formule  suivante  : 


■  (auj— r')"'- 


x,  et  y,  sont  donc  déterminés. 

On  aurait  à  effectuer  des  intégrations  du  même  genre, 
si  l'on  considérait  un  segment  placé  dilléreiumeni  par  rap- 
port à  lacycloïde. 

150.  Surfaces  de  révolution. — Soit  d'abord  l;i  sml'aw 
spbérique  engendrée  par  lu  cercle  doul  l'éijualioo  est 
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tournant  autour  de  Taxe  des  x.  On  aura 


ydy=pdx,      ds=  ^-IjL C-, 


atr 


Ax,  =r  —  fxydy  j  y*  +  pr  =  -  f  y1  dy  vV -+-/>' 

Si  Taire  commence  a  partir  du  sommet  de  la  parabole,  on 
aura 

3  i5 

152.  Considérons  encore  la  surface  de  révolution  engen- 
drée par  la  cycloïde  tournant  autour  de  sa  tangente  au  som- 
met; son  aire  aura  pour  expression 

A=  4*W*gr_ 


L'abscisse  de  son  centre  de  gravité  sera  donnée  par  l'équa- 
tion 

Àx,=  2ir J xyds  ==  znyzafxy*  tly 
=  lit\jTi  \\xy*  —  If  y*  dx  )  ; 

mais 


fyidx=zfydyijl.a—  r  =  _j  r(2/i— r)'  _.£ (2fl_r)ï+c; 

.  donc 

i 

r—  8ïT  i 


I. 


'7 
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Si  l'aire  commente  au 


138  77 


r,  est  Jonc  déterminé. 

Si  l'on   fait  y  =  aa,  on  trouve 


Exemples  relatifs  aux  volumes. 

153.  Pyrami'lc  triangulaire.  —  Prenons  l'origine  au 
sommet  de  la  pyramide,  cl  l'axe  des  r  perpendiculaire  à  la 
base,  Soiem  b  l'air*  de  celte  base,  et  h  la  hauteur  de  la 
pyramide;  on   aura 


i  f". 
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pyramides  triangulaires,  et  l'on  reconnaît  sans  peine  que 
son  centre  de  gravité  est  sur  la  ligne  droite  qui  renferme 
ceux  des  sections  parallèles  à  la  base,  et  qu'il  se  trouve  aux 
trois  quarts  de  cette  ligne  à  partir  du  sommet.  Cette  pro- 
position étant  indépendante  du  nombre  des  côtés  delà  base, 
s'applique  à  un  cône  dont  la  base  est  une  courbe  plpne 
quelconque. 

155.  Paraboloïde.  —  Soient 

f*=2px9      z'  =  2qx> 

les  équations  des  deux  paraboles  principales,  et  considérons 
le  segment  déterminé  par  un  plan  perpendiculaire  à  Taxe 
principal.  Son  centre  de  gravité  sera  sur  cet  axe,  et  il  suffit 
de  trouver  son  abscisse. 
Or,  on  aura 

V  =  2. 7r  ^  pq    I       xdx  =  n  sfpq  .  Jr% 
V.vl  =  1n^pq    I       x7fix=: Y-L-JL  xs, 

d'où 

456.  Ellipsoïde.  —  Soit  l'équation 

on  aura 

V  ==—/(*>- *>)<£r,      Vxl  =  ~/(a'-.^)xrfx; 

d'où 

f  (a7  —  x*)  xdx 

■7* 


:r,  est  donc  indépendant  des  axes  b,  c.  Si  l'on  fait  t 
niencer  le  segment  à  partir  du  centre,  on  aura 


,  l'on  faitr  =  n. 


157.  Secteur  s/jfiêrique.  —  Les  formules  que  nous  avons 
données  en  coordonnées  polaires  s'appliquent  avec  avan- 
tage au  volume  engendré  par  un  secteur  circulaire  tournant 
autour  d'un  axe,  que  nous  choisirons  pour  aie  des  z.  On 
suppose  qui?  le  poids  spécifique/;  dépend  du.  rayon  vecteur  p 
et  nullement  des  angles  6  et  ty  :  si  les  limites  du  premier  de 
ces  angles  sont  0O  cl  9,  celles  du  second  o  et  an,  et  celles 
du  rayon,  R,  et  R,  on  trouvera 
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Si  K»  =  o  et  0O  =  o,  on  trouve 

J?i=  -g-  (H-cosO). 


Equilibre  d'un  fil  pesant. 

158.  Chatmette* — On  appelle  ainsi  la  courbe  formée  par 
un  fil  flexible  Sont .deux  points  sont  fixes,  et  qui  est  soumis  à 
Faction  seule  delà  pesanteur.  Toutes  les  forces  étant  paral- 
lèles, la  courbe  sera  comprise  dans  le  plan  vertical  passant 
par  les  deux  points  fixes  B  et  B;.  Mous  prendrons  dans  ce 
plan  deux  axes  de  coordonnées  rectangulaires,  dont  l'un  A  Y 
vertical  et  en  sens  contraire  de  la  pesanteur.  Nous  sup- 
poserons le  fil  homogène,  et  nous  représenterons  par  e  son 
poids  pour  l'unité  de  longueur;  d'où  il  suit  que  es  sera  le 
poids  d'un  arc  de  longueur  5,  et  que  Ton  aura 

X=o,     Y  =  —  c. 
Cela  posé,  les  équations  générants  se  réduiront  à 

'(*£)«■  '(»£)-*=.. 

d'où  Ton  déduit  immédiatement 

i)         T—  =  c,       T -f  =  «*  H- ce',       -£  =  -,.+.*'. 
as  as  dx       c 

La  première  de  ces  équations  montre  que  la  composante 
horizontale  de  la  tension  est  la  même  en  tous  les  points. 
En  différentiant  cette  dernière,  on  trouve 


fi1  y        t       I        dy' 


afia 

MTPF     1. 

ou 

dp        ,     

en  posant 

On  obtient. 

n  intégrant  celle  équation, 

d'où 

,>+<Jl+,f=ec'     * 

-Résolvant  pa 

r  rapport  a  p  et  le  remplaçant  par  --i  i 

vient 

il  la  trois! en 

e  des  équations  (i)  donne,  par  suite. 
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coordonnées  en  ff,  et  nous  désignerons  par  a  et  b  les  coor- 
données de  B,  et  par  /  la  longueur  totale  du  fil  donné. 

Faisant  successivement  x  =  o,  J  =  o,  puis  x=a7  x=b 
dans  l'équation  de  la  courbe,  on  obtient 

(ae  __  a_î  _     \ 

/ 


d'où 

(3)  6=  —  [e*         +  <?      c         —e«—e 


—  a 

c  J&         - —  a 


L'équation  qui  exprime  que  s  est  nul  pour  x  =  o  est 

et  pour  que  5  soit  égal  à  /  pour  x  =  a,  il  faudra,  qu'on  ait 

/   «e  «e  \ 

ou,  en  substituant  la  valeur  de  cf  tirée  de  l'équation  précé- 
dente, 


■> 


(4) 


/    a*                         «c  \ 

c    ! Ha  «  \ 


ajoutant  et  retranchant  les  équations  (3)  et  (4)?  il  vient 


OU 


litre  ces  deux  équations,  en  les  multipliant 
libre,  on  obtiendra,  en  prenant  les  racine» 


ou,  en  posant 


:  peut  se  déterminer  par  l'intersection  de 
—  <:~'  avec  une  droite  ayant  pour  équa- 


:\/i'~6' 


On  peut  encore  résoudre  l'équation  en  s  par  la  méthode 
ordinaire  des  substitutions  successives.  Connaissant  x,  et 
par  suite  c,  un  cou  n  al  Ira  a.  au  moyen  d'une  quelconque  des 
deux  équations  qui  viennent  d'être  multipliées  entre  elles. 
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connaître  les  coordonnées  du  point  le  plus  bas.  Eu  effet, 
pour  ce  point  on  a 


d'oii 


ou 


tir  gx  un 

--  =  o ,     ou 1-2  = 

dz  ce 


tx  eu. 

ha  =  o      et      x  = • 

c  t 


Si  Ton  prend  pour  axe  des  y  la  verticale  qui  passe  par 

ce  point,  il  suffira  de  changer  x  en  x ?  et  l'équa- 
tion (a)  deviendra 


c  (  ~         -—\ 


Le  second  membre  ne  changeant  pas,  quelque  signe  que 
l'on  donne  à  x,  il  s'ensuit  que  la  courbe  est  symétrique  par 
rapport  à  Taxe  des  y,  c'est-à-dire  à  la  verticale  qui  passe 
par  le  point  le  plus  bas. 

Si  Ton  change  y  en  y  •+*  ct ,  c'est-à-dire  si  Ton  prepd 
pour  origine  le  point  de  cette  verticale  qui  est  au-dessous 

du  point  B'  de  la  quantité  —  ct,  et  que  l'on  pose  -  =  /w, 

l'équation  de  la  courbe  prend  la  forme  plus  simple, 


(5) 


/-       - 

*W  I      m 


x 
m 


Si  les  deux  points  B',  B  sont  à  la  même  hauteur,  on  a 

6  =  0, 

et,  par  suite, 


a 

2  a  -f-  —  =  o  ; 

/// 


l'abscisse  —  ma.  du  point  le  plus  bas  esl  donc  égale  à  -, 
comme  cela  était  érident  à  priori.  L'équation  qui  déter- 
mine z  devient  -       —  =  — .  et  celle  de  la  courbe  ne  dif- 

;  a 

fère  pas  de  l'équation  (5).  La  valeur  de  a  étant ,  est 

éj;aleà  — z\  et  la  constante  e'= sera  égale  à 

100.  La  chai  nette  jouit  de  la  propriété  remarquable,  que 
son  centre  de  gravité  est  situé  plus  bas  que  pour  toute  autre 
courbe  isopéi  inièlrc,  ayant  les  mêmes  extrémités. 

Eu  effet,  l'ordonnée  du  centre  de  gravité  du  périmètre  de 
lune  quelconque  de  ces  courbes  est 


ïJ>-\f'+%- 


,,/,y/,. 
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donne  les  suivantes  : 


y 1  L*        _      ml 


d. 


d 
dx 


if-i(^'"'s)-  ^--S-»(^'"£)' 


doù  Ton  conclut 


'.r2         m  y 


</ra  ut   V  dx-        m* 


Soient  R  le  rayon  de  courbure,  N  la  longueur  de  la  nor- 
male, ci)  l'inclinaison  de  la  tangente  sur  l'horizontale  ;  on 
aura 

m  r2  y1 

7= ,      R  =  —  =/wsée-w,      N  — —  =R. 

cos  a»  m  h? 

On  trouvera  encore 


ds  =  dx  1  /  1-+-   -f-  =  /;#  -- 1-  */.r , 


\Yo\x 


dy 
s  =z  m  — , 
dx 


en  prenant  le  point  le  plus  bas  pour  origine  des  arcs.  On 
déduit  de  là 


don< 


sz  dy2  y7 

nr  dx2  m- 


.f';  =  >  a 7W-, 


m  éianl  1  ordonnée  à  l'origine. 
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On  obtient  encore  facilement  les  formules  suivante*  : 


d'où,  l'on  lire  x  en  fonction  de  y  et  *,  et  par  suite  en  fonc- 
tion de  s,  puisqu'on  a 

l(J2.  Si  du  pied  P  {fig.  43)  de  l'ordonnée  d'un  point 
quelconque  M  de  la  chaînette  on  abaisse  sur  la  tangente 
MQ  une  perpendiculaire  PQ,  un  aura 

PQ  =  j-cos«  =  m; 
donc 

Ainsi  le  point  Q  appartient  à  la  développante  de  la  chaî- 
nette; QP  est  la  tangente  à  celte  courbe  :  et  comme  sa 
longueur  est  pi,  et  par  conséquent  constante,  cette  dévelop- 
pante n'est  autre  chose  que  la  courbe  appelée  tractrice. 

Pour  avoir  son  équation,  il  suffirait  donc  d'exprimer  cette 
dernière  condition,  qui  conduit  entre  les  coordonnées  u,  c, 
à  l'équation 
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En  reportant  dans  l'équation  (5),  on  obtient 


- =  e  m  -\-e  m 

'  v 


C'est  l'équation  de  la  développante.  On  la  mettra  sous  une 
forme  plus  simple  en  remarquant  qu'elle  est  réciproque  en 
prenant  pour  inconnue  l'exponentielle.  On  trouvera  ainsi 


i# -h  y'/n*  —  *>*  =  m  1 


m  -f-  ^iri1 —  p2 


comme  on  l'aurait  obtenu  par  l'intégration  de  l'équa- 
tion (6).  Cette  courbe  est  symétrique  par  rapport  à  Taxe 
des  y  qu'elle  touche  en  B  [fig*  44  )>  et  *  pour  asymptote 
l'axe  des  x. 

En  remplaçant  u  et  v  par  x,  y,  on  a  pour  équation  dif- 
férentielle de  la  tractrice, 


d'où 

dx             ^m2 — r5 

et 

ydt  =  —  dy  ^m7  —y\ 

J\      yrix  =  —  I     dy^m2 —  y1. 
o  Jm 

Donc,  si  l'on  décril  de  À  comme  centre  avec  m  pour  rayon, 
un  quart  de  cercle  ABC,  les  aires  BIN,  BMPA  seront  équi- 
valentes; et  l'aire  entière  comprise  entre  la  courbe  et  les 

axes  sera  égale  au  quart  de  cercle,  ou  à  -y—  Si  l'on  cherche 

la  valeur  du  rayon  de  courbure  OM  =  R,  et  de  la  normale 
MU  =  N,  on  trouve 


m 

Z9 


et  par  conséquent  O  est  sur  la  perpendiculaire  à  AX,  élevée 
par  le  pied  T  de  la  tangente. 


Autre  hypothèse  sur  la  force. 

103.  Examinons  maintenant  la  courbe  que  formerait  le 
fil  si  la  forcir  verticale  était  proportionnelle  à  la  projection 
horizontale  de  l'arc,  et  non  à  l'are  lui-même.  Ce  ta*  est.  à 
peu  de  chose  près,  celui  des  ponts  suspendus. 

Soit  £  la  force  rapportée  à  une  projection  horizontale 
égale  à  l'unité;  Yds  étant  la  composante  verticale  de  la 
foiTP  appliquée  à  l'are  ds  dont  la  projection  est  tix,  nn  aura 

Y/ft  =  —  HtK 

et  comme  X  =  o,  la  équations  fl  équilibre  scioui 

,/.(t^U..,   atfir*}-.*-., 
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Taxe  est  vertical.  Les  cous  la  nies  c,  c'  se  détermineront  en 
exprimant  que  la  courbe  passe  par  le  second  point,  et  que 
sa  longueur  est  égale  à  une  ligne  donnée. 

Supposons,  par  exemple,  que  les  deux  points  donnés 
soient  sur  une  même  horizontale;  soient  ia  leur  distance, 
et  /  la  longueur  de  la  courbe. 

L'équation  de  la  courbe  sera  satisfaite  par y=  o,  x=  2a, 
ce  qui  donne 

ta 

hc'  =  o, 

c 

d'où 

c'  =  —  —, 

C 

et,  en  substituant, 

,  =  £(*■-*«*), 

et  changeant  x — a  en  x, 


7,  C 


d'où 


«  C   ,     R 

'X     v  «• 

Cette  équation  déterminera  c,  et,  par  suite,  c'*,  elle  se  ré- 
soudra par  approximation,  et  le  calcul  sera  très-simple 
dans  le  cas  où  la  ilèche  de  Tare  compris  entre  les  deux 
points  fixes,  sera  très-petite  par  rapport  à  la  corde  2  a.  En 

effet,  —  sera  très-petit,  et  l'on  pourra  développer  en  séries 

très-convergentes  les  différentes  parties  du  second  membre 


MW^?)= 


</{3l-,a) 


101.    Dans  les  pouls  suspendus,  li:s  forces  n 


parues  sur 
quées  à  un 
horizontale 
dont  les   m: 


nie  l'étendue  de  la  chaiu 
nombre  limité  de  pi 


dont  le: 


equ 


distantes.    On 


pai 


/.oiiliil,  par  / 
un  côté  hoi'i 
des  cooi'doni 
l'unité   de  li 


sont  pas  ré- 
sout appli- 
projec  lions 
n  polygone 
mets  jouissent  de  la  propriété  remarquable 
sur  une  même  parabole.  En  effet,  désignons 
aison  d'un  côté  quelconque  sur  le  plan  liori- 
:  la  tension  horizontale;  supposons  qui)  y  ail 
ont  al,  et  prenons  son  milieu  pour  l'origine 
êes.  Soit  £  la  somme  des  poids  répartis  dans 
ngueur,  de  suite  qu  à  chaque  sommet  soit 
-:  A.c.   Soit  A>-  la  différence  des  ordon- 
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d'après  la  théorie  du  polygone»  funiculaire.  On  aura  donc 


et,  par  suite, 


Ar  =  ^(*+iA.r)Ajr, 


Y  = h  c. 

7.  m 


Or  x  =  —  donne  y  =  o;  donc 


cA.r2 


et,  par  conséquent, 

équation  d'une  parabole  dont  le  sommet  est  sur  la  verticale 
menée  par  le  milieu  du  côté  horizontal,  et  renferme  tous 
les  sommets  du  polygone  situés  de  part  et  d'autre  du  côté 
horizontal.  Il  en  serait  de  même  s'il  n'y  avait  pas  de  côté 
horizontal. 

Autres  exemples  de  systèmes  flexibles  en  équilibre. 

165.  Cherchons  encore  la  courbe  formée  par  une  voile 
flexible,  soumise  à  l'action  du  vent.  Nous  supposerons  que 
celte  voile  soit  rectangulaire,  que  deux  côtés  opposés  soient 
fixes  et  perpendiculaires  à  la  direction  du  vent;  et  nous 
partirons  de  la  loi  suivante,  que  la  pression  d'un  fluide  en 
mouvement  sur  un  élément  fixe  d'une  surface  est  propor- 
tionnelle à  Tétenduc  de  sa  surface  et  au  carré  de  la  vitesse 
du  fluide  estimée  dans  le  sens  de  la  normale  à  cet  élément. 

D'après  cela,  si  l'on  fait  une  section  dans  la  voile  par  un 
plan  perpendiculaire  aux  côtés  fixes,  on  aura  une  courbe 
dont  on  pourra  considérer  tous  les  éléments  comme  solli- 
I.  18 
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cités  par  des  forces  normales  proportionnelles  à  leurs  lon- 
gueurs et  aux  carres  des  cosinus  des  angles  formés  par  la 
direction  du  vent  avec  la  normale  à  la  courbe.  Donc,  d'a- 
près les  pioposi lions  démontrées  n"'  !H>  et  161,  celle  courbe 
sera  une  chaînette,  pour  laquelle  la  pesanteur  agirait  dans 
le  sens  même  du  vent. 

Si,  au  lieu  d'un  courant  d'air,  on  avait  un  gaz  en  équi- 
libre, la  pression  serait  normale,  cl  égale  pour  des  éléments 
égaux.  Donc,  d'après  le  n°  96,  la  courbe  serait  alors  uu 
arc  de  cercle. 


STATIQUE.  Q*5 


CHAPITRE  XL 

DE  LA  FORCE  DE  FROTTEMENT. 


166.  Dans  la  recherche  des  conditions  d'équilibre,  nous 
avons  toujours  supposé  que  les  courbes  où  surfaces  fixes  ne 
pouvaient  donner  naissance  qu'à  des  forces  normales.  Mais 
il  n'en  est  pas  ainsi  dans  la  réalité  ;  et  l'expérience  prouve 
que  la  résistance  d'une  surface  ou  d'une  courbe  peut  cfé- 
truire  non-seulement  des  forces  normales  quelconques, 
mais  encore  des  forces  tangentiellcs  comprises  entre  cer- 
taines limites.  Ces  dernières  sont  d'autant  moindres  que 
les  surfaces  en  contact  sont  plus  polies,  et  Ton  peut  suppo- 
ser qu'elles  n'existeraient  pas  si  ces  surfaces  étaient  entiè- 
rement dépourvues  d'aspérités,  comme  nous  les  avons  sup- 
posées dans  tout  ce  qui  précède. 

Les  circonstances  dans  lesquelles  nous  nous  placions  se 
rapportent  donc  en  quelque  sorte  à  un  cas  limite  qui  ne  se 
rencontre  jamais  rigoureusement  dans  la  nature;  et  il  est 
nécessaire,  pour  les  applications  pratiques,  d'étudier  les 
modifications  qu'apporte  aux  conditions  d'équilibre  l'intro- 
duction de  ces  nouvelles  forces,  que  nous  désignerons  sous 
le  nom  de  forces  de  frottement . 

Les  lois  que  suivent  ces  forces  ne  peuvent  être  déduites 
que  de  l'expérience,  et  nous  allons  faire  connaître  les  ré- 
sultats généraux  auxquels  elle  a  conduit. 

Lorsqu'un  corps  en  contact  avec  un  plan  par  tous  les 
pbints  d'une  face  plane,  est  pressé  contre  ce  plan  par  une 

18. 


certaine  force,  un  ne  peut  le  mettre  un  uiiruvemem  par  le 
moyen  d'une  focce  située  dans  le  plan,  que  lorsqu'elle  dé- 
passe une  certaine  limite.  Celle  limite,  rpii  ti'aiicUit  ss  plus 
grande  valeur  que  quand  le  cnnlarl  a  duré  un  certain 
temps,  est  la  mesure  de  la  force  de  frottement  que  peut 
produire  la  pression  du  corps  contre  le  plan.  .Mais  cette 
force  ne  se  développe  que  lorsque  l'on  sollicite  le  corps  par 
une  force  qui  a  une  composante  située  dans  le  plan  de  Con- 
rad, et  elle  est  éyale  et  opposée  à  celle  dernière,  tant  que 
le  corps  ne  se  met  pas  eu  mouvement.  Elle  peut  donc  va- 
rier arbitrairement  quant  à  sa  direction  cl  sou  intensité; 
elle  n'est  assujettie  qu'à  Être  située  dans  le  plan  de  contât l, 
et  à  ne  pas  dépasser  la  limite  dont  il  a  été  question  lout  â 
l'heure,  et  qui  doit  élrc  le  seul  objet  de  nos  recherches. 
Ajoutons  qu'elle  se  rapporte  au  cas  où  l'on  fait  prendre  à 
tous  les  points  du  corps  nu  mon  veinent  parallèle  et  égal. 

Le  frottement  d'un  corps  peut  détruire  non-seulement 
une  force  unique,  mais  un  nombre  quelconque  de  lorces 
réductibles  ou  nou  à  une  seule;  les  foires  qu'il  représenta 
sont  donc  dépendantes  de  celles  que  l'on  fait  agir  dans  le 
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de  frottement  est  indépendante  de  la  loi  du  mouvement; 
elle  est  déterminée  en  grandeur  par  la  pression  et  la  nature 
des  surfaces  :  et  sa  direction  est,  pour  chacun  des  deux 
corps,  en  sens  contraire  de  sa  vitesse  relative. 

On  conçoit  facilement  comment  les  deux  premières  lois 
ont  pu  être  reconnues.  En  posant  un  corps  sur  un  plan 
horizontal  et  le  tirant  par  un  cordon  horizontal  passant  sur 
une  poulie  de  renvoi,  et  à  l'extrémité  duquel  on  appliquait 
des  poids  connus,  on  a  pu  déterminer  avec  précision  le 
poids  le  plus  faible  qui  met  le  corps  en  mouvement,  et  qui 
mesurera  la  force  de  frottement.  En  chargeant  le  corps  de 
divers  poids,  on  a  déterminé  les  nouvelles  valeurs  de  ceux 
qui  déterminent  le  mouvement,  et  Ton  a  reconnu  que  leurs 
rapports  à  ceux  qui  mesurent  la  pression  étaient  toujours 
les  mômes. 

En  diminuant  la  surface  en  contact,  ou  en  posant  le  corps 
sur  les  différentes  faces  également  polies,  on  a  encore  re- 
connu que  le  rapport  du  frottement  à  la  pression  était  le 
même.  Ces  expériences,  répétéesun  grand  nombre  de  fois, 
et  sur  des  corps  très-variés,  ont  tfcjours  conduit  aux  mêmes 
conséquences. 

Ce  rapport  du  frottement  à  la  pression,  qui  ne  varie 
qu'avec  la  nature  des  substances,  est  désigné  sous  le  nom 
de  coefficient  du  frottement. 

Quant  à  la  troisième  loi,  elle  a  été  démontrée  par  des 
expériences  dont  l'interprétation  exige  quelques  notions  de 
dynamique.  Ces  détails  trouveront  mieux  leur  place  dans 
un  cours  de  machines,  et  nous  nous  bornerons  a  l'énoncé 
de  cette  loi. 

167.  Angle  du  frottement.  —  Si  un  corps  soumis  à  la 
seule  action  de  la  pesanteur  repose  sur  un  plan  horizontal 
par  une  face  plane,  et  qu'on  fasse  tourner  ce  plan  autour 
d'une  droite  horizontale,    le  corps  commencera  à  glisser 
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quand  l'inclinaison  du  plan  aura  atteint  une  certaine  va- 
leur, qu'il  est  facile  de  déterminer. 

Soient,  en  effet,  P  le  poids  du  corps  ai  a  l'inclinaison  du 
plan  mobile  sur  le  plan  horizontal;  la  pression  du  corps 
sur  le  plan,  ou  la  composante  de  sou  poids  perpendiculaire- 
ment à  ce  plan,  sera  Pcosa;  et  la  composant  parallèle 
aura  pour  valeur  Psîna. 

Lorsque  l'inclinaison  variable  «  aura  atteint  la  valeur 
particulière  p  pour  laquelle  le  corps  commence  â  glisser, 
la  force  de  frottement  sera  précisément  égale  à  la  compo- 
sante parallèle  au  plau  incliné;  et  si  l'on  désigne  par_/' le 
rapport  du  froitement  à  la  pression,  on  aura 


Ainsi  tous  les  corps  de  même  nature  el  également  polis,  et 
généralement  tous  ceux  qui  auront  le  même  coefficient  de 
frottemeut  relativement  au  plan  mobile,  commenceront  à 
glisser  sous  un  même  angle  dont  la  tangente  Irigonorué- 
trique  est  égale  au  coefficient  du  frottement,  et  que  l'on 
désigne  sous  le  nom  A'angle  dti  frottement. 
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468.  Équilibre  dun  corps  pressé  contre  un  plan  par 
une  force  oblique.  —  Soient  P  (fîg.  45)  une  force  appli- 
quée a  un  corps  M,  A  le  point  où  sa  direction  rencontre  la 
face  de  contact,  et  9  l'angle  qu'elle  fait  avec  la  normale  AN. 
La  pression  du  corps  contre  le  plan  sera  Pcos0;ie  flot- 
tement sera  exprimé  par  /Pcos0,yétant  le  coefficient  du 
frottement-,  et  la  force  dans  le  plan  fixe,  qui  tend  à  mettre 
le  corps  en  mouvement,  est  égale  à  PsinO.  Il  y  aura  donc 
équilibre  si  l'on  a 

Psinô</Pcose, 
ou 

tango  </. 

Ainsi,  l'équilibre  aura  lieu,  quelle  que  soit  la  force  P, 
pourvu  qu'elle  fasse  avec  la  normale  un  angle  qui  ne  soit 
pas  supérieur  k  l'angle  du  frottement. 

Au  reste,  le  cas  que  nous  venons  d'examiner  ne  diffère 
du  précédent  qu'en  ce  que  la  force  P  est  de  direction  et 
de  grandeur  quelconque,  au  lieu  d'être  le  poids  même  du 
corps. 

469.  Équilibre  du  levier  en  ayant  égard  au  frottement. 
—  Considérons  un  levier  posé  sur  un  autre  corps,  de  sorte 
que  le  point  d'appui  ne  soit  pas  lié  invariablement  avec 
lui  ;  et  supposons-le  sollicité  par  deux  forces.  Elles  peuvent 
d'abord  être  remplacées  par  des  forces  égales  et  parallèles 
appliquées  au  levier  au  point  d'appui,  et,  de  plus,  à  deux 
couples.  S'il  n'y  avait  pas  de  frottement,  il  faudrait  que  les 
couples  se  détruisissent  et  que  la  résultante  des  deux  forces 
transportées  au  point  d'appui  fût  normale  à  la  surface  ré- 
sistante. Mais,  s'il  peut  exister  un  frottement  entre  les 
deux  corps,  il  se  composera  avec  les  deux  forces  appliquées 
comme  lui  au  levier  en  son  point  de  contact;  il  faudra  donc 
encore  que  les  deux  couples  se  détruisent.  Mais  il  ne  sera 


plus  nécessaire  que  les  forces  transportées  an  poiui  d'appui 
donnent  une  résultante  normale  à  la  surface;  il  su  (lira  que 
celte  résultante  fasse  avec  la  normale  un  angle  inférieur  ou 
égal  à  l'angle  du  frottement, 

170.  Équilibre  il'un  corps  qui  peut  tourner  autour  d'un 
itxcjixe.  —  Considérons  maintenant  un  corps  solide  percé 
d'un  trou  cylindrique,  au  travers  duquel  passe  un  cylindre 
fisc  d'un  diamètre  à  peu  près  égal.  Supposons  ce  corps  sol- 
licité par  deux  forces  situées  dans  un  plan  perpendiculaire 
à  l'axe  du  cylindre,  ci  cherchons  les  conditions  d'équilibre, 
en  ayant  égard  à  la  force  de  frottement.  Concevons  que 
tout  le  système  soil  réduit  à  la  section  par  ce  plan  perpen- 
diculaire, ou,  en  d'autres  termes,  que  le  corps  n'ait  pas 
d'épaisseur  sensible. 

SoitC  [Jig-  46)  le  point  de  contact  du  cercle  fixe  ayant 
son  centre  en  O,  et  du  cercle  mobile  appartenant  au  corps. 
Il  doit  y  avoir  équilibre  entre  les  deux  forces  données  P,  Q 
et  la  force  de  frottement  F  appliquée  en  C  tangenliclle- 
uient  au  cercle.  11  est  donc  nécessaire  et  suffisant  que  les 
deux  foires  P,  Q  aient  une  résultante  passant  en  Cet  faisant 
avec  la  normale  un  angle  moindre  que  celui  du  frottement. 
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elle  est  donc  toujours  moindre  que  la  résultante  R.  La 
force  tangenti elle  appliquée  au  cylindre  fixe  s'obtiendra  en 
multipliant  la  pression  par  le  coefficient  J\  et  sera,  par 

conséquent,  égale  à        '  Leur  résultante  ne  sera  autre 

chose  que  R,  comme  cela  devait  être  évidemment,  puisque 
la  résultante  R  des  forces  données  est  détruite  par  la  résis- 
tance du  cylindre  fixe. 

171.  Équilibre  d'un  corps  sur  un  plan  incliné.  —  Sup- 
posons un  corps  pesant  posé  sur  un  plan  incliné  à  F  horizon, 
et  sollicité  par  une  force  P  comprise  dans  le  plan  vertical, 
passant  par  le  centre  de  gravité  du  corps,  et  la  normale  au 
plan  incliné.  Réduisons  tout  le  système  à  la  section  faite 
par  ce  plan,  et  cherchons  la  condition  d'équilibre  en  tenant 
compte  du  frottement. 

Soient  IV  (Jig.  47)  'a  verticale  menée  par  le  centre  de 
gravité  du  corps,  PI  la  direction  de  la  force  P,  Q  le  poids 
du  corps,  et  a  l'inclinaison  du  plan  LA  sur  le  plan  horizon- 
tal AB;  il  faut  exprimer  que  leur  résultante  est  détruite 
par  la  résistance  normale  du  plan  AL  et  par  le  frottement. 
En  désignant  par  6  l'angle  de  la  force  P  avec  le  plan  incliné, 
la  pression  exercée  sur  ce  dernier  sera  égale  à 

Qcosa  —  PsinO, 

6  étant  considéré  comme  positif  au-dessus  de  la  .direction 
AL,  et  comme  négatif  au-dessous.  Si  l'équilibre  est  au  mo- 
ment de  se  rompre,  la  force  de  frottement  sera  égale  à 

/[Qcosa.  —  Psinô); 

mais,  en  général,  elle  en  sera  une  fraction  quelconque  A. 
La  composante  totale  dans  le  sens  du  plan  sera 

Qsina  —  PcosG; 


■6* 

et  pour  ([ut 

l'équilibre  ail  lieu,  i 

1  est  nécessaire  cl  sufft- 

sanl  que  ce 
a  la  force  di 

lie  expression,  positive  ou  négative 
!  frottement;  ce  qui  s'exprimera  pat 

,  soit  égale 
l'équation 

suivante  : 

Q 

Sin*-Pco>9  =  V(Qc 

dSk  —  Psinfl), 

A'  étant  com| 

jriscnlre  — i  et  -+-  I, 

et  devenant  - 

-  [  ou  -f- 1 

dans  le  cas 
soit  dans  un 

où  l'équilibre  est  sur 
sens,  soit  dans  l'autre 

le  point  de  se  rompre, 

Ou  tire  de  celte  équation 

Qfsina-  i/cmt] 

cosfl  —  kf: 

un  S 

t>i  A  =  <>  et  ( 

l  =  o,  on  retombe  sur 

l'expression  connue 

P=Q*in«. 

172.  Che 

relions  U  direction  d; 

ins  laquelle  il 

faut  faire 

agir  la  force 
supposant  li 

l1  pour  obtenir  le  plu: 
:  corps  prêt  à  glisser; 

i  d'avantage  possible,  en 
et,  pour  cela,  cherchons 

la  valeur  de 
de  P  ou  le 

3,  qui,  en  supposant  A-=  1,  donne  le  minimum 
maximum  du   dénominateur.   Le»  deux  pre- 
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elle  est  donc  négative  pour  celte  valeur  de  0)  d'où  il  suit 
que  le  dénominateur  de  P  est  maximum,  et,  par  suite,  P 


minimum. 


On  pourrait  encore  chercher  l'inclinaison  0,  qui  donne 
la  plus  petite  valeur  de  P,  propre  à  faire  remonter  le  corps. 
Il  faut  alors  supposer  k  =  —  i ,  et  chercher  le  minimum  de 

— A  .    -  ou    le  maximum  de  cosA-h/sinS.   On  t$k 

cosô-+-/sin0  J  ^ 

tire 

—  sin 0  -h /cos ô  =  o ,     tango  =/; 

ce  qui  montre  que  la  force  doit  être  dirigée  au-dessus  du 
plan  incliné  et  faire  avec  lui  un  angle  égal  à  l'angle  du  frot- 
tement, quelle  que  soit  son  inclinaison  a. 

Cet  angle,  qui  est  le  plus  favorable  à  la  traction  d'un 
corps  pesant  sur  un  plan  quelconque,  porte  le  nom  $  angle 
de  traction;  et,  comme  nous  venons  de  (éprouver,  il  n'est 
autre  que  l'angle  du  frottement. 

Nous  ne  nous  étendrons  pas  davantage  sur  la  théorie  du 
frottement.  Nous  n'avons  voulu  que  donner  une  idée  de  la 
manière  dont  les  forces  de  cette  espèce  modifient  les  condi- 
tions de  l'équilibre:  ce  qui  est  de  la  plus  haute  importance 
dans  les  applications.  Nous  renvoyons,  pour  de  plus  grands 
détails,  aux  Traités  spéciaux  sur  les  machines. 


— •« 


CHAPITRE  XII. 


APPLICATION   DE  LA  COMPOSITION   DES  FORCES 
A  L'ATTHACTION  MUTUELLE  DES  COUPS, 


173.  L'ensemble  des  phénomènes  célestes  nous  conduira 
(dus  tard  à  admettra  que  les  molécules  des  corps  s'attire»! 
proportionnellement  â  leurs  masses,  et  en  raison  inverse 
du  carré  de  leur  distance.  Il  est  donc  convenable,  pour 
préparer  à  l'étude  des  diverses  questions  relatives  au  sys- 
tème du  monde,  de  calculer  quelques  effets  de  l'attraction 
des  corps;  et  nous  considérerons  plus  particulièrement 
ceux  dont  la  forme  se  rapproche  le  plus  de  celle  que  nous 
présentent  les  corps  célestes. 

Nous  allons  nous  proposer  d'abord  de  calculer  l'action 
mutuelle  de  deux  sphères  composées  de  couches  coneentrî- 
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dans  son  action,  el  que  ces  deux  points  soient  placés  à  l'unité 
de  distance  l'un  de  l'autre,  ils  produiront  l1  un- sur  l'autre 
une  force  attractive  égale,  que  nous  désignerobe  par  f,  et 
qui  est  une  des  données  nécessaires  de  la  question.  En  la 
joignant  avec  l'hypothèse,  que  tous  les  points  s'attirent  mu- 
tuellement en  raison  directe  des  masses  et  en  raison  inverse 
du  carré  de  la  distance,  la  question  est  complètement  dé- 
terminée. 

Si  Ton  considère  d'abord  l'action  mutuelle  de  deux  élé- 
ments indûment  petits  dm,  dm',  on  peut  considérer  les 
distances  de  leurs  différents  points  comme  égales  à  Tune 
quelconque  d'entre  elles,  que  nous  désignerons  par  u. 
Toutes  les  parties  égales  exerçant,  par  hypothèse,  une 
même  action  sur  un  même  point,  à  la  même  distance,  la 
matière  comprise  dans  la  masse  dm  exercera  sur  dm9  une 
action  qui  sera  dans  le  rapport  de  dm  :  i  avec  celle  qu'exer- 
cerait sur  dm'  la  matière  renfermée  dans  l'unité  de  masse, 
et  concentrée  au  point  où  se  trouve  dm.  Cette  dernière  ac- 
tion sera  dans  le  rapport  de  dm'\i  avec  celle  qui  aurait 
lieu  si,  au  lieu  de  dm',  on  substituait  l'unité  de  masse  con- 
centrée au  même  point.  Mais  cette  nouvelle  action  est  à 
celle  que  nous  avons  représentée  par  y,  dans  le  rapport  de 
i  lu*.  Donc,  l'action  des  deux  éléments  dm,  dm!  sera  ex- 
primée par 

fdmdm' 


u2 


en  négligeant  la  quantité  infiniment  petite  d'un  ordre  su- 
périeur, qui  provient  de  la  différence  des  valeurs  de  //,  et 
qui  ne  changera  pas  les  limites  des  sommes  des  éléments 
dans  lesquels  celte  expression  entrerait  comme  facteur. 

174.  Cela  posé,  considérons  une  couche  sphérique  d'une 
densité  égale  à  p$  d'une  épaisseur  infiniment  petite,  dont  le 
centre  est  en  O,  et  qui  est  comprise  entre  les  surfaces  sphé- 
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tiques  dont  les  rayons  snnt  r  vl  r+  dr\  son  action  sur  un 
élément  dm'  si  lue  en  A  à  une  distance  «  de  son  contre,  ser» 
dirigée  suivant  la  droite  AO,  autour  de  laquelle  tout  est 
semblable,  et  il  suffira  de  faire  la  somme  des  composantes 
de  toutes  les  forces  suivant  cette  direction,  pour  avoir  la 
résultante  cherchée. 

Soit  M  un  point  quelconque  de  la  circonfénncc  dont  le 
rayon  est  r;  faisant 


MOA  : 


8,     MON  =  rfO,     MA  = 


0A  =  «; 


Les  deux  rayons  OM,  ON  (J'g-  48)  étant  prolongés  jusqu'à 
la  circonférence  dont  le  rayon  est  r-i-dr,  la  surfilée  infini- 
ment petite  rdSdr  tournant  autour  de  l'axe  AO  engendre» 
un  volume  sni-'siiiiîrfÔrfr,  dont  la  composante  de  l'action 
sur  dm'  suivant  l'axe  AO,  sera 


-p/r'  itrthii' 


9rf9 


{„ï  +  a._^). 
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donc  l'intégrale  est 


a» 


(■ +  ^) 


i°  Si  le  point  est  extérieur,  cette  intégrale  prise  entre 
les  limites  a — reta  +  ra  pour  valeur 

on  voit  qu'elle  est  la  même  que  si  toute  la  matière  était 
réunie  au  centre. 

Pour  avoir  l'attraction  exercée  par  un  solide  composé  de 
couches  sphériques  homogènes,  mais  dont  la  nature  peut 
varier  avec  r  d'une  manière  arbitraire,  il  faudrait  faire  la 
somme  des  actions  de  toutes  ces  couches,  et  comme  elles 
•OUI  toutes  les  mêmes  que  si  Ton  réunissait  ces  diverses 
couches  au  centre,  on  obtient  la  proposition  suivante  : 

Un  solide  compose  de  couches  sphériques  homogènes, 
de  nature  différente,  et  dont  tous  tes  points  attirent  un 
point  extérieur  en  raison  inverse  du  carré  des  distances, 
exerce  sur  ce  point  la  même  action  que  si  toute  la  matière 
qui  le  compose  était  réunie  en  son  centre. 

Dans  le  cas  d'une  sphère  homogène,  de  rayon  R,  l'ex- 

.        ,                   .               LizùfWdm' 
pression  de  celte  action  sera  ^  -*■ — ; 

20  Si  le  point  À  était  intérieur  à  la  couche  infiniment 
mince  que  nous  avons  considérée,  les  limites  de  u  seraient 
r — et  et  r-f-«  ;  et  la  somme  se  réduirait  à  zéro.  D'où  résulte 
cette  autre  proposition  : 

Dans  la  même  loi  d'attraction,  Faction  du  même  solide 
est  nulle  sur  tout  point  situé  en  dedans  de  la  surface  inté~ 
rieure.  Et  pour  un  point  situé  dans  l'intérieur  de  sa  masse. 
Faction  se  réduit  h  celle  du  solide  compris  entre  la  surface 


■joa  livuk  i. 

intérieure  tH  celle  rie  la   turface   spliérùfua  coin-ciitru/ur 

tjm  passe  pur  ce  point. 

Il  résulte  de  là  i|ue  l'action  d'une  sphère  entière  sur  un 
point  de  son  intérieur  est  bornée  à  l'aclion  de  In  sphère  con- 
centrique dont  la  surface  passe  par  ee  point. 

Dans  le  cas  où  toutes  les  couches  sont  île  même  nature, 
si  R  désigne  le  rayon  de  ta  sphère  ei'l.i  distante  du  point 
i|ue  l'on  considère  au  rentre,  l'action  rie  la  sphère  sera 

j  wffiim'i 

elle  ne  dépend  plus  de  R,  cl  est  proportionnelle  à  la  di*- 
tance  au  centre. 

175.  Rien  n'est  plus  facile  maintenant  que  de  calculer 
l'action  mutuelle  de  deux  sphères  extérieures  l'une  a  l'autre. 
D'abord,  l'aclion  de  l'élément  dm'  sur  la  première  sphère 
étant  égale  et  contraire  à  celle  de  celle  sphère  sur  <tm', 
puisque  toutes  les  actions  élémentaires  qui  les  composent 
l'une  et  l'autre  sont  égales  et  contraires,  par  hypothèse,  il 
s'ensuit  (pie  la  résultante  des  actions  de  la  première  sphère 
sur  tous  les  éléments  tint'  qui  composent  la  seconde,  sera 
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nient  aux  masses  et  en  raison  inverse  du  carré  de  la  dis- 
tance,  exercent  F  une  surPautrc  la  même  action  que  si  la 
matière  dont  chacune  d'elles  est  composée,  était  réunie  en 
son  centre. 

La  même  proposition  a  évidemment  lieu  pour  deux 
sphères  creuses  composées  de  même  de  couches  homo- 
gènes. 

On  peut  démontrer  très-simplement  que  les  actions  exer- 
cées par  tous  les  points  d'une  couche  sphérique  homogène 
et  infiniment  peu  épaisse,  sur  un  point  de  l'intérieur,  se 
détruisent. 

En  effet,  soient  O  (fîg*  49)  'c  centre  de  la  surface  inté- 
rieure de  la  couche,  OB  son  rayon,  et  A  le  point  intérieur 
que  Ton  considère.  Menons  par  OA  un  plan  quelconque, 
et  soient  M  et  N  deux  points  infiniment  voisins  pris  sur  la 
circonférence  suivant  laquelle  il  coupe  la  sphère*,  tirons  les 
droites  MAM',  NAN',  MN,  M'N'  :  les  triangles  AMN, 
AM'N'  seront  semblables.  Si,  maintenant,  on  fait  tourner 
le  plan  autour  de  OB,  les  cordes  ou  les  arcs  MN,  M'N'  en- 
gendreront des  surfaces  qui,  multipliées  par  l'épaisseur 
infiniment  petite  de  la  couche,  seront  des  éléments  de  son 
volume  *,  or  les  actions  de  ces  deux  éléments  sont  égales  et 
contraires,  car  elles  sont  proportionnelles  aux  surfaces  en- 
gendrées par  MN  et  M'N',  et  en  raison  inverse  des  carrés 
des  distances  ;  il  suffit  donc  de  prouver  que  ces  surfaces 

sont  en  raison  directe  de  AM  ,  AM'  ,  ce  qu'on  reconnaît 
facilement  en  observant  qu'elles  sont  proportionnelles  aux 

produits  des  arcs  générateurs  par  leurs  distances  à  l'axe, 

1        ■■■» 

et  que  ces  produits  sont  dans  le  rapport  de  AM  :  AM' , 

à  cause  de  la  similitude  des  triangles. 

176.  AuUmJoi  d'attraction.  —  Si  l'on  suppose  l'action 
de  deux  gpinta,  proportionnelle  à  leur  distance,  on  peut 

I.  IC) 


l'acilcineni  calculer  l'attraction  d'un  corps  de  figure  quel- 
conque sur  un  point  placé  arbitrairement. 

Prenons,  pour  cela,  trois  axes  rectangulaires  se  coupant 
au  centre  de  gravité  du  corps  attirant,  et  faisons  passer 
l'axe  des  x  par  le  point  attiré.  Soieut  x,  y,  z  les  coordon- 
nées dune  molécule  quelconque  dm  du  corps,  et  la  dis- 
tant c  de  la  molécule  attirée  dm'  à  l'origine;  les  trois  com- 
posantes de  1  attraction  de  dm  seront 

j  [x  —  a)  dm  dm' ,     fy  dm  dm' ,     fzdmdm'. 

Si  1  on  fait  la  somme  de  ces  valeurs  élémentaires,  en  pre- 
nant pour  dm  successivement  tous  les  éléments  du  corps, 
et  que  l'on  observe  que,  d'après  les  propriétés  du  centre 
de  gravité,  on  a 
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-*t 


Calcul  de  l'attraction   d'un   corps  quelconque  sur  un 

point  matériel. 

4  77 .  Nous  allom  maintenant  envisager  la  question  d'une 
manière  plus  générale  et  supposer  l'attraction  de  deux  élé~ 
menu  proportionnelle  à  leur  masse,  et  à  une  fonction  quel* 
conque  de  leur  distance  r.  Considérons  un  corps  de  figure 
quelconque  dont  la  densité,  variable  d'un  point  à  un  autre, 
soit  représentée  par  p  ;  et  cherchons  les  trois  composantes 
de  son  action  sur  un  point  matériel  dont  la  masse  est  p, 
et  dont  les  coordonnées  sont  a,  6,  y.  L'élément  de  volume 
dxdy  dz  du  corps  aura  pour  masse  p  dxdydz,  et  son  ac- 
tion sur  (i  sera  exprimée  par  pp  dxdydzF  (r),  si  Ton  dé- 
signe par  F  (r)  Faction  mutuelle  de  deux  unités  de  masse  à 
une  distance  r  l'une  de  l'autre.  Les  composantes  X,  Y,  Z 
de  l'attraction  du  corps  entier  parallèlement  aux  axes  de 
coordonnées  seront 

*  =  r  fff  t  (f^)*ir)d*4r*> 

Y==fl///p(Z^)F(^)rfxrfr^, 

et  Von  aura 


11  suffirait  de  les  changer  de  signe  pour  passer  au  cas  de  la 
répulsion. 

Ces  intégrales,  qui  s'étendent  à  la  masse  entière  du  corps, 
peuvent  se  réduire  à  une  seule.  En  effet,  en  différentiant 

"9- 


VUE    I. 

t*«,«,r, 


±  -  _  !J-J)        *  _  _  (7-6)       *  _  _  (*~7> 
//>  r  rf6  D  #•       *     Jj  r 

Soit  maintenant  y  (r)  la  fonction  "'ont  la  dérivée]   p>> 
rapport  n  r,  est  V  (rjj  posons 

et  di  fierai  lions  les  deux  membres  île  celle  éipiulion  par 
rapport  à  a,  c,  y;  il  sullira  de  dillérentier  son*  le  signe  y', 
si  ç  (»')  ne  passe  pas  par  rinfini,  el  l'on  trmn 
formules  suivantes  : 


i  ta 


</u 


Y  =  - 


iin 


rfU 


»'      /=-'*^- 


Tout  dépend  donc  de  la  seulu  intégrale  U. 

Il  est  bon  de  remarquer  que  si,  dans  le  eas,   par  exem- 
ple, d'un  solide  indéfini,  l'intégrale  V  prenait  une  valeur 


tfB     JV      d  II 


que 


les  dérivées    part 


désignées  par 
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ment,  on  en  conclura  que  l'attraction  croit  sans  limite  a 
mesure  que  Ton  considère  une  plus  grande  partie  du  corps  ; 
c'est  ce  que  Ton  exprime  en  disant  que  l'attraction  du  so- 
lide est  infinie. 

Ainsi,  il  suffira  toujours  de  connaître  les  dérivées  qui 
entrent  dans  l'expression  des  composantes  X,  Y,  Z  sans 
s'inquiéter  si  la  fonction  U  elle-même  est  finie  ou  infinie. 
On  raisonnerait  d'une  manière  analogue  si  U  était  infini , 
sans  que  le  solide  le  fût. 

478.  Dans  le  cas  où  l'attraction  est  en  raison  inverse  du 
carré  de  la  distance, 

et  faisant,  dans  ce  cas, 


/// 


0  dx  dy  <(z  __ 


on  aura 


Si  le  point  attiré  fait  partie  du  corps,  la  fonction  <p  (/*) 
passe  par  l'infini,  mais  ces  formules  subsistent  toujours. 
En  effet,  elles  n'offrent  aucune  difficulté,  si  on  les  applique 
à  tout  le  corps,  moins  une  sphère  infiniment  petite  qui  ren- 
ferme le  point  attiré.  Or  V  a  une  limite,  quand  cette 
sphère  tend  vers  zéro  ;  car  l'élément  de  volume  exprimé 
en  coordonnées  polaires  ayant  pour  origine  le  point  attiré 
a  pour  expression  r1  dr  sin  0  d9  dty  5  or,  si  Ton  divise  par  r, 
et  qu'on  intègre  dans  l'étendue  de  la  sphère  le  rayon  infi- 
niment petit,  on  aura  une  quantité  infiniment  petite  du 
second  ordre.  U  suit  de  là  que  la  fonction  V  étendue  au 
corps  entier,  est  finie,  et,  par  suite,  ses  dérivées  par  rapport 


5(j4  Ï.IVKE    1- 

aux  indéterminée*  «)  Ë,  y,  le  sont  aussi.  On  voit  de  même 
queX,Y,  Z  ont  aussi  des  limites;  d'ailleurs,  quand  les 
deux  membres  <!' mie  équation  ont  des  limites,  ces  limites 
sont  égales  :  doue  les  formules  qui  donnent  X,  Y,  Z  sont 
encore  exactes  quand  on  considère  le  corps  entier  dont  le 
poim  fait  partie. 

179.  L'attraction  sur  le  point  a,  6,  y,  estimée  suivant 
la  direction  du  vecteur  r  mené  de  l'origine  à  ce  point,  a 
pour  expression 


X- 


/rfUa        JU6        rfU  y  \ 


Mais  en  considérant  U  comme  fonction  de  «,  S,  y,  et  ces 
coordonnées  comme  fonction  de  /et  de  deux  angles  6,  i|>, 

on  a 

rftj     du  a     rfue     -/u7 

—  = 1 1 —  -, 

tir  du    r         dS    r         dy    r 

en  observant  que  les  dérivées  partielles  de  a,  ê,  y  par  rap- 

*    9     7 

port  n  r  sotiI  respectivement  -,  £,  -. 
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sultan  te  des  attractions.  Désignons  par  a  et  À  les  rayons 
des  deux  surfaces  qui  terminent  le  solide,  par  u  le  rayon 
intérieur  d'une  couche  sphérique  ayant  pour  épaisseur  du , 
et  par  0  l'angle  d'un  rayon  quelconque  avec  Taxe  des  x. 
La  valeur  de  V  aura  pour  expression 


-■•// 


pu*  dus'inB  d6 

r 


L'intégration  par  rapport  à  9  étant  effectuée  entre  o  et  rr , 
donnera  la  partie  de  Y  correspondante  à  la  couche  dont 
l'épaisseur  est  du;  en  intégrant  ensuite  le  résultat  par  rap- 
port à  n  entre  les  limites  a  et  À,  on  aura  la  valeur  totale 
dé  V.  Or  on  a 

r*  =  u1 —  2 au cosO  4-  a'; 

d'où,  en  observant  que  u  est  constant, 

rdr=z  qlu  sin  9 d 9, 
et,  par  suite, 

V  =  —  JJ  p  ududr. 

Quant  aux  limites  de  r  correspondantes  à  6  =  o  et  0  =  ?r, 
il  faut  distinguer  le  cas  où  le  point  attiré  est  extérieur  au 
solide,  de  celui  où  il  est  intérieur. 

i°  Si  le  point  attiré  est  extérieur  au  solide,  on  aura 
a  >  À,  et,  par  conséquent,  a  >  u  pour  toutes  les  couches 
que  Ton  a  à  considérer.  On  a  alors 

fdr=*u     et     V=-^l      pu*da. 

Si  l'on  désigne  par  M  la  masse  du  corps,  on  aura 


•  'a 


agtï 
d'où 


\  -  =  -  .     .-I     X  i 


L'attraction  est  donc  la  même  que  si  toute  ta  malicrr 
du  corps  était  réunie  1  son  centre. 

a"  Si  le  point  attiré  est  dans  l'intérieur  de  la  plus  petite 
surface,  ons»<«,  et,  par  conséquent,  a  <T  n  daiw  toute 
l'étendue  des  valeurs  de  u.  On  a  doue  alors 

ri     \  =  $*ff*<tu. 

Cette  quantité  étant  indépendante  de  »,  un  aura 

rt  V 

-7-  =0,     et,  par  suite,     X=« 

On  voit  donc  que,  dans  celle  même  toi  d'attraction,  le 
solide  n'exercera  aucune  attraction  uir  un  point  situé  dans 
l'intérieur  de  sa  plus  petite  surface. 

On  conclut  de  là  qur  l'artion  sur  un  point  qnî  ferait  par- 
tie du  même  solide  se  réduirait  à  celle  qu'e\ercerait  la 
partie  conquise  cuire  la  sphère  de  rayon  a  et  celle  qui  p*s- 
«r3;,,„ri,>.«;ni.itW   n  fknA*,     * 
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a  ses  dimensions,  on  arrive  à  un  résultai  remarquable  que 
nous  allons  faire  connaître. 

Supposons  l'attraction  en  raison  inverse  du  carré  de  la 
distance,  et  calculons  la  fonction  V.  Pour  cela,  prenons  le 
centre  de  gravité  du  corps  pour  origine,  et  faisons  d1  abord 
passer  Taxe  des  x  par  le  point  attiré. 

Soient  i  la  distance  de  ces  deux  points,  u  le  rayon  vec- 
teur d'un  point  quelconque  du  corps,  dm  sa  masse,  x  son 
abscisse,  /x  la  masse  du  point  attiré  ;  la  distance  de  ce  der- 
nier point  à  un  point  quelconque  du  corps  sera 


et  Ton  aura  par  conséquent 


1 


V=2rf/w(^-  ztx  +  u*)    1z=-ïdm[i r  +  Ta) 

Si  l'on  développe  la  puissance  du  trinôme,  soit  par  la  for- 
mule de  Lagrange,  soit  par  celle  du  binôme,  on  aura  une 


0 


série  ordonnée  suivant  les  puissances  croissantes  de  -r»  et 


d'autant  plus  convergente  que  -z  sera  plus  petit,  et  l'on 

trouvera  ainsi,  en  représentant  par  M  la  masse  totale  des 
corps  attirants,  en  observant  que  ILxdm  est  nul,  puisque 
l'origine  est  le  centre  de  gravité  du  système, 

On  peut  donc  se  borner  à  prendre  V  =  y  en  négligeant  v 

par  rapport  à  -r-  En  considérant  maintenant  un  système 
quelconque  d'axes  passant  toujours  par  le  centre  de  gravité, 


ay8  LffiS  i. 

et  désignant  par  a,  S, y  les  réordonnées  du  poini  attiré,  on 

V=M(a'  +  S'  +  7')"'. 

Les  trois  composâmes  de  l'attraction  seront  Jonc  rcsjiecli- 

_  **/»»■        _j  P/Mp        _  fi/M7 

d'où  l'on  voit  que  leur  résultante  passe  par  l'origine  qui 
est  le  centre  de  gravité  de  la  masse  attirante,  et  qu'elle  a  la 
même  valeur  que  si  toute  la  masse  était  réunie  en  ce  point. 
Ce  résultat,  qui  n'est  qu'approché  pour  un  corps  quelcon- 
que, est  tout  à  fait  exact  dans  le  cas  de  la  splièrc,  quelle 
que  soit  la  distance  du  point  attiré,  pourvu  qu'il  soit  en 
dehors  de  la  sphère.  Dans  ce  cas,  l'intégration  ferait  dispa- 
raître tous  les  termes,  excepté  le  premier  de  la  série. 

Le  calcul  précédent  a  été  fait  d'après  une  loi  particulière; 
on  verra  facilement  que  le  résultat  serait  le  même  dans  le 
cas  où  l'attraction  varierait  en  raison  inverse  de  toute  autre 
puissance  de  la  dislauce,  et  même  suivant  des  lois  plus 
compliquées. 
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unie  de  l'action  des  deux  parties  comprises  dans  un  Quel» 
conque  de  ces  angles  et  son  opposé  au  sommet.  Soit  DCÀB 
une  des  arêtes  de  cet  angle  -,  on  aura  ÂB  =•  CD,  par  la  simi- 
litude des  deux  ellipsoïdes.  Si  nous  désignons  par  a>  la 
mesure  de  l'angle  solide,  nous  pourrons  décomposer  le 
solide  ÂB  en  éléments  dont  les  épaisseurs  PQ  formeront  la 
droite  AB,  et  dont  l'expression  sera  <ùi*dr;  multipliant 

par  ^-p-»  on  aura  l'attraction  que  cet  élément  exerce  sur  le 

point  M  ;  on  trouve  ainsi  pfp&dr,  et  la  somme  pfp*> .  AB 
exprimera  l'attraction  de  la  matière  contenue  dans  AB.  On 
trouvera  de  même  pfutù.  CD  pour  l'attraction  de  la  ma- 
tière contenue  dans  la  partie  CD;  et  comme  les  droites  AB 
et  CD  sont  égales,  ces  attractions  seront  égales,  et,  par  con- 
séquent, se  détruiront.  Donc,  comme  il  en  sera  ainsi  pour 
tous  les  angles  solides  autour  de  M,  le  solide  homogène 
compris  entre  deux  ellipsoïdes  semblables  quelconques 
n'exerce  aucune  attraction  sur  un  point  situé  dans  tinté- 
rieur  de  sa  plus  petite  surface. 

Cette  proposition,  étant  indépendante  de  l'épaisseur,  a 
lieu  aussi  pour  une  couche  infiniment  mince.  Donc  elle  est 
encore  vraie  pour  un  solide  d'une  épaisseur  quelconque 
composé  de  couches  homogènes  comprises  entre  des  ellip- 
soïdes semblables,  et  dont  la  nature  varie  d'une  manière 
quelconque  de  runc  à  l'autre. 

483.  Surfaces  de  niveau.  —  On  appelle  ainsi  celles  sur 
lesquelles  un  point  matériel  posé  resterait  en  équilibre  sous 
l'influence  des  forces  du  système. 

Considérons  donc  un  corps  quelconque  qui  attire  un 
point  suivant  une  loi  quelconque;  on  aura,  d'après  ce  qui 
précède, 

v  dV        v  r/V  ,/U 

x-   -p       ,     *=-.,,  '--ptâT 


[mur  <]U(/  I;i  icstdlaiile  suit  [>erpeudicul  un-  H  lu  surtact'  sur 
laquelle  le  point  peut  se  mouvoir,  il  faut  qu'on  ait  pour 
ir  celte  surface, 


-TrfS  -hZti-f- 


-  </e  -+-  — -  ,/7 


n  qui  pre 
de  niveau 
est  donc 


(jue  U  est  constant.  L'équation  des  surfaces 
itives  à  l'attraction  ou  à  la  répulsion  du  corps, 


Quand  l'attraction  est  en  raison  inverse  du  carré  de  la 
distance,  celte  équation  devient  V  =  c, 

181.    La  fonction  V  jouit  d'une  propriété  remarquable, 
qui  est  d'une  grande  uttlilé  pour  la  détermination   de  sa 


D'après 
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Mais,  puisque  Ton  a  V  =  /    I    /  * — >  dv  étant  l'élé- 

nient  de  volume,  cl  que,  pour  différentier  une  intégrale  par 
rapport  à  des  quantités  considérées  comme  constantes  dans 
l'intégration,  et  qui  n'entrent  pas  dans  les  limites  de 
celte  intégrale,  il  suffit  de  différentiel*  sous  le  signe  f, 
on  aura 

d>L 


^  =  ///^f* 


pourvu,  toutefois,  que  la  fonction  -  ne  devienne  infinie 

pour  aucune  valeur  comprise  dans  les  limites  de  l'intégra- 
tion; car  on  sait  que,  dans  ce  cas,  la  différent*! a ti on  sous  le 
signe  J  peut  donner  des  résultats  inexacts. 

Donc,  si  le  point  a.  6,  y  ne  fait  pas  partie  du  corps  atti- 
rant, on  aura 

d>\       d*\       d*X 

v  '  da?  d&         d*f* 

Si  le  point  fait  partie  du  corps,  on  concevra  une  sphère 
infiniment  petite,  dans  l'intérieur  de  laquelle  il  sera  com- 
pris*, la.  fonction  V\  considérée  pour  tout  le  reste  du  corps, 
satisferai i'éjt^ftïon  ci-dessus. 

Soit  p Ta  densité  du  corps  au  point  attiré,  ce  sera  aussi 
celle  de  la  petite  sphère.  Les  composantes  de  l'attraction  de 
la  sphère  sur  ce  point,  qui  est  dans  son  intérieur,  seront 
donc  respectivement 

—  3  *f*/p («  ~  *)•      —  3  *f*  />( 6  —  *)»     —  |  W/P (7  —  c)t 


* 


,)„2 

Livtr  1. 

il.  6,  c 
il  celle 

étant  II 
i  donc, 
•plièrc. 

.s  n. ordonnées  du  centre  de  'a 
en  appclaut  V  la  partie  ileV  i 

pelile  •pliure; 
pli  se  rapporte 

.IV 

T7T 

^U„- 

a), 

rfV 

=  -|«p(S- 

'<). 

77 

=-i,r,- 

r}\ 

d'où 

rf'V' 

</»V'        rf'V* 

— |«p 

il,  par 

conséquent, 

(•') 

■t'V 
rf?* 

rf'V        rf'V 

-4«f, 

la  valeur  de  p 
Nous  .lions 

se  rapportant  au  point 
montrer,  par  quelipit 

attiré. 

s  exemples 

11  es-  si  ni- 
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et  l'on  aura,  par  suite, 

r/'V  __  a1  d*Y         i  d\         a'  d\ 
dot.7         r1  dr7         r    dr         r*   dr 

d7V        6'  d>\        i   d\        6'  dV 


*/6'         r2  rfrJ         r    dr        rs  rf/ 

rf'V  _7a  •i'V         i  d\        y2  r/V 
r/72         r*  dr7         r    dr        r*  dr*1 

et  ajoutant  ces  trois  dernières  équations,  on  aura,  en  sup- 
posant d'abord  le  point  hors  delà  sphère, 

a/-'  r    dr 

La  fonction  V  dépend  donc  alors  d'une  équation  qui  ne 
renferme  pas  de  différentielles  partielles.  En  la  multipliant 

dV 
par  r%  son  premier  membre  devient  la  dérivée  de  r*  —  • 

On  aura  donc,  en  désignant  par  c  une  constante  arbitraire, 


dV        c 

dr         r7 


Supposons  d'abord  que  la  sphère  soit  creuse  et  que  le 
point  soit  dans  l'intérieur  de  la  plus  petite  surface  dont 
nous  désignerons  le  rayon  par  Rt.  L'attraction  devant  évi- 
demment être  nulle  pour  r=  o,  il  faut  qu'on  ait 


c  =  o, 


et,  par  suite, 

d\ 


Donc  les  composantes  de  l'attraction  sont  toujours  nulles* 
et  le  point  est  en  équilibre,  quelque  position  qu'il  occupe 
dans  la  partie  vide  de  la  sphère.  Supposons,  en  second 


il'u.  que  le  poiul  lasse  partie  de  ta  masse  de  la  sphère,  on  a 

f/V  a   t/V 


ttr 


=  -4«p, 


p  éiaut  une  fonction  donnée  de  r. 

Mulliptianl  par  r!  et  intégrant  à  partir  de  R, ,  il  vient, 

en  observant  que  —  étant  cul  pour  tous  les  points  de  l'in- 

in-H'ur,  l'est  aii^iù  la  limite  Tt,, 


'2--H 

•/*, 


pr'.tr. 


Or,    /      4nr'pi/r  est  la  masse  comprise  entre  celle  surface 

.'n, 
cl  la  sphère  qui  passe  par  le  point  attiré.  Si  ou  la  désigne 

uarM'.onaura 

rfV  M' 


leur  absolue  de  l'attraction  s 
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à-dire  pour  lequel  on  ait  r^>R,  on  aura,  comme  dans  le 
premier  cas.  .Htk- 


dr 


t 


.3 


mais,  à  cause  de  la  discontinuité  provenant  des  points  de  la 
masse,  la  constante  c  n'est  pas  assujettie  à  avoir  la  même 
valeur  que  pour  les  points  intérieurs.  Pour  la  déterminer, 
on  fera  r  =  R,  et  Ton  devra  trouver,  d'après  le  cas  pré- 
cédent, 

d\  M 

--=:--;       donc     c=-M, 

et  Ton  aura  pour  tous  les  points  extérieurs, 

dV  M 

dr  rl 

L'attraction  aura  donc  pour  expression 

•  —  ^ 

et  Ton  en  conclut  ce  théorème  : 

XJne  sphère  creuse  composée  de  couches  concentriques 
homogènes  exerce  sur  les  points  extérieurs  la  même  action 
que  si  toute  sa  masse  était  réunie  à  son  centre. 

186.  application  au  cylindre  indéfini.  —  Considérons 
maintenant  un  cylindre  creux  indéfini  composé  de  couches 
homogènes  dont  la  densité  n'est  fonction  que  de  la  distance 
à  l'axe  de  ce  cylindre,  que  nous  prendrons  pour  axe  des  z  ; 
son  action  sur  un  point  quelconque  sera  dirigée  vers  le 
point  où  l'axe  est  coupé  par  un  plan  perpendiculaire,  mené 
par  le  point  attiré.  Nous  prendrons  ce  point  de  Taxe  pour 
origine,  et  nous  désignerons  par  /•  sa  distance  au  point 
I.  ?.o 


3ofi 
attiré;  la 

Llracliori  no  dépendra  que  dip  ''.  ci  ton  CKyiHMJoTl 

Or,  pour 

l'ylimlir, 

es  jjoinis  qui  ■(  foin  jms  partie  'le  la  niasse  du 
m  aura,  en  observant  qui-  V-eM  iud-JpMMkol  lia  y 

-rv      rf'V 

d'où 

Multiplia 
(J'uù 

céiani  u 

e  consume  arbitraire. 
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D'où  l'on  conclut  qu'an  cylindre  creux  indéfini,  composé 
de  couches  concentriques  homogènes,  n  exerce  aucune 
action  sur  un  point  situé  dans  l'intérieur  de  sa  surface 
interne. 

On  démontrerait   directement  cette  proposition   de  la 
même  manière  que  pour  l'ellipsoïde  creux. 

187.  Cherchons  maintenant  la  valeur  de  -—  pour  les 

dr  * 

points  appartenant  à  la  masse  du  cylindre;  pour  ces  points, 

on  a 

r/2V        i  dV 

et  Ton  trouve  par  l'intégration,  en  désignant  par  R,  le 
rayon  de  la  surface  intérieure, 

dX 


=  -4-  / 
c/R. 


r——z=  —  4tt    I       prdr. 


Il  n'y  a  pas  de  constante  à  ajouter,  parce  que  -r—  est  nul 

pour  r  =  R,,  puisqu'il  Test  pour  tous  les  points  de  Tinté- 
rieur  de  la  surface  dont  le  rayon  estRt.  En  faisant  r  =  R, 

on  obtient 

R 

prdr. 


'11  — —  il   C 


Pour  les  points  extérieurs  on  doit  avoir 


11  —  9. 
1?  "~  R 


Faisant  r=R,  on  trouve,  en  vertu  de  l'équation  précé 
dente, 


=-4"  r 


rdr. 


20. 


3o8 

i.ivm     i. 

La  cou 

slanle  étant  ainsi   iléicrminiV.  on  allia  pnui   IdBla 

les  Htc 

m-  ilr-  f  jjI  11^  grandes  qui-  R, 

rfv      i; 

M  l'attr 

action  du  i  ylindrc  aura  pour  expression 

te 

Ûtl    vnii 

qu'elle  va  lie  en    raison  inverse  de  la  dislance  du 

point  à 

l'ave  du  cylindre, 

lllrficlivit    dit   vlli/'iuiilrs. 

ISS. 

Cour  eonuailre  les  trois  composâmes  de  l'attrac- 

lion  d'i 
série  de 

n  ellipsoïde  homogène  sur  un  point,  on  décompo- 
cotps  en  couches  infiniment  peu  épaisses,  par  une 
surfaces  semblables  à  celle  qui  le  termine;  on  eher- 

rliera  1( 

■s  composantes  de  l'attraction  d'une  quelconque  de 

i„..    ,,.  o...-.;r.n  -t..  n,r,mii™m,:  ,t<;.»™;....  ««- 
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On  voit  que,  dans  tous  les  cas,  la  question  revient  à  cal- 
culer les  trois  composantes  de  V attraction  d'une  couche 
comprise  entre  deux  ellipsoïdes  semblables  et  infiniment 
rapprochés,  sur  un  point  situé  en  dehors  de  cette  couche, 
ou  sur  sa  surface. 

Nous  commencerons  par  établir  quelques  propositions 
qui  ramènent  ce  problème  au  cas  où  le  point  attiré  est 
situé  sur  la  surface  extérieure  de  la  couclie.  Ces  proposi- 
tions et  les  calculs  qui  suivent  sont  tirés  des  Mémoires  de 
M.  Chasles. 


Comparaison  de  l'action  de  deux  couches  homojbndes 

sur  un  même  point  extérieur. 

189.  Considérons  une  couche  homogène  comprise  entre 
deux  ellipsoïdes  semblables,  infiniment  rapprochés-  Les 
composantes  de  son  action  sur  un  point  extérieur  M 
(fig.  5i)  dont  les  coordonnées  sont  x,  jr,  z,  sont  propor- 
tionnelles aux  dérivées  partielles  par  rapport  à  x,  d'une 
fonction  V  qui  exprime  la  somme  des  masses  des  éléments 
de  la  couche,  divisées  par  leurs  distances  au  point  M. 

Considérons,  en  second  lieu,  une  couche  homogène  d'une 
densité  quelconque,  comprise  entre  deux  ellipsoïdes  sem- 
blables entre  eux,  dont  l'extérieur  passe  par  M,  et  qui 
soient  respectivement  homofocaux  avec  ceux  qui  termi- 
nent la  première  couche;  ces  deux  ellipsoïdes  seront  com- 
plètement déterminés,  et  les  axes  de  même  direction  seront 
dans  le  même  rapport  dans  les  deux  systèmes. 

Désignons  généralement  par  points  correspondants  sur 
les  surfaces  de  deux  ellipsoïdes  quelconques,  ceux  dont  les 
coordonnées  sont  respectivement  entre  elles  comme  les 
axes  qui  leur  sont  parallèles.   Il  est  facile  de  reconnaître 


*»  * 


angh 
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quanti  ma  ellipsoïdes  sont  h o m o focaux,  In  distance 
point  quelconque  de  l'un  à  un  point  quelconque  de 
rc  est  égale  à  la  distance  des  pointe  respenivemem 

plie    proposition   se  déduit    immédiatement  des    deux 

mîtes,  demi    la  démonstration  est  trop  facile  pour  que 

i  la  rapportions  : 

1    La   différence  des  carrés:  dis  distances  du  centre  à 

C points  correspondant*  de  deux  ellipsoïdes  homofo- 

r  est  constante; 

'    Le  produit  de  deux  rayons  quelconques,  pris  respec- 

mnt  dans  les  deux  ellipsoïdes,  par  le  cosinus  de  leur 


llv 


-  que  pour  les  rayons  menât  aux  points 


tpoj 


carres  de  ces  rayons  est  aussi  la  même  de 
■I  d'aiiiir,  en  vertu  de  la  première  proposition-  D'où 
lu  le  théorème  en  question, 
volt  facilement  aussi  que  si  Ton  considère  les  d  eu  s 
es  liomo  focales  dont  H  a  été  déjà  parlé,  tout  poîni 
la  il  s  l'épaisseur  de  l'une  a  son  correspondant  dans 
<•:  i'l  deux  portions  terminées  n  des  surfaces  dont  tons 
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Cela  posé,  partageons  le  volume  de  la  couche  proposée 
en  éléments  infiniment  petits,  et  divisons  la  masse  de  cha- 
cun d'eux  par  la  distance  au  point  M,  de  l'un  quelconque 
de  ses  points,  que  Ton  pourra  choisir  sur  la  surface  même 
de  l'ellipsoïde  passant  en  M',  vu  l'épaisseur  infiniment 
petite  de  la  couche;  nous  aurons  ainsi  tous  les  éléments  de 
l'intégrale  V.  Partageons  ensuite  le  volume  de  la  seconde 
en  éléments  correspondants,  et  divisons  la  masse  de  chacun 
par  la  distance  au  point  M',  correspondant  de  M  sur  la  sur- 
face extérieure  de  la  couche  donnée.  Deux  éléments  cor- 
respondants étant  entre  eux  comme  les  couches  entières,  et 
leurs  distances  aux  points  correspondants  M,  M'  étant 
égales,  les  deux  sommes  ou  les  deux  fonctions  V  seront 
aussi  entre  elles  comme  les  masses  des  deux  couches.  Or,  la 
fonction  V,  qui  se  rapporte  à  la  couche  passant  par  M,  est 
constante  pour  tous  les  points  de  son  intérieur,  et,  par 
conséquent,  pour  tous  ceux  de  la  surface  extérieure  de  la 
couche  passant  par  M'  :  donc  aussi  la  fonction  V  sera  con- 
stante pour  la  couche  proposée,  quelque  position  que  Ton 
donne  au  point  M  sur  l'ellipsoïde  homofocal  passant  par  M. 
Donc  la  résultante  de  V attraction  de  la  couche  proposée 
sur  le  point  M  est  normale  à  l ellipsoïde  homofocal  pas- 
sant par  ce  point. 

Nous  pouvons  maintenant  comparer  les  actions  exercées 
sur  le  point  M  par  la  première  couche,  et  une  autre  dont 
les  deux  surfaces  semblables  seraient  homofocales  à  celles 
de  la  première,  et  seraient  comprises  entre  elles  et  celle  qui 
passe  par  M.  En  effet,  les  fonctions  V  qu'elles  fourniraient 
relativement  au  point  M,  étant  divisées  par  leurs  masses 
respectives,  donnent  le  même  résultat,  d'après  ce  qui  a  été 
dit  précédemment.  D'où  il  suit  que  les  dérivées  partielles 
de  ces  deux  fonctions  sont,  comme  elles-mêmes,  dans  le 
rapport  des  masses  des  deux  couehes;  et,  par  conséquent, 
les  résultantes  des  attractions  de  ces  deux  couches  tir  un 


même  point  extérieur  sont  de  même  direction,  et  propor- 
tion/u-lles  à  leurs  masses   {*). 

Enfin  celle  proposition  nous  rouduit  à  la  réduction  que 
nous  avions  annoncée.  En  effet,  nous  pouvons  supposée 
que  la  couclie  dont  nous  venons  de  compara  l'action  à 
relie  de  la  proposée,  vienne  se  confondre  avec  celle  dont  la 
surface  extérieurs  passe  par  le  point.  M.  Ces  deux  actions 
étant  de  même  sens,  et  proportionnelles  aux  masses  des  deux 
couches,  l'une  d'elles  détermine  l'autre.  D'où  Ton  toit  que, 
pour  reconnaître  l'action  dune  couche  sur  un  point  exté- 
rieur, il  suffi I  de  calculer  celle  qu'exerce  sur  ce  même  point 
une  couche  hownfocalc  et  de  même  mariéic,  dont  la  sur- 
face extérieure  passera  par  ce  point,  et  de  la  multiplier 
par  te  l'apport  du  volume  de  la  pivmièfo  à  celui  de  la 
seconde,  sans  rien  changer  àsa  direction. 


Calcul  de  faction  d'une  conclu:  elliptique  sur  un  point 
de  sa  surface. 


\'M.   Suit  M  I  fig.  5a)  un  point  quelconque  de  la  surface 
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d'angles  solides,  composant  l'espace  situé  d'un  même  côté 
du  plan  tangent. 

Soient  dtù  l'un  quelconque  de  ces  angles,  et  MM'  la  di- 
rection d'une  de  ses  arêtes  :  on  peut  décomposer  la  partie 
de  la  couche  qu'il  renferme  en  éléments  dont  le  volume 
aura  pour  expression  r*drd(ù,  r  étant  leur  distance  au 
point  M.  Multipliant  par  la  densité  p,  par  la  force  attrac- 
tive fdè  deux  unités  de  masse,  situées  à  l'unité  de  dis- 
tance, par  la  masse  f«.  du  point  supposé  en  M,  et  divisant 
par  le  carré  de  la  distance,  on  aura  l'attraction  de  l'élé- 
ment de  la  couche  sur  la  masse  (i  ;  son  expression  sera 

intégrant  de  M  à  P,  on  aura 

p/jxMPrfw; 
intégrant  ensuite  de  P'  à  M',  on  trouvera 

Or,  M'  P'  =  MP,  puisque  les  deux  ellipsoïdes  sont  sembla- 
bles ;  donc  l'attraction  de  la  partie  comprise  dans  l'angle  do* 
se  réduira  à 

2p/f*MPrfo>. 

Multipliant  cette  force  parcos  PMK,  on  aura  sa  composante, 
suivant  la  normale,  et  l'on  obtiendra  ainsi,  en  observant 
queMPcosPMK=MK, 

2p/f*  MRrfw. 

Celte  expression  n'est  exacte  qu'en  supposant  l'arc  PK 
infiniment  petit,  comme  cela  a  lieu  ici,  puisque  MK  est 
infiniment  petit. 

L'angle  extrême  KMP  est  droit,  parce  que  PK  est  un  in- 
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fini  ment  pelil  d'un  ordre  moins  élevé  que  MK;  de  tune 
que,  si  l'on  fait  la  somme  de  toutes  les  «[pressions  sembla- 
blés,  pour  lous  les  éléments  dot,  on  aura,  pour  l'art  ion  'le 
la  rourheenlière. 

Au  lieu  de  l'épaisseur  MK  de  la  couche  .111  point  M,  il  vaut 
mieux  introduire  la  dillcremc  des  demi  grands  axes  a  cl 
a  +  i/a  des  deux  surfaces. 


MK  _  QO 

MT  ""  MO' 


"placer  Ba  par 


1  — •    Donc   I '.11  tinii  di- 


la  couelie  aura  pour  expression 

4Bp/(ip_, 

1'  étant  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  sur   le  plan 
laugenteaM. 

I  es  composantes  de  eelte  action  parallèlemenl  aux  axes 
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valeur 

dcP* 

étant 

î 

*2       r1 

7* 

3i5 


On  peut  observer  que,  d'après  les  égalités  —  =  —  =  — * 

les  expressions  des  deux  dernières  composantes  se  dédui- 
raient de  la  première  en  changeant  x  et  a  eu  y  et  fc,  ou  en  z 
et  c. 


Calcul  des  composantes  de  r  attraction  d'un  ellipsoïde 

sur  un  point  extérieur. 

191 .  Soient  A,  B,  C  les  demi-axes  d'un  ellipsoïde  homo- 
gène, Â  étant  le  plus  petit,  et  posons 

B>  — A2        ,       Ca~  A'       ., 
r-  =à1»     =  A  '• 

A2  Ai 

Désignons  par  a,  o,  y  les  coordonnées  d'un  point  extérieur; 
il  s'agit  de  calculer  les  composantes  X,  Y,  Z  de  l'attraction 
de  l'ellipsoïde  sur  ce  point,  auquel  nous  supposons  l'unité 
de  masse. 

Décomposons  ce  corps  en  couches  infiniment  peu  épaisses, 
par  des  ellipsoïdes  semblables.  Soient  a  et  a  —  da  les  demi- 
axes  des  x  des  deux  surfaces  qui  terminent  une  couche 
quelconque,  les  autres  axes  s'ensuivront;  et,  lorsque  nous 
aurons  calculé  les  composantes  de  Faction  de  cette  couche, 
il  suffira  de  les  intégrer  par  rapport  à  a.  depuis  a  =o  jus- 
qu'à a  =  A,  si  l'ellipsoïde  est  plein.  Dans  le  cas  où  il  s'a- 
girait d'un  solide  creux  terminé  par  deux  ellipsoïdes  sem- 
blables, on  intégrerait  depuis  la  valeur  de  a  relati\e  à  la 
surface  intérieure  jusqu'à  a  —  A. 


3iti  uru  i. 

Substituons  j  hi  couche  en  question une  couche  terminée 
par  des  ellipsoïdes  semblables  entre  eux,  homufucauxâ  ceux 
qui  [fiiiiim-iil  l;i  première,  et  tels  que  le  plus  grand  passe 
parle  point  M, 

Soient  «',  />',  t'  et  a'  —  fia' ,  h' —  ilb',  c —  tic'  les  demi- 
axes  de  ccsileiiM  ellipsoïdes,  on  aura  les  relations  suivantes  ; 


It-s  composantes  du  l'action  île  cette  couche  sur  le  point    M 


?■'(/«• 
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et,  en  vertu  des  équations  (1) , 

A  B  C 

A  A 

l'équation  (2)  donnera 

Ainsi  a  et,  par  suite,  a',  fc',  c'  dépendent  de  1/. 

Il  reste  à  exprimer  P"  en  fonction  de  w,  et  les  compo- 
santes élémentaires  JX,  ri  Y,  /7Z  serout  ramenées  à  cette 
seule  variable. 

Or,  on  a 


P"  = 


a* 


a7         6a         7a  6*  72 


a'*        b'k        c''  (r'  +  i»)'        (tt-'-j-V1)' 


Diftérentiaul  l'équation  (3),  pour  exprimer  da  au  moyen 
de  du,  et  ayant  égard  à  la  valeur  de  P",  on  trouvera 

P'>  <fo  =  a'*  du , 


d'où 


bc  du 
dXzs—tvpfx-jp-r 

a"bc 


dl  =  — 


^P/6Jyrfw' 


dz=  —  4*p/v  ^rpdn- 


Remplaçant  &,  c,  a',  ft',  c'  par  leurs  valeurs  en  a  et  1/,  « 


disparaît,**  il  Vian 


ntroduisnnt  la  masseM  =  i ftp  ABC, 


[■+>'.'  ■(. 


14) 


r  j\  = 


3H/C 


(,  +  !.„.)'(,  +  1".") 


rfZ  =  - 


3M/j 

"     "    „  +  ,,,*„ +v,. 

Si  Ion  intègre  ces  valeurs  depuis  u  =  o  jusqu'à  u  =  —  i 

A'  étant  !  demi-axe  des  x  de  1  ellipsoïde  liomolocal  pas- 
sant par  le  point  donné,  on  aura  les  composantes  de  l'al- 
ii action  totale',  leurs  expressions  seront 


ï  M/a      /**'  u'dti 

A"      Jo       (i-t->.'«,l'(H-l',«,)S 

ÎM/8    /'Â7  «'du 
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on  a  A'=  A,  et  la  seconde  limite  des  intégrales  est  1  :  ce 
qui  donne  pour  les  composantes  de  l'action  sur  un  point  de 
la  surface  de  l'ellipsoïde, 


x=        3M/a 


0     (i  +  V^f(n-V'«f 


3  M/6     Cx  u7  du 


r1  u2du 


3  M/7     r  '  u}  du 


r  '  u2  du 

X  (1 +*'«')*(« 


A"        "       '        '        Vu')' 


z  =  — 


Si  le  point  est  intérieur  à  l'ellipsoïde,  on  ne  devra  con- 
sidérer que  T action  d'un  ellipsoïde  semblable  passant  par  ce 
point.  Mais  le  rapport  de  sa  masse  au  cube  de  son  demi-axe 
des  jr,  sera  le  même  que  pour  l'ellipsoïde  proposé;  on 

M 
pourra  doue  laisser  —  dans  les  formules  (6)   qui  repré- 

A. 

senteront  encore  les  composantes  cherchées. 

On  reconnaît  alors  cette  propriété  remarquable,  que 
chaque  composante  de  l'attraction  d'un  ellipsoïde  sur  un 
point  intérieur  ne  dépend  que  de  la  coordonnée  parallèle, 
et  lui  est  proportionnelle. 

On  peut  remarquer  que  les  formules  (  5  )  se  déduiraient 
de  la  seule  intégrale  qui  entre  dans  la  première.  Soit,  en 
effet, 

A 

A'  u2du 

L  =      /  ; ;  , 

u*y  (1  +  v!«5)î 


r- 


011  trouvera,  en  différen liant  La  par  rapport  à  À, 

A 

d.lh 

~7rT 


Jr~£'             u' du 
1 t; 


3=u 


VI,  p,n  rapport  » 


./  l'I 


'  qui  changera  les  équations  (5)  dans  les  suivanles  : 


_       3  M/6  rf.lt 

—           A-        rfï    ' 

3M/7  rf.VL 

'  7"           A'        33?    ' 

is  il  Ta 

ut  Lu. 

?n  remarquer  que,  quand  on  aura  A'=  1,  il 

faudra 

fairt 

■  celle  supposilion  qu'après  avoir  différcnliê 

lit2.    Ellipsoïde  de  révolution  aplati.  —  Si  l'on  suppose 
i  =  C,  on  a  un  ellipsoïde  de  révolution  aplati  aux  pôles: 
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doù  résulte 


wtïf  ~ arc  ian«  A"  ) 


3  M/S  /  a  A  >A\'      \ 

(  «  )  <  Y  = r arc  tant»  — , — — ■     * 

v';  \  2 A1  A3   \  b  A'         A'2-+  a5 A2/ 

3M/y  /  \A  >AA'      \ 

On  fera  A'  =  À  si  le  point  est  sur  la  surface  même  de 
l'ellipsoïde.  Si  X  =  o,  l'ellipsoïde  se  réduit  à  une  sphère,  et 
les  formules  (7)  coïncident  avec  celles  que  Ton  connaissait 
pour  ce  cas. 

193.  Ellipsoïde  de  révolution  allongé,  —  L'ellipsoïde 
sera  encore  de  révolution  si  A  =  B,  mais  il  sera  allongé 
vers  les  pôles*,  on  aura  alors  X  =  o,  et  les  formules  (5) 
deviendront 


\ 


x==_3M/a 


/»*'      u2du  3M/6    /»*'      u'du 

J0     (i-HV'/x')'  A     Jo      (i+V2«V 


A 

_        3M/7     r*        iC-du 


A 


/A  u-du. 

(«  +  v,«,)'; 


Or,  on  a 


.^-^T- >-_|.(a'„  +  v,4-V>«')> 

et  F  intégrale  qui  entre  dans  Z  s'en  déduira  en  la  multi- 
pliant par  W  et  en  différentiant  le  produit  par  rapport  à  V: 
on  trouvera  ainsi 


1.  *» 


L1  ellipsoïde  si;  réduira  encore  à  une  sphère  en  supposant 
C  =  A  ou  >'  =  o;  les  formules  (8)  se  réduiront  à  î,  et, 
traitées  par  les  procédés  ordinaires,  elles  rrproduironi 
encore  celles  oui  conviennent  à  ce  cas  particulier. 

Nous  allons  maintenant  faire  connaître  les  méthodes  au 
moyen  desquelles  on  résolvait  le  même  problème,  avant 
ipie  relie  de  .M,  Chasles  fût  connue. 


Autre*  méthodes  pour  calculer   loUrnclian  des 
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système  du  monde.  Poisson,  après  beaucoup  d'efforts,  est 
parvenu  à  faire  directement  le  calcul  de  l'intégration  pour 
le  point  extérieur-,  mais  nous  ne  ferons  pas  connaître  ses 
recherches  sur  ce  point,  parce  que  les  calculs  sont  trop 
compliqués,  et  qu'ils  ne  nous  paraissent  pas  très-impor- 
tants pour  la  question  en  elle-même. 
Soit  l'équation  de  l'ellipsoïde 


x2     y-      z1 


Soient  a,  6,  y  les  coordonnées  du  point  intérieur  attiré  ju, 
auquel  nous  supposerons  une  masse  égale  à  l'unité;  p  la 
densité  de  la  matière  homogène  qui  compose  l'ellipsoïde; 
Ç,  i?r  Ç  les  angles  que  fait  avec  les  axes  la  direction  d'un 
rayon  vecteur  quelconque  mené  par  le  point  /x;  d(ù  un 
angle  solide  infiniment  petit  dans  la  direction  de  ce  rayon, 
et  ayaa&ata^wHpmet  en  p. 

Parta^Ofl^  h  portion  de  l'ellipsoïde  comprise  dans  cet 


angMfifrlS^,  par  des  sphères  ayant  leurs  centres  en  fx  et  des 
rayons  t  tttoissant  par  différences  infiniment  petites  dr\ 
l'expression  d'un  quelconque  de  ces  éléments  de  volume 
sera  r'Jcorfr;  et  l'attraction  étant  supposée  en  raison  in- 
verse du  carré  de  la  distance,  son  action  sur  le  point  p.  aura 
pour  expression 

Faisons  la  somme  des  actions  de  tous  les  éléments  qui  com  - 
posent  l'angle  solide  depuis  le  sommet  y.  jusqu'à  sa  ren- 
contre avec  la  surface  de  l'ellipsoïde;  on  obtiendra,  en 
désignant  le  rayon  (iM.  par  r, 

fprdu. 

Les  trois  composantes  de  l'action  de  cette  portion  du  solide 
seront 

/"prcosÇr/w,     fprcosn  */«,     /prcosÇr/w. 

21  • 


'  la  v«Uu 


m  von  fiM'  île  U 


surface  lit!  l'i  llipsojtl^,  correspondante  aux  n 
e,  n,  £.  Kit  prolongeant  en  sens  contraire  le  premier  angle 
solide,  on  aurait  à  faire  un  calcul  analogue  an  précédent; 
seulement  les  angles  relatifs  à  sa  direction  seraient  [«sup- 
pléments de  £■«■£,  et  la  valeur  absolue  du  rayon  vecteur 
serait  —  r'j  de  sorte  cjue  les  composantes  de  la  force  pro- 
duite par  la  portion  de  l'ellipsoïde  comprise  dans  ce  second 
angle  solide  auront  pour  expressions 

/■p^COSêrfw,      /pr'cOS.irf».,      /p/cOsÇr/*. 

Kn  les  ajoutant  aux  premières,  on  aura 


>?[< 


!<*«,      /?(r 


Air 


r'Icosç^, 


•l  si  1  on  l'ait  la  somme  d'expressions  de  ce  genre  en  pro- 
mut pour  d',1  tous  les  éléments  d'une  demi-spliêxe  quel- 
nuque  ayant  son  centre  en  f*  cl  pour  rayon  I  iliiii.'.  on  nlt- 
ii  mira  lis  loniposantes  X,  Y,  Z  de  l'action  de  l'ellipsoïde 
'iilicr  sur  le  point  [t.  Pour  avoir  les  valeurs  de  r  et  r',  il 
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on  reconnaît  de  suite  que  les  deux  valeurs  de  r  données  par 
l'équation  ci-dessus,  pour  une  valeur  des  angles  £,*?,£, 
sont  désignes  contraires,  puisque  p  et  /  sont  essentielle- 
ment positifs}  et  Ton  aura 

r  +-  r  = -. 

P 

Si  maintenant  on  observe  que,  pour  deux  directions  con- 
traires, -  est  le  môme,  au  signe  près,  et  que,  parconsé- 

,             ,   .     acosç    qcosr,    7  cos;  , 

queut,  les  produits »  - ,  4 sont  les  mêmes  en 

P  P  P 

m 

grandeur  et  en  signe  pour  ces  deux  directions,  on  recon- 
naîtra qu'au  lieu  de  prendre  pour  les  directions  /jiM  de 
l'angle  solide  celles  qui  sont  d'un  même  côté  d'un  plan  pas- 
sant par  fx,  on  peut  les  prendre  tout  autour  de  ce  point, 
pourvu  qu'on  divise  par  a  le  résultat.  Nous  aurons  donc,  en 
considérant  que  les  sommes  Z  se  rapportent  à  toutes  les  di- 
rections autour  du  point  p, 


z 


=-*2ztl"- 


Parmi  les  sommes  partielles  dont  se  composeront  les  va- 
leurs de  X,  Y,  Z,  quand  on  aura  substitué  à  q  sa  valeur, 
se  trouveront  les  trois  suivantes  : 

^\  COîf  Ç  COS  r,  (l  M  ^  COïi  ç  cos  Çtlv  ^  cos  n  cos  Ç  il  u 

Zd        p  Ztà       p  Z+        p 

qui  sont  évidemment  nulles  comme  composées  d'éléments 
deux  à  deux  égaux  et  de  signes  contraires;  car,  eu  conser- 
vant les  mêmes  valeurs  quelconques  à  deux  des  trois  angles, 
choisis  convenablement,  le  troisième  peut  avoir  deux  va 
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■ui'S  supplémentaires  ;  et,  quant  au  dénominateur,  il  rcs- 
ir.i  le  même  dans  les  deux  ras.  On  aura  doue,  d'après  celle 


arque , 


•>■  Zà     p  p"  Zà     ft-    i 

L--—2*—p 

'uurellectucr  ces  calculs,  il  faudrait  exprimer  l'un  des  trois 
ngles  Ç,  »,  t  au  moyen  des  deux  autres  ;  mais  il  vaudra 
■irux  introduire  les  deux  angles  quel'on  emploie  le  plus 
rdiiiaireuiciil  dans  les  coordonnées  polaires,  et  qui  sont 
angle  formé  par  le  rayon  vecteur  avec  l'un  des  axes,  par 
xcmplc  J'axe  des  .r,  et  celui  que  fait  avee  l'axe  des  y  la  pro- 
mettait du  rayon  vecteur  sur  le  plan  des  y  et  z.  Désignant 
e  premier  par  0  et  le  second  par  <£,  on   aura 

cosÇ  =  rcisG,     co$n  =  sinScns^,     cost;  =  sin6  sin-J, 

JOtis  cutculwBïis  d'abord  la  valeur  de  X;  celles  de  Y  et  Z 
Cil  déduiront  par  de  simples  changements  de  lettres.  Daus 
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Commençons  par  effectuer  l'intégration  par  rapport  à  tfs 
et  posons  pour  cela  tang  ty  =  u ,  d'où 


sin'\&  =r  - 

1 

T      I  -h  «'        T 

du 
1  -f-tf' 

On 

aura  ainsi 

r 

db 

—£=a*b2 
P 

</« 

r'(a',*in'*  -+-  ^cos*©)  +  A»  («■ 

■sin^-H^cos 

i'9)  «#' 

— 

ir  a1  hc 

a  v^(tffsin*9  -+-  6J  cos2©)  (#2*  sin'O  -+-  c'cos'O) 

Il  restera  donc  à  effectuer  l'intégration  par  rapport  à  0,  ce 
qui  n'est  pas  possible  sous  forme  finie  si  les  trois  axes  de 
l'ellipsoïde  sont  inégaux.  Pour  déduire  la  valeur  de  Y  de 
celle  de  X,  on  observera  que  si  l'on  avait  introduit  l'angle 
du  rayon  vecteur  avec  Taxe  des  y  au  lieu  de  Taxe  des  x, 
dans  le  système  des  coordonnées  polaires,  le  calcul  relatif 
à  Y  n'aurait  différé  de  celui  que  nous  venons  de  faire  que 
par  le  changement  réciproque  des  lettres  a  et  b  ;  la  même 
remarque  s'applique  à  c,  et  Ton  aura,  en  conséquence,  les 
formules  suivantes  : 

...        (*'>•  cos7  0  siîi  9  d  a 

J0     vV'sin' 


© -hé*  cos*©)  (n,sin'9-f-c,oost0) 


_.  ,     r        .    i*a  rns'9sin©r/0 

Y  =  —  4  *f P  ac  *  I 


Yl^sin'©  -+-  /i'cos'ô)  (£2sin2©  -+•  c'eos3©) 


Z  =  —  fafpaby  i      -== 

J0    vilain* 


7T 

cos3©sin©^0 


ô  -+-  6'cos1©)  (c'sin'  0  4-aacosaô) 
On  donnera  à  ces  expressions  la  forme  trouvée  précédem- 


nient,  et  posant  cosS  =  b,  elles  coïncideront  ainsi  avec  les 
formules  (<j),  dans  lesquelles  a,  S,  7  désignent  les  coordon- 
nées d'un  point  quelconque  de  l'intérieur,  ou  de  la  surface 
de  l'ellipsoïde 

Ces  valeurs  de  X,  Y,  Z  étant  respectivement  de  signes 
contraires  à  a,  t.  7,  chacune  des  composantes  lend  a  rap- 
procher le  point  de  l'origine.  On  remarquera  encore  que 
eus  valeurs  ne  1  [langeraient  pas  si  l'on  multipliait  les  quan- 
tités n,  6,  c  par  un  même  nombre.  L'attraction  n'est  donc 
pas  changée  par  l'addition  ou  la  soustraction  d'une  couclie 
comprise  cotre  la  surface  de  l'elli  psoïde  proposé  el  une  sur- 
face semblable  plus  grande  ou  plus  petite,  pourvu  que  le 
point  f*  suit  toujours  dans  son  intérieur;  car  nos  calculs 
sont  fondés  sur  eelle  supposition.  D'où  l'on  conclut  que  le 
solide  liomugèiie  compris  entre  deux  ellipsoïdes  semblables 
dont  les  a\is  coïncident  codirection,  n'exerce  aucune  ac- 
tion sur  un  point  matériel  placé  dans  l'intérieur  de  sa  plus 


pc 


Maintenant  que  le  problème  est  résolu   pour 

I  ellipsoïde. ou  sur  sa  surface,  il  suffit  d 

l'un  point  extérieur  pour  que  le  probl< 

'élément  résolu.  C'est 
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simple  encore  et  tout  à  fait  géométrique,  que  nous  avons 
déjà  fail  pressentir,  et  que  nous  allons  faire  connaître. 

195.  Théorème  de  Maclaitrin.  —  Ce  théorème  a  pour 
objet  de  comparer  les  actions  de  deux  ellipsoïdes  homofo- 
caux,  homogènes  et  de  densités  quelconques,  sur  un  même 
point  extérieur  à  l'un  et  à  l'autre.  A  cet  effet,  on  partagera 
chacun  d'eux  en  couches  infiniment  minces,  par  des  sur- 
faces ellipsoïdales  semblables  à  la  surface  qui  le  termine,  et 
respectivement  homofocales.  Nous  avons  démontré  (n°  189) 
que  deux  couches  homologues  de  ces  deux  corps  exercent 
sur  le  point  extérieur  des  actions  de  même  direction  et  pro- 
portionnelles aux  masses  de  ces  couches,  et,  par  suite,  h 
celles  des  ellipsoïdes  proposés.  Il  résulte  de  là  qu'en  compo- 
sant toutes  ces  actions  élémentaires,  qui  auront  respective- 
ment un  rapport  constant  et  une  même  direction,  on  aura 
deux  résultantes  de  même  direction,  et  ayant  entre  elles  ce 
même  rapport.  D'où  résulte  le  théorème  suivant  : 

Deux  ellipsoïdes  homofocaûx  homogènes  exercent  sur 
un  même  point  extérieur  quelconque  des  actions  de  même 
direction  et  proportionnelles  aux  masses  de  ces  corps. 

Cette  proposition  aura  encore  lieu  lorsque  la  surface 
d'un  des  ellipsoïdes  passera  par  le  point  même,  et  on  voit 
facilement  que  pour  calculer  l'action  d'un  ellipsoïde  homo- 
gène sur  un  point  extérieur,  il  suffira  de  déterminer  l'ellip- 
soïde homofocal  passant  par  ce  point,  auquel  on  donnera 
la  même  densité  qu'au  premier.  Les  formules  (6)  feront 
connaître  les  composantes  de  son  action  sur  ce  point,  et  il 
suffira  de  les  multiplier  par  le  rapport  du  volume  de  l'ellip- 
soïde proposé  à  celui  du  second,  pour  avoir  les  composantes 
de  l'action  du  premier.  Nous  allons  effectuer  ce  calcul. 

196.  Application  du  théorème  de  Maclaurin.  —  Nous 
avons  démontré  précédemment  ce  théorème,  et  nous  allons* 


33a  livre  b 

montrer  maintenant  l'usage  que  l'on  en  peut  faire  pour 
obtenir  l'action  d'un  ellipsoïde  sur  un  point  extérieur,  con- 
naissant son  express  ion  pour  un  point  intérieur. 

Soient  A,  M,  C  les  trois  demi-axes  de  l'ellipsoïde  donné. 
A',  11',  C  ceux  de  l'ellipsoïde  hoinofocal,  passant  par  le 
point  extérieur  (*,  S,  y).  Les  composantes  de  l'action  de  ce 
dernier  sur  ee  point  se  calculent  directement,  sans  ditli- 
cultc,  et  sont 

x-=-™£  T ";" 

4       I    ,/     B1— a''  ,y  /     c-— a'*  ,y 
ï.__3_"7s    r' £* 

1         /       /       B"-A"  A'/       C"— A"    \* 

/__3M'/V     /*'  p'ifr    • 

A  /       /        «"-A'1    \T/        C— A''    y 


que  l'on 
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197.  Théorème  <Vlvory.  —  Ce  théorème  a  aussi  pour 
objet  de  ramener  l'attraction  d'un  ellipsoïde  homogène  sur 
un  point  extérieur,*à  celle  d'un  autre  ellipsoïde  sur  un  point 
de  son  intérieur.  Il  n'offre  aucun  avantage  sur  celui  de 
Maclaurin;  mais,  comme  nous  l'avons  dit,  son  auteur  Ta 
fait  connaître  a  une  époque  où  l'autre  n'était  pas  encore 
bien  rigoureusement,  ou  du  moins  bien  simplement  dé- 
montré; et  il  a  été  considéré  par  les  géomètres  comme  une 
découverte  importante. 

Soient  a,  6,  y  les  coordonnées  d'un  point  extérieur  à  un 
ellipsoïde  dont  les  demi-axes  sont  À,  B,  C;  la  composante 
X  de  son  attraction  sur  ce  point  sera 


-*/// 


(x —  0L)dxdydz 


[(*-«)'+ (*-«)■+(»— i)Y 


les  intégrales  s'étendant  au  volume  entier.  Intégrant  par 
rapport  à  x,  et  désignant  par  r,,  /*,  les  distances  du  point 
attiré  aux  points  extrêmes  du  filet  de  l'ellipsoïde,  dans  le- 
quel on  a  fait  l'intégration,  on  trouvera 


X  =  -*//**  G -7.) 


Concevons  maintenant  un  ellipsoïde  homofocal  avec  le 
premier,  passant  par  le  point  donné,  et  cherchons  son 
attraction  sur  le  point  correspondant  à  ce  dernier  sur  la 
surface  du  premier  ellipsoïde.  Pour  cela  nous  préparons  le 
rectangle  dy1  dz\  dont  les  points  seront  les  correspondants, 
de  ceux  de  dydz,  et  nous  intégrerons  dans  l'étendue  du 
filet  du  second  ellipsoïde,  qui  se  projette  suivant  d/dz'  sur 
le  plan  YZ.  Nous  trouverons,  pour  la  composante  de  l'at- 
traction de  ce  dernier  corps  sur  le  point  correspondant  an\ 
point  donné, 

x'  =  -/P/./-rfr,rfï'(pi-i). 


pottfatimde 
Or.  tiydz' 


livre  i- 
Ics  munies  que  puni  le  premier  ellip 
»m  respectivement  corm- 


.lli.-3  des  autres. 

/)v/3::B'C':BC;eL 

unions  des  intégrait 

,,„L-1, 


jiiclcoiiqucs 


x:v  ::  bc:ii'c\ 


Ile  proportion  ayant 

■eta rives  à  deux  filets 

lieu  pour  les  intégrales 


Y;  Y'::  AC;  A'C, 
L-.7J  ::  \B:  ab. 

ncer  le  théorème  suivant,  qui  est  celui 

que  deux  ellipsoïdes  lioiiiofocaiix  exa- 
t  à  chaque-  iixe,  sut  lieux  points  corres- 
ur  leurs  surfaces  respectives,  sont  entre 

mute  les  produits  des  fleur  axes  perpendiculaires  à 

composante. 

udépeudatit 


■allèfem 
ts  placé. 
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d'où  Ion  conclurait  encore 

X:X'  ::  BC:  B'C, 

et  de  même  pour  les  autres  composantes. 

198.  Application  du  théorème  d'Ivory.  —  On  voit  que, 
d'après  ce  théorème,  on  connaîtra  les  composantes  de  l'at- 
traction d'un  ellipsoïde  sur  un  point  extérieur,  en  faisant 
passer  par  ce  point  un  ellipsoïde  homofocal,  et  cherchant 
les  composantes  de  son  attraction  sur  le  point  correspon- 
dant de  la  surface  du  premier;  puis  multipliant  les  compo- 
santes par  les  rapports  des  produits  des  axes  perpendicu- 
laires. 

Soient  A,  B,  C  les  trois  demi-axes  de  l'ellipsoïde  pro- 
posé, A',  B',  C  ceux  de  l'ellipsoïde  homofocal  passant  par 
le  point  donné  (a,  S,  y)]  A",  B",  C"  ceux  d'un  ellipsoïde 
semblable  au  second  et  passant  par  le  point  (a\  6',  /)  cor- 
respondant à  (a,  6,  y)  sur  le  premier;  enfin  M,  M*,  M'7  les 
masses  de  ces  trois  corps. 

Les  composantes  de  l'attraction  du  troisième  ellipsoïde 
sur  le  point  (a\  6',  y')  seront  les  mêmes  que  celles  du  se- 
cond. On  aura  donc,  d'après  les  formules  connues  pour  les 
points  de  la  surface, 

X'  =  _  3M"/*' 


A's        |  /         B"J—  A"a  /        C"?-  A'/s 

Mais,  d'après  la  similitude  des  deux  derniers  ellipsoïdes, 
on  a 

B"2  —  A"J        B"—  A'2        C'2—  A"2        C  —  A'2 


* 


A"2  A'2  A"2  A'* 

M"  M'  ,        ,  ,        aA      ,  - 

— ^  =  — ^»  et,  de  plus,  a  =  — ;  donc,  en  observant  que 

A  A  "  A 
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l'on  a  B"  —  A/,=  Bf—  A1,^  —  A,t  =  Ct—  A  \  on  aura 

_       3  M'/q  A     /»' ^ 

Posons  maintenant 

V  II 

BC 
et  multipliant  par  =7739  on  trouvera 

A_ 

Il  en  serait  de  même  des  deux  autres  composantes,  et  Ton 
retombe  encore  sur  les  formules  (5). 


Passage  du  théorème  dClvory  à  celui  de  Maclaurin. 

499.  Soient  X,  Y,  Z  les  composantes  de  l'attraction  de 
l'ellipsoïde  dont  les  trois  demi-axes  sont  A,  B,  C,  sur  le 
point  extérieur  dont  les  coordonnées  sont  «,  6,  y\  X",  Y', 
Z"  les  composantes  de  l'attraction  de  l'ellipsoïde  homofocal 
passant  par  le  point  (a,  S,  y)  sur  le  point  correspondant, 

qui  a  pour  coordonnées  —  >  —7  ?  —•  \  A\  B',  G  étant  les 

demi-a\es  de  cet  ellipsoïde }  et  enfin  X',  Y',  Z'  les  com- 
posantes de  l'attraction  du  second  ellipsoïde  sur  le  point 
(a,  6,  y)  de  sa  surface. 

Le  théorème  d'Ivory  donne 

2e  —  J^L     Z  —  J^i     II  —  _A!L 

x7/  —  ÏTC7'     Y"  ~~  Â/C''     Z"  ~~  A' B' ; 
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mais,  pour  tout  point  de  l'intérieur  d'un  ellipsoïde,  les 
composantes  de  l'attraction  sont  proportionnelles  a  la  coor- 
donnée parallèle;  donc 

X"       A       Y"       B       Z"       C 


X'       A''     Y'~"B''     Z'  ~~C" 

d'où  Ton  conclut  immédiatement 

X  __    ABC    _  Y  _  Z 
X'  ~~~  A'B'C  ~  Y'  ""  Z'' 

Considérons  de  même  un  ellipsoïde  homofocal  ayant  pour 
demi-axes  An  B,,  C,,  et  auquel  le  point  a,  6,  y  soit  exté- 
rieur. Soient  X,,  Y,,  Zt  les  composantes  de  son  action  sur 
ce  point  ;  on  aura  encore 


d'où 


Xe A|B(C| Yt Z|  ^ 

x7""  Â'IFc7  ""  T  ~~~  T ; 


X  _  Y  _  Z  __    ABC 
X,  ""  Y,~  Z,  ""A.B.C,' 


ce  qui  n'est  autre  chose  que  le  théorème  de  Maclaurin. 
Par  une  marche  inverse,  on  passerait  de  ce  dernier  à  celui 
d'Ivory. 

200.  Conséquence  remarquable  du  théorème  tflvory. 
—  Considérons  deux  sphères  concentriques  homogènes 
ayant  pour  rayons  a  et  A  5  le  théorème  d'Ivory  montre  que 
l'action  P  de  la  sphère  A  sur  un  point  situé  en  m,  sur 
la  surface  de  la  sphère  intérieure,  est  à  l'action  p  de  la 
sphère  a  sur  un  point  situé  en  M  sur  la  surface  de  l'autre, 
comme  A*  est  à  a*  \  on  a  donc 

A* 
r  a' 


Ce  t'ésultal  ell   indépendant  de  la  1< 
nous   supposons  une  loi   belle,  quu 


I  .m 


e  couche  sphériquc 
homogène  n'exerce  aucune  action  sur  un  point  de  son  in- 
lérîcur,  l'action  du  la  sphère  A  sur  le  point  M  doit  ôlre 
indépendante  de  A;  ce  qui  exige  que  l'on  ait 


il  une  iiiiislanie  :  d'où  il  suit  que  l'action  d'une  sphère 
inique  sur  des  points  extérieurs  situes  à  des  distances 

aires  de  son  centre  est  en  raison  inverse  des  carrés 
s  distances;  cl,  comme  ou  peut  ■supposer  la  sphère 

jietilc  qu  on  voudra,  la   mc-ine  loi  devra  avoir  lîei 


d'un 


point  matériel  sur  des  point! 


qu 


:1- 


U's.  On  conclut  de  là  cette  proposition  importante  ; 
seule  tôt  •!  attraction  pour  laquelle  une  couche  sphe- 
homogènç  n  exerce  aucune  action  sur  les  points  fie 
Metteur,  est  celle  île  la  raison  inverse  du  carre  île  la 
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LIVRE  DEUXIÈME- 
DYNAMIQUE. 


CHAPITRE  PREMIER. 

CONSIDÉRATIONS  GÉNÉRALES. 


Nous  allons  maintenant  considérer  le  mouvement  dans 
ses  rapports  avec  les  causes  qui  le  produisent,  et  que  nous 
avons  désignées  généralement  sous  le  nom  de  forces. 

204 .  Inertie.  —  Quand  un  corps  paratt  passer  du  repos 
au  mouvement,  c'est-à-dire  lorsqu'il  se  déplace  par  rapport 
au*  objets  qui  semblent  immobiles  à  la  surface  de  la  terre, 
on  reconnaît  le  plus  ordinairement  une  cause  extérieure 
qui  a  agi  sur  lui  en  ce  moment  ;  ou  encore  une  cause  qui 
agissait  déjà  sur  lui  pendant  le  repos,  mais  dont  Faction 
était  détruite  par  un  obstacle  qui  a  cessé  d'exister,  à  l'in- 
stant où  Ton  a  vu  le  mouvement  commencer;  et  il  est  na- 
turel d'étendre  ce  fait  au  cas  où  le  corps  partirait  du  repos 
absolu.  Cela  posé,  on  est  porté  a  admettre  que,  si  un  corps 
se  met  en  mouvement  sans  qu'on  en  aperçoive  aucune 
cause  hors  de  lui,  cette  cause  n'en  existe  pas  moins,  mais 
seulement  que  les  moyens  nous  manquent  pour  recon- 
naître son  existence. 

De-flus,  l'expérience  montre  constamment  qu'à  mesure 
I.  aa 
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[lie  les  actions  extérieures  diminuent,  le  mouvement  des 
orps  tend,  de  plus  en  plus,  à  devenir  recliligne  et  uui- 
brme;  d'où  l'on  conclut  que  telle  serait  rigoureusement  la 
laturc  du  mouvement  si  toutes  les  actions  ou  résistances 

C'est  de  l'ensemble  de  tous  ces  faits  que  l'on  a  déduit  le 
irincipe  de  l'inertie  de  la  matière,  qui  a  été  confirmé  sans 
iieune  exception,  par  l'accord  des  conséquences  qu'on  en 

tirées  avec  les  faits  résultant  d'expériences  directes.  Il 
eut  être  énoncé  de  la  manière  suivante  : 

Tout  point  matériel  en  repos  y  reste  tant  qu'il  ne  sur- 
ient  aucune  action  extérieure  ou  force;  et  s'il  se  meut 
ins  f/n  aucune  force  lui  soit  appliquée,  son  mouvement 
tva  rectiligna  et  uniforme. 

Mais  îl  ne  faut  pas  entendre  par  là  qu'un  corps  n'entre 
dur  rien  dans  la  production  des  forces  qui  peuvent  agir 
ir  lui.  L'ensemble  des  phénomènes  naturels  montre,  au 
mtrairc,  que  ces  forces  naissent  toujours  de  l'action  mu- 
iclle  de  ce  corps  et  d'autres  corps.  L'inertie  consiste  donc 
i  ce  qu'un  point  matériel    ne  peut  changer  de  lui-même 
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sera  le  même  que  si  le  mouvement  commun  au  système 
n'avait  point  existé,  et  que  le  point  en  question  eût  été  sol- 
licité par  la  même  force,  agissant  dans  la  même  direction. 

On  aperçoit  facilement  par  que!  genre  d'expériences  on 
pourrait  reconnaître  la  vérité  de  ce  principe  si  la  terre  était 
immobile.  On  donnerait  un  mouvement  uniforme  commun 
à  un  système  de  points  mobiles  les  uns  par  rapport  aux 
autres,  on  appliquerait  à  l'un  d'eux  une  force  dont  on  fe- 
rait varier  la  direction  et  l'intensité,  et  Ton  observerait  le 
mouvement  relatif  de  ce  point.  On  répéterait  les  mêmes 
expériences  en  changeant  le  mouvement  uniforme  com- 
mun, et  l'on  reconnaîtrait  que  le  mouvement  relatif  est 
tout  à  fait  indépendant  du  mouvement  uniforme  commun, 
et  le  même  que  si  ce  dernier  n'existait  pas. 

Ces  expériences  ont  été  faites,  mais  on  ne  saurait  en  con- 
clure le  principe  en  question,  parce  que  la  terre  étant  en 
mouvement,  le  système  auquel  on  donnerait  un  mouvement 
uoifome  par  rapport  aux  objets  qui  restent  fixes  à  la  sur- 
face de  Ja  terre,  n'aurait  réellement  un  mouvement  uni* 
formé  commun  dans  l'espace,  que  si  ces  objets  eux-mêmes 
étaient  animés  d'un  mouvement  uniforme  commun.  Or, 
on  sait  qu'il  en  est  autrement,  et  que  les  points  qui  occu- 
pent toujours  une  même  position  à  la  surface  de  la  terre 
changent  continuellement  de  vitesse  pendant  le  cours  de 
l'année.  Cependant  les  mêmes  faits  se  reproduisant  tou- 
jours, quelle  que  soit  cette  vitesse.  l'analogie  conduit  à  ad- 
mettre qu'il  en  serait  encore  ainsi  si  elle  était  nulle,  et  l'on 
obtient  alors  le  principe  général  que  nous  avons  énoncé.  A 
la  vérité,  on  ne  peut  pas  dire  qu'il  soit  rigoureusement  éta- 
bli par  l'expérience,  il  résulte  d'expériences  et  d'induc- 
tions -,  mais  il  se  présente  avec  assez  de  probabilité  pour 
servir  de  base  à  une  théorie.  Si  l'on  trouve  que  les  indica- 
tions de  cette  théorie  sont  toujours  d'accord  avec  l'expé- 
rience, cela  lui  donnera  une  probabilité  de  plus  en  plus 

22. 
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grande,  et  qui  équivaudra  pour  nous  à  la  certitude.  Nom 
en  dirons  autant  des  autres  principes  auxquels  nous  serons 
conduits  par  des  expériences  répétées,  dont  nous  étendrons 
et  généraliserons  les  résultats. 

20-3.  Mouvement  produit  par  une  force  constante.  —  Ou 
entend  par  force  constante  celle  qui  exerce  la  même  action 
sur  le  corps  auquel  elle  est  appliquée,  quel  que  soit  le  mou- 
vement de  ce  corps.  Cela  posé,  considérons  un  point  ma- 
tériel ayant  d'abord  un  mouvement  rectiligne  et  uniforme. 
Si  on  lui  applique  une  force  constante  dans  le  sens  de  son 
mouvement,  sa  vitesse  augmenteia  de  quantités  égales 
dans  des  temps  égaux  quelconques,  puisque,  d'après  le 
principe  précédent,  l'accroissement  de  vitesse  est  indépen- 
dant de  la  vitesse  précédemment  acquise.  Ainsi,  le  mouve- 
ment rectiligne  d'an  point  sollicité  par  une  force  constante, 
et  parlant  avec  une  vitesse  initiale  quelconque,  est  tel,  que 
la  vitesse  croît  de  quantités  proportionnelles  au  temps.  On 
voit  île  la  même  manière  que  si  la  force  était  en  sens  con- 
traire du  mouvement  initial,  la  vitesse  diminuerait  pro- 
portionnellement au  temps;  et  à  partir  de  l'instant  où  elle 
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et 

at2 

r  = h  bt-\-c, 

1 

c  désignant  la  valeur  initiale  de  x,  et  déterminant,  pat 
conséquent,  la  position  initiale  du  mobile. 

204.  Si  la  force,  au  lieu  d'être  constante,  augmentait  ou 
diminuait  d'une  manière  continue,  on  pourrait  regarder 
comme  évident  que  la  vitesse  ne  croîtrait  plus  de  quantités 
égales  dans  des  temps  égaux,  comme  dans  le  cas  où  la  force 
était  toujours  la  même.  On  conçoit  au  reste  combien  il  a 
été  facile  de  vérifier  par  l'expérience  cette  induction  si  na- 
turelle. Et  nous  en  déduisons  cette  conséquence  immé- 
diate, que  : 

Si  un  point  matériel  est  animé  d'un  mouvement  unifor- 
mément varié,  il  est  nécessairement  sollicité  par  une  force 
constante. 

205.  Remarques.  —  La  considération  du  temps  est  néces- 
saire dans  la  production  de  tout  mouvement,  parce  qu'il  faut 
toujours  un  temps  fini  pour  que  l'action  d'une  force  fasse 
acquérir  à  un  corps  une  vitesse  finie.  Quelquefois  on  a  dis- 
tingué deux  espèces  de  forces  :  les  unes,  que  Ton  nommait 
instantanées y  produisaient  des  vitesses  finies,  sans  que  leur 
action  s'exerçât  pendant  un  intervalle  de  temps  quelconque, 
si  petit  qu'on  pût  le  supposer  \  les  autres,  que  l'on  nommait 
accélératrices,  avaient  besoin  d'agir  pendant  un  temps  fini 
pour  produire  une  vitesse  finie.  Mais,  comme  toutes  les 
actions  sont  continues  dans  la  nature,  et  que  les  forces 
instantanées  n'ont  aucune  existence  réelle,  les  géomètres 
s'accordent  généralement  à  ne  plus  les  admettre  dans  la 
science.  Il  n'en  sera  jamais  question  dans  ce  cours,  et  nous 
ne  considérerons  que  les  forces  continues,  c'est-à-dire  qui 
ne  produisent  une  vitesse  finie  que  quand  leur  action  s'est 
exercée  sans  discontinuité  pendant  un  temps  fini. 

* 


20li.  Si  lieux  pointa  ayant  des  masses  égales  partent  du 
repos  et  sonl  sollicités  par  des  forces  égales  et  parallèles, 
ils  prendront  un  mouvement  identique,  et,parronséquent, 
on  ne  changera  rien  à  leur  étal,  en  supposant  qu'ils  soient 


liés 


iaîlemenl  l'un  à  l'autre, 


ele 


r  système  soit 


sollicité  par  la  force  double  qui  est  la  résultante  des  dev 
autres,  et.  par  conséquent,  appliquée  au  centre  de  gravite 
dis  deux  points.  Il  eu  serait  de  même  pour  un  nombre 
quelconque  de  points,  de  sorte  que  si  deux  masses  sont  dans 
le  rapport  de  m  à  n,  et  qu'elles  soient  sollicitées  par  des 
forces  dans  le  même  rapport,  appliquées  à  leurs  centres  de 
gravité  respectifs,  elles  prendront  des  mouvements  identi- 
ques, et  tous  leurs  points  décriront  des  droites  parallèles. 
Si  l'une  des  masses  était  sollicitée  par  une  force  moin- 
dre ou  plus  grande  que  celle  qui  résulte  de  cette  proportion, 
elle  aurait  évidemment  un  mouvement  différent  de  l'autre. 
D'où  résulte  telle  réciproque,  que  si  deux  masses  inégales 
ont  un  même  mouvement,  les  forces  qui  leur  sont  appli- 
quées sont  proportionnelles  à  ces  masses. 


la  pesanteur.  — 


# 
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ses  sont  proportionnelles  aux  temps.  De  l'un  ou  de  l'autre 
de  ces  faits,  on  conclut,  d'après  la  discussion  précédente, 
que  la  force  k  laquelle  ce  corps  est  soumis  est  constamment 
la  même  pendant  tout  le  cours  de  son  mouvement. 

On  peut  reconnaître  encore  que  son  intensité  est  la 
même  que  lorsque  le  corps  est  en  repos.  En  effet,  au 
moyen  d'un  appareil  semblable  k  celui  de  la  machine 
d'Atwood,  on  peut  communiquer  à  nn  corps  un  mouve- 
ment vertical  uniforme.  Dans  ce  cas,  la  force  produite  par 
la  pesanteur  est  détruite,  et  Ton  peut  en  avoir  la  mesure 
exacte  par  la  tension  d'un  ressort  auquel  serait  suspendu  le 
corps  et  qui  participerait  au  mouvement  vertical.  Orl'ex- 
périence  prouve  que  cette  tension  est  la  même  que  lorsque 
le  système  est  en  repos;  d'où  il  suit  que  le  poids  d'un 
corps  est  le  même  dans  Vètat  de  repos  et  dans  létal  de 
mouvement. 

Les  masses  des  corps  étant  donc  proportionnelles  à  leurs 
poids  dans  Vètat  de  repos,  les  instruments  qui  servent  k 
mesurer  ces  poids  serviront  k  déterminer  les  rapports  des 
masses,  et  Ton  pourra  représenter  ces  dernières  quantités 
par  des  nombres,  en  prenant  pour  unité  la  masse  d'un  vo- 
lume déterminé  d'une  substance  choisie  arbitrairement,  et 
prise  à  une  température  déterminée.  Avant  les  expériences 
de  Galilée  sur  la  chute  des  corps,  on  ne  pouvait  savoir  que 
les  masses  étaient  proportionnelles  aux  poids;  et  il  en  se- 
rait tout  autrement  si  la  pesanteur  était,  par  exemple, une 
force  du  genre  des  attractions  magnétiques  qui  ne  s'exer- 
cent pas  sur  toutes  les  substances,  et  même  qui  s'exercent 
inégalement  sur  celles  qui  sont  soumises  à  leur  influence. 

206.  La  vitesse  acquise  par  les  corps  pesants  tombant 
librement  dans  le  vide,  pendant  un  temps  donné,  dépend 
du  lieu  où  se  fait  la  chute  ;  elle  subit  de  petites  variations 
suivant  la  latitude  et  l'élévation  au-dessus  du  niveau  de  la 
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mer.  Nous  ne  nous  proposons  pas  ici  d'en  faire  connaître 
les  lois,  et  nous  nous  bornerons  à  donner  la  valeur  de  U 
vitesse  acquise  par  un  corps  qui  tomberait  pendant  l'uni  le 
de  temps,  dans  le  vide,  à  l'Observatoire  de  Paris, 

Pour  déterminer  d'abord  l'unité  de  temps,  nous  suppo- 
serons le  juur  moyen  partagé  en  34  heures,  l'heure  en 
60  minutes,  la  minute  en  60  secondes  ;  et  nous  prendrons 
pour  unité  la  seconde,  ou  la  864oo'  partie  du  jour  moyen. 

Le  jour  sidéral,  ou  la  durée  de  la  rotation  de  la  terre  sur 
elle-même,  est  plus  court  <jue  le  jour  solaire  à  cause  du 
mouvement  propre  du  soleil  ;  il  n'est  que  de  86164,09  se- 
condes. Cela  pose,  si  nous  désignons  par  g  la  vitesse  acquise 
pendant  une  seconde  par  un  corps  tumbant  dans  le  vide,  à 
l'Observatoire  de  Paris,  nous  aurons,  d'après  «les  expé- 
riences précises  dont  nous  parlerons  plus  tard, 

ff  =  9™,8o896, 

le  mètre  étant  l'unité  de  longueur. 


209.   D'après  ce  que  nous  avons  v 
uniformément  varié,  nous  aurons  dai 


dans  le  mouvt 
i  le  cas  d'un  corps  qui 


DYNAMIQUE.  345 

Si  le  corps  est  lancé  verticalement  de  bas  en  haut  avec 
une  vitesse  a,  on  aura,  en  prenant  l'origine  des  x  au  point 
de  départ,  et  les  x  positifs  en  sens  contraire  de  la  pesan- 
teur, 

g* 
v  =  a  —  gtf     x  •=.  at  —  —  • 


La  vitesse  deviendra  nulle  pour  t=  ->  d'où  x  =  — •  Le 

r  g  *g 

mobile  monte  donc  pendant  un  temps  égal  à  celui  qu'il 
mettrait  à  acquérir  la  vitesse  initiale  a-,  et  l'espace  qu'il 
parcourt  en  s'élevant  est  égal  à  celui  qu'il  parcourrait  en 
descendant  pendant  le  même  temps  sans  vitesse  initiale. 

Le  mobile  après  le  temps  -  redescend,  puisque  l'exprès- 

sion  delà  vitesse  change  de  signe*,  et  d'après  ce  qui  vient 
d'être  dit,  il  doit  se  trouver  au  point  de  départ  avec  une 
vitesse  égale  à  —  a,  après  un  nouvel  intervalle  de  temps 

àgal  à  -  •    Et ,   en   effet ,   les  formules  précédentes ,  pour 

o 

/ =  —  9  donnent 
g 

v  =  —  a  ,     x  =  o. 


Proportionnalité  de  la  vitesse  à  la  force. 

m 

210.  Ce  principe  fondamental  de  la  dynamique  consiste 
«m  ce  que  deux  forces  constantes  quelconques  qui  sollicitent 
des  masses  égales  pendant  un  même  temps,  leur  font  acqué- 
rir des  vitesses  qui  sont  entre  elles  dans  le  même  rapport 
que  les  deux  forces. 

Beaucoup  de  géomètres  ont  admis  ce  principe  comme  uue 
hypothèse  ;  et  ils  vérifiaient  son  exactitude  par  1  accord 
entre  les  résultats  des  théories  fondées  sur  elle,  et  des  ex- 
périences ou  des  observations  directes. 
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p,  sera  p  cos  a ,  et  pourra  prendre  Toutes  les  valeurs  depuis  o 
jusqu'à/;.  On  pourra  encore  déterminer  la  vitesse  acquise 
après  une  seconde,  ri  l'on  trouvera  ces  vitesses  proportion- 
nelles aux  forces,  ou  du  moins  cette  loi  se  rapprochera 
d'autant  plus  de  l'exactitude,  que  l'on  aura  diminue  davan- 
tage les  frottements  et  résistances  de  toute  espèce. 

Nous  regarderons  maintenant  ce  principe  comme  dé- 
montré, ainsi  que  les  précédents,  et  l'objet  de  la  mécanique 
rationnelle  sera  de  déduire  de  ces  premières  données,  tirées 
de  l'observation  de  la  nature,  toutes  les  lois  du  mouvement 
dans  les  circonstances  les  plus  compliquées.  La  conformité 
que  l'on  trouvera  constamment  entre  les  résultats  de  l'ob- 
servation directe  des  phénomènes,  et  ceux  que  le  calcul 
annonce  en  admettant  ces  principes,  constituera  une  véri- 
llcation  qui  ne  laissera  aucun  doute  sur  leur  exactitude. 

Comparaison  des  fortes  qui  aijîssent  sur  des  masses 
quelconques. 

212.  Si  l'on  applique  une  force  constante  p  n  un  corps 
ayant  une  niasse  ni,  chaque  unité  de  masse  est  sollicitée 
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D'où  il  résulte  que  deux  forces  constantes  sont  entre 
elles  comme  les  produits  des  masses  auxquelles  elles  sont 
appliquées  y  par  les  vitesses  qu'elles  leur  font  acquérir 
dans  le  même  temps.  La  proportion  précédente  peut  se 
mettre  sous  la  forme 

p        m      9 
p'        m'     tf 

Si  donc  on  prend  pour  unités  de  leurs  espèces  respectives, 
les  quantités  désignées  par  p',  m',  f'j  on  aura 

p=  mv. 

Ainsi  les  forces  seront  mesurées  par  le  produit  de  la 
masse  du  corps  auquel  elles  sont  appliquées,  par  la  vitesse 
quelles  lui  font  acquérir  pendant  F  unité  de  temps;  en 
entendant  que  Ton  a  pris  pour  unité  de  force  celle  qui  fait 
acquérir  à  l'unité  de  masse,  dans  l'unité  de  temps,  une 
vitesse  égale  à  l'unité  de  longueur. 

213.  Si  Ton  voulait  comparer  les  intensités  de  deux 
forces  p9p\  qui  dans  des  temps  différents  f,  l'  auraient 
fait  acquérir  des  vitesses  p,  e'  aux  masses  m,  m',  il  fau- 
4bait  ramener  les  temps  à  être  égaux,  par  exemple  à  l'unité, 
avant  d'y  appliquer  la  proposition  précédente.  Or,  la  masse 

m  aurait  acquis  la  vitesse  -  dans  le  temps  i,  et  la  masse 

v' 

m'y  la  vitesse  ->  ;  on  aura,  par  conséquent, 


mv     m*  vf 


P  •  P     ••    ~  •  ^T^  1 

* 

et  si  Ton  suppose  que  p',  m',  v\  l'  soient  tous  égaux  à 

l'unité,  ou  aura 

me 

p=T, 
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liijucs  des  substance*,  tels  qu'ils  doivent  être  substitues 
dans  lis  foi1  mules  de  la  mécanique,  s'obtiennent  en  multi- 
pliant les  nombres  donnés  par  la  Table,  par  le  poids  spéci- 
fique de  1  eau  < | ii ï  csi  1000,  puisque  le  înèirecnbe  est  l'unité 
de  volume,  et  le  kilogramme  l'unité  de  force.  Et  de  même, 
pour  avoir  1rs  d ensilés  de  ces  substances,  il  faudra  multi- 
plier les  nombres  correspondants  de  la  Table  par ■ 

Egalité  de  faction  et  de  la  réaction  dans  te  mouvement. 
Force  d'inertie. 

210.  Considérons  un  point  matériel  soumis  à  l'action 
d'une  force  constante,  qui  lui  fait  parcourir  une  ligne 
droite  d'un  monument  uniformément  accéléré.  On  pcul 
remplacer  celle  force,  quelle  qu'elle  soit,  par  un  rorps  qui 
pousserai!  ou  tirerait  le  point,  de  manière  à  lui  faire  suivre 
le  mùiuc  mouvement;  auquel  cas  la  force  produite  par  sa 
liaison  au  corps  serait  la  même  que  la  première.  Or,  si  l'on 
réalise  cel  état  de  choses  en  poussant  ou  en  tirant  un  corps 
moyen  d'un  ressort  dont  on  puisse  négliger 


Il 
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quent  aussi  dans  le  cas  où  elle  esl  variable,  puisqu'on  peut 
toujours  la  considérer  comme  constante  dans  un  intervalle 
de  temps  infini  ment  petit.  Cest  cette  réaction  qu'on  appelle 
1   force  d'inertie. 

Le  principe  étant  établi  pour  tous  les  cas  où  la  force  est 
produite  par  des  liaisons  matérielles,  on  l'étend  naturelle- 
ment au  cas  même  où  Ton  if  aperçoit  aucun  intermédiaire 
entre  les  deux  points  qui  agissent  l'un  sur  l'autre*,  action 
qui  est  toujours  dirigée  suivant  la  droite  qui  les  joint.  Cette 
extension  est  confirmée  par  l'accord  entre  les  phénomènes 
observés,  et  les  calculs  fondés  sut  cette  hypothèse  5  et  d'ail- 
leurs elle  peut  être  démontrée  expérimentalement  toutes 
les  fois  que  les  corps  entre  lesquels  a  lieu  l'action  mutuelle 
peuvent  être  liés  l'un  à  l'autre  de  manière  à  former  un 
système  rigide  libre  :  on  reconnaît  par  l'immobilité  de  ce 
système  que  les  deux  forces  sont  contraires  et  égales. 

Nous  admettrons  donc  ce  principe  général ,  que  toutes 
les  fois  qu'un  point  matériel  produit  une  action  sur  un 
autre,  ce  dernier  exerce  toujours  une  action  égale  et  con- 
traire sur  le  premier:  de  sorte  que,  si  ces  points  venaient 
à  être  liés  invariablement,  les  deux  actions  se  détruiraient 
exactement. 


I.  *3 


CHAPITRE  K. 

OUATIONS  nil'FÊRENTIELLES  OU  MOUVEMENT  RECTDJGNE. 


Exfm. 


i  île  la  force  dans  un  mouvement 
rectiligne  quelconque. 


217.  jNpua  avons  vu  que  deux  forces  constantes  sont 
litre  l'ilcs  comme  les  quantités  de  mouvement  qu'elles  ont 
nmmumquées  dans  le  même  temps.  D'où  il  est  résulté 
ii'mie  force  constante  peut  être  mesurée  par  la  quantité 
le  mouvement  qu'elle  produit  dans  l'unité  de  temps,  en 
irenant  pour  unité  de  force  celle  qui,  dans  l'unilé  de 
emps,  l'ail  acquérir  à  l'unité  du  masse  une  vitesse  égale  à 
unité.  Voyons  comment  on  peut  ramener  à  ce  cas  celui 
■haque  instant  suivant  une  loi  arbi- 
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Si  la  force  était  constante,  il  suffirait  de  diviser  la  vitesse 
qu'elle  communiquerait  au  point  dans  un  temps  quelcon- 
que, par  ce  temps,  et  Ton  aurait  la  vitesse  communiquée 
dans  l'unité  de  temps.  Mais,  dans  le  cas  actuel,  si  la  force 
est  <f  à  un  certain  instant,  elle  sera  augmentée  d'une  cer- 
taine quantité  Ay  après  le  temps  Af,  et  l'accroissement  A  f 
de  la  vitesse  ne  sera  pas  dû  à  la  force  <p,  mai 3  pourrait- être 
produit  par  une  force  comprise  entre  <f  et  <p-f-  A<p,  et  qtft  : 
agirait   avec  une  intensité  constante  pendant  le   m^jjÉÉ'V 

temps  A*.  Cette  force  intermédiaire  y'  sera  égale  à  7*-?" 

c'est-à-dire  que  cette  expression  mesure  la  vitesse  qu'elle 
communiquerait  au  point  dans  l'unité  de  temps. 

Mais  l'équation  rigoureusement  exacte  <p;  =  —  ayant 

lieu  quel  que  soit  l'intervalle  de  temps  Af ,  et  <pf  se  rappro- 
chant indéfiniment  de  <f  à  mesure  que  Af  tend  vers  zéro, 
puisque  alors  A<j>  tend  aussi  vers  zéro,  il  en  résulte,  en" 
prenant  les  limites  des  deux  membres  de  l'équation , 

Telle  est  la  mesure  exacte  de  la  force  appliquée  à  l'unité 
de  masse,  dans  un  mouvement  rectiligne  quelconque.  Elle 
est  de  même  signe  que  t/e,  de  sorte  qu'en  employant  cette 
formule,  on*  regarde  la  force  comme  positive  quand  elle 
tend  à  augmenter  la  vitesse,  et  comme  négative  quand  elle 

tend  à  la  diminuer;  mais  l'expression  de  celle-ci  est  —  9 

et  est  positive  quand  le  mouvement  a  lieu  dans   le  sens 
des  x  positifs  :  donc  la  force  sera  positive  quand  elle  agira 

dx 
dans  ce  même  sens,  puisqu'elle  rendra  —  ou  ^  plus  grand 

en  valeur  algébrique;  elle  sera  négative  dans  le  sens  con- 
traire. 

33. 


Livnx  il. 

de   <p  on   rem  plat 


Y~  di- 
21S.   Si  maintenant  on  considère  un  poÏDL  dont  la  masse 

soit   m.  la  force  uni  le  sollicite  sera  mesurée  par  m  —  -, 
1  r  rff 

puisque   !e  point  qui  aurait  le  même  mouvement  et  une 

masse  égale  ;i  l'unité  serait  sollicité  par   la  force    — i    et 

que  nous  avons  vu  que  dans  des  mouvements  identiques,  les 
forces  soni  .une-  elles  comme  les  masses. 

On  est  convenu  d'appeler  forci:  motrice  celle  qui  est 
appliquée  à  une  masse  donnée  quelconque;  sa  mesure  est 


qui,  dans  le  mon- 
te de  n 
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inière, 

vdv 

i  =  -d* 

Examinons  les  différentes  questions  auxquelles  elles  peu- 
vent donner  lieu. 

i°  Supposons  que  Ton  donne  x  ==  F  (t),  on  obtiendra 
l'expression  de  la  vitesse  et  de  la  force  par  de  simples  diffé- 
rentiations  par  rapport  à  t. 

2°  Soit  v  =  F  (f),  on  aura 

__  dp  __  d.F(t) 

*  ""  de  -  ~dT  ; 

on  connaîtra  donc  la  force  accélératrice. 

On  connaîtra  la  position  du  point  à  chaque  instant  en 

intégrant  l'équation  —  =F  (t) ,  qui  donne 

*=/F(0*. 

La  constante  relative  à  cette  intégration  se  déterminera  par 
la  position  initiale  du  point. 

3°  Soit<p  =  F(/). 

On  connaîtra  la  vitesse  par  la  formule 

et  l'on  déterminera  la  constante  d'après  la  valeur  initiale 
de  f.  Soit  ainsi  f  =f(t)  -,  on  aura  la  valeur  de  x  au  moyen 
de  la  formule  suivante  : 

*  =  //(')*» 

«t  la  constante  introduite  par  cette  nouvelle  intégration 
dépendra  de  la  position  initiale  du  point. 
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LIÏBE     II, 

4° 

SpUvaF 

(*« 

on  en  onnlon 

dm 

=  F| 

.,,  m  .=/£-,, 

la  constante  se  d 

.■terminera  d'après  la  po  si  lion  initiale  du 

poioi 

:,  et  l'on  aura  a 

insi  une  équation  finie 

entre  »■  ci  /. 

Lato 

vite 
rue  if  ou  -7- 

«g 

ôs*]eiF'{x)F(i). 

5° 

Soit  bss  F 

w 

;  si  l'on  remplace  ç  ptl 

r  -j-i  ou  aura 

~dx  = 

'■' 

■)l     d'ofi     w/..  =  F(j)-, 

*. 

el,  ei 

i  intégrant, 

• 

■=./*w*-(x)* 

On  parviendrait 

encore  à  ce  résultat  en  ren 

iplaçaut  o  ptr 

d'x 
IF 

on  aurait  ; 

ilors 

V-rfW 

* 
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La  constante  renfermée  dans  f  se  détermine  par  les  va- 
leurs initiales  de  x  et  v.  On  connaît  'ainsi  la  vitesse  en  un 
point  quelconque  du  mouvement,  et  il  reste  à  trouver  une 
équation  entre  x  et  t .  Désignons  if  F  (x)  dx  par  y  (x)  ; 
nous  aurons 


f£=^7ïï),   d*où  t=Ç- 


et  la  constante  sera  déterminée  par  la  valeur  initiale  de  x. 
6°  Soit  enfin  <p=  F  (*>),  on  aura  alors 

-  =  F(»),     d'où     <  =  )Wy 

la  constante  se  déterminera  par  la  valeur  initiale  de  e. 

Si  Ton  peut  résoudre  cette  dernière  équation  par  rapport 
à  e,  on  aura 

"=/(r)  =  ^T    df°ù    *=ffl')  *• 

Dans  le  cas  contraire,  on  remplacera  (f  par  —  *  et  Ton  aura 

-—  =  F(p),     d'où     x  =    /=r7-v- 

Si  l'on  peut  effectuer  cette  intégration,  on  aura  une  équa- 
tion finie  entre  v  et  x\  et  comme  on  en  a  déjà  une  entre 
t  et  f,  l'élimination  de  v  en  fera  connaître  une  autre 
en  x  et  f. 

Telles  sont  les  différentes  questions  auxquelles  peuvent 
donner  lieu  les  équations  du  mouvement  rectiligne  varié. 
Leur  solution  dépend  toujours  ou  de  différentiations,  ou 
d'intégrations  du  genre  des  quadratures.  Nous  allons  en 
faire  l'application  à  quelques  exemples. 


*Ai 


i:- 


JJUIaTÏ  *    :fcr   r  «LiTH^   ?3£Œ2£30I&- 


ff:»t.»:.fiL'^-. 


u?    ;»:o-:  rii*  .-—.^•.  jâi^u  set? 


;k 


UKt  est  nue  foftf 
«  points,   prop*- 


23„f-  i-i  nitr.ot  h: il  j*  tiï_-  _l 

ualti^,***  "ai.  *::■-!  ^-.  ï^r  ■:::■::  r 

*  sa 

tl^t^rl.*  i-  cir:-  :-r  li    «::r^>-:   r--.i*^r  le  »:^  j>:-înt  et 
£il!.*r*.  tf-iiLé*  lii-i  .-.  «^n?  i.  Ii  z.:.=Li.It.  iiiisi  «juala<J» 

A 

\.'j\  c  i  ~-y.:*.  IL  *-::  i-e  I*  j-^r  Ii  rcs:±:i-ce  exercée  stf 
ar.*:  *p:-*rr*r  rii  :_  :,---.  ~:n-rr.:  rr*.  i^:-r::rrL.rz:  •:■_ :-osée  au  moo- 
l'rrneM  d*r  **:n  c^i.:r-.  «r*.  -  :*:  .•:-rL:r»n^Iîr  i-  carré  de  soi 
mon.  S:  on  !a  £:*:«<•.-  tï"  :^  ri-iss*:  ;.-  Il  sp-ère,  on  aurait 
for  c  •*:  ':  u  :  e  ::  r  é»u!  :e  p;  ^  r  lu  n  !  :c  ie  mi  >>e . 

Soient  s  la  den>!té  dj  liuiie.  qu:-  îious  supposerons ca 
tï.ist't.  D  celle  de  la  >.  here.  r  >os  ravon.  *•  sa   ^ï;esse;  U 

lï'.lslkTif:*:  appliquée  a  l'unité  de  masse  sera  y  "^---  y  dési- 
gnant un  roefiicient  constant.  Pour  plus  de  commodité  dans 
nos  calcul?,  nous  î  apporterons  cette  force  à  la  pesanteur, 
''t  nou* désignerons  par  K  la  \iles>e  quil  faudrait  suppo- 
•*i    a    \u   >phër«'  donnée.    r>our   qui.    la    i  cm  >  Un  ce    quelle 
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_  éprouve  devînt  égale  à  son  poids,  c'est-à-dire  pour  que  Ion 
eût  y  r=--  =  g.  Alors  la  résistance  appliquée  à  l'unité  de 

"masse  sera  ^j  ;  et  c'est  sous  cette  forme,  où  l'homogénéité 

est  mise  en  évidence,  que  nous  l'emploierons  dans  les  cal- 
-  culs  qui  vont  suivre. 

221.  Mouvement  descendant.  —  Nous  commencerons 

par  le  cas  où  le  point  matériel  se  meut  dans  le  sens  de  la 

pesanteur.  Soient  A  (Jig.  53)  le  point  de  départ,  et  x  la 

"7  distance  du  mobile  à  ce  point  après  un  temps  quelconque  l, 

l  au  bout  duquel  il  a  acquis  la  vitesse  e.  En  désignant  par  <f 

-  la  force  accélératrice,  on  aura 


/ 


**  v1  2  dv 

r      6      5  K2       Ra  v  i      dt 


*d*où 


et,  intégrant, 


Ka        d» 

dt=  —  • ) 

g     K>_p>' 


K  .    K-f- 
e=  —  1. 


2g     K  — * 


Nous  n'ajouterons  pas  de  constante,  parce  que  nous  sup- 
posons que  la  vitesse  soit  nulle  au  point  de  départ. 
On  tirera  de  là 


d'où 


-  —=  e      » 


(.)  »  =  K 


fi        _£i 
eK  —  e      K        dx 


if  _  Il       d* 


» 


CHAPITRE  III. 

APPLICATION   DES  FORMULES  PRÉCÉDENTES. 


Atout 


i  pOÎTtt  matériel  pesant  dans  un  milieu 
résistant. 


±20.  l.a  théorie  admise  sur  la  résistance  des  milieux  est 
'iiioi'i;  assez,  imparfaite;  mais  ici  nous  regarderons  comme 
■\ails  Ici  résultats  approchés  auxquels  dus  expériences 
multipliées  onl  conduit  sur  celle  matière. 

Ainsi,  nous  supposerons  que  celte  résistance  est  une  force 
iiiitiiale  au*  surfaces  en  chacun  de  leurs  points,  propor- 
lionncllc  au  carré  de  la  vitesse  relative  de  ce  point  et  du 
milieu,  estimée  dans  le  sens  de  la  normale,  ainsi  qu'à  la  den- 
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éprouve  devint  égale  à  son  poids,  c'est-à-dire  pour  que  Ion 
eût  y  ^-—  =  g.  Alors  la  résistance  appliquée  à  l'unité  de 

masse  sera  |-p  \  et  c'est  sous  cette  forme,  où  l'homogénéité 

est  mise  en  évidence,  que  nous  l'emploierons  dans  les  cal- 
culs qui  vont  suivre. 

221.  Mouvement  descendant.  —  Nous  commencerons 
par  le  cas  où  le  point  matériel  se  meut  dans  le  sens  de  la 
pesanteur.  Soient  A  (fig.  53)  le  point  de  départ,  et  x  la 
distance  du  mobile  à  ce  point  après  un  temps  quelconque  l, 
au  bout  duquel  il  a  acquis  la  vitesse  e.  En  désignant  par  <p 
la  force  accélératrice,  on  aura 

f*  £  dv 

d'où 

Ka        dv 

dt= > 

g     K>  — •*' 


•    _  » 


et,  intégrant, 


ig      K— ♦> 


Nous  n'ajouterons  pas  de  constante,  parce  que  nous  sup- 
posons que  la  vitesse  soit  nulle  au  point  de  départ. 
On  tirera  de  là 


K  —  9 


•i  fit 

-  — =  e      * 


d'où 

fi        _£i 

(  I  )  l'  =  IV •  =  -—  9 

if         _JL'       <** 


(») 


J    CK  4-  e     K 
L  eire  nul  en  même  temps  que  t,  ou  •luit  a 

.lit.' 

/-a     _c\ 


On  a  dont  ainsi  à  chaque  instant  la  position  cl  la  vitesse 
du  mobile;  ce  qui  forme  la  solution  complète  de  In  ques- 
tion. On  aurait  pu  exprimer  x  en  fonction  de  u,  en  rem- 

t  <"*•  ■  ,    j 

plaçant  ip  par  — »  ce  qui  aurait  donne 


DVBJIMIVL'i:.  .S'il 

éprouve  devint  égale  a  son  poids,  c'est-à-dire  pour  q ue  l'on 
eût  y  i— —  =  «,  Alors  la   résistance  appliqua  à    l'unité  de 

masse  sera  ^—  :  et  c  l'st  sous  celle  forint-,  où  l 'homogénéité 
.  l'emploierons  dans  les  cal- 


esl  mise  en  évidence,  qui 
culs  qui  vont  suivre. 


32t.  Mouvement  descendant. —  >ous  commencerons 

r  le  cas  où  le  point  matériel  se  uieul  dans  le  sens  de  la 

'■!■  :n  .  Soient  À  '  fig,   53)  le  point  de  départ,  et  x  la 

mobile  à  te  point  après  un  temps  quelconque*, 

1  duquel  il  a  acquis  la  vitesse  W.  En  désignant  par  - 

e  accélératrice,  un  aura 


364 


!:i  forint; 

*«    v    S)' 

donne,  en  développai»  le  logarithme, 


r  commun  K.*  el  faisan I  I 


*g 


-£■23.  Moimment  ascendant.  —  Soil  A  (jig.  54)  le 
point  d'où  pari  le  mobile  :  prenons  toujours  lu  direction  A\ 
de  la  pesanteur,  pour  le  sens  des  x  positifs,  et  soil  —  a  la 
vitesse  du  mobile  au  moment  du  départ;  on  aura 


—  =e  -f-g  —  =  —  ff' 


-&■). 
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cl,  par  suite, 

Ksin|^ —  acosfî 

K  K        dx 

u  =  K  - 


a  sin  £-  -f-  Kcos^- 


d'où  Ton  déduit 


K  sin  ^ a  cos  — 

x  =  R     |    5 ± 

a  sin  §-  -h  K  cos  fr 
= Lfasinf^  4-Kcosf^)  H- C. 

La   constante  doit  être  telle  que  Ton  ait  à  la  fois  f  =  o, 
x  =  o,  ce  qui  donne 


= 1.1  —  sin  —  4-  cos  — 


Le  problème  est  donc  entièrement  résolu,  puisque,  pour 
toute  valeur  de  f,  on  peut  assigner  la  position  et  la  vitesse 
du  point,  et  par  suite  la  force  qui  le  sollicite. 

Le  mobile  cessera  de  monter  quand  f  sera  devenu  nul: 
la  force  sera  g  à  cet  instant,  et  le  fera  descendre;  mais  alors 
la  résistance  changera  de  sens,  et  on  retombe  dans  le  pre- 
mier cas.  La  valeur  0  de  f ,  correspondante  à  cet  instant,  est 
donnée  par  l'équation 

K  sin  fc  ~~" a  cos  k  =  °  '    d  °11    tang  K"  =  ÏT 

La  valeur  de  x  devient 

C'est  la  distance  de  l'origine  À  au  point  le  plus  élevé  B.  À 
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partir  de  ce  point,  le  mouvement  peut  être  déterminé  par 
les  formules  relatives  au  premier  cas,  si  l'on  prend  ce  point 
pour  origine.  Cherchons  quelle  vitesse  aura  le  mobile  quand 
il  repassera  en  A,  et  quel  temps  il  mettra  à  y  revenir. 

Egalons  pour  cela  la  distance  AB  ou  — I.  — ~ —  à  la 
valeur  de  X  donnée  par  la  fon 


ule  (3),  il  en  résultera 


K'  —  »■ 


Le  mobile  revient  donc  en  A  avec  uue  vitesse  moindre  que 
celle  qu'il  avait  au  moment  du  départ,  et  d'autant  moindre 
que  K  est  plus  petit. 

Pour  connaître  la  valeur  $  de  (,  relative  à  eet  instant, 
il  l'aul  dans  l'équation  (a)  substituer  m  .c  la  valeur  parti- 
culière 


-1. 
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et  o      K  ',  on  aura,  en  prenant  la  plus  grande  racine, 


cK=a+^n^>  d,où  6,=k,/+^  +  ^. 

K  g  K 

et  le  temps  total  écoulé  entre  le  départ  et  le  retour,  aura 
pour  valeur 

0  -t-  ©'  =  —  (  arc  tang  —  -h  I.  ^ 1  • 

224.  Autre  loi  de  résistance.  —  Supposons  maintenant 
la  résistance  proportionnelle  à  la  vitesse,  et  représentée  par 

g  — 9  K  étant  la  vitesse  qui  rendrait  la  résistance  égale  au 

poids  du  corps  que  Ton  considère  ;  si  le  mouvement  est  dans 
le  sens  de  la  pesanteur,  on  aura 


d'où 


t  =  f(*-0  =  3P 


=  —  /  -^ = 1.  (K  —  i»)  -+-  C. 


Si  la  vitesse  initiale  est  nulle,  on 'aura 


et  par  suite 


C=  -l.K. 


K,   K  —  v 

'  =  ~~TL-îr-' 


d'où 


K  V  /       dt 


:ï68 

LIPftE    II. 

On  aura  don 

t-  =  K 

/( 

-,"'s)*=p;,tïr>+c, 

et  comme  on 

ax 

—  o  pour  (  -=  o,  on  aura 
S 

<•[,  par  cotisé 

[ue 

1. 

- 

* 

=«~S(fï_.) 

La  valeur  tic  P 

apprend  que  la  vinsse  tend  indéliii 

ment 

h  se  réduire  , 

K, 

c'est-à-dire  à  celle  poui-  laquelle  la  ré*is- 

lance  est  égal 

poidsdu  mobile.  Quant  à  la  valeur 

dex. 

elle  croit  intlélin 

ment. 

22a.  Dans 

le 

as  où  le  tnubile  mirait  une  vitesse 

inî- 

liale  n,  et  ne 

ser 

il  pas  soumis  à  l'action  de  la  pesât 

"teur, 

niais  à  la  ré  s 

siance.  tlu  milieu,  on  aurait 

,y 
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et  comme  on  a  en  même  temps  t  =  o ,  x  =  o,  on  aura 

„       *K  tiK(  -?\ 

C  .==  —  >     et,  par  suite,     x  =  — l   i  —  e     *  l- 

g  g  \  7 

On  voit  que  la  vitesse  a  pour  limite  o,  à  mesure  que  le 

_  if 
temps  augmente  indéfiniment;  et  x  a  pour  limite  —  :  de 

S 
sorte  que  le  point  tend  indéfiniment  vers  une  position  déter- 
minée, qu'il  ne  peut  jamais  atteindre. 

226.  Mouvement  vertical  d'un  point  dans  le  vide.  — 
Supposons  un  point  matériel  placé  en  A  (Jig.  55)  au-dessus 
de  la  surface  de  la  terre,  et  attiré  vers  son  centre  O  en  rai- 
son inverse  du  carré  de  la  distance.  Prenons  le  point  A 
pour  origine  des  x,  que  nous  regarderons  comme  positif 
dans  le  sens  de  la  pesanteur  ;  et  désignons  par  g  cette  force 
appliquée  à  l'unité  de  masse,  placée  à  la  surface  de  la  terre, 
à  la  distance  r  du  centre.  On  aura,  d'après  l'hypothèse, 

'f  =^=  " — - — r2  en  posant  OA  =  a.    L'équation  à  intégrer 

sera  donc 

d7x  gr* 


dt2         (a  —  x)7 

Elle  devient,  en  la  multipliant  par  idx, 

d7  x    .  dx 


•?. 


—  (Lr  =.  1er7 

de  5     («—*) 


Le  premier  membre  est  la  différentielle  de  (  —  )  >  corres- 
pondante à  l'accroissement  dt ,  et  le  second  est  celle  de 

— - — *  correspondante  à  l'accroissement  dx  relatif  à  dt. 
a  —  x  r 

Donc,  les  intégrales  ne  peuvent  différer  que  d'une  con- 

I.  4 


l7o 
slanU-.  ri  1' 

mm.    ]  i 

Nous  sup|tc 

Minus  la  vitesse  nulle  an  point  A,  i 

l'où  résul- 

lera 

c— *. 

et ,  par  sui 

1.-, 

w    (S) 

'=»^b=s^"îf^5 

=  *. 

Cherchons 

iiiaititonant  X  en  fonction  de  t.  (h. 

on  lire  île 

cette  équat 

ion,  en  observant  ([lie  àx  et  dt  son 

t  tic  menu 

*i^ne. 

*= 

=  » 

il 'un 

,- -  YC- 

-,U 
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miner  l'instant  où  le  mobile  y  passera,  et  la  vitesse  qu'il 
aura.  Réciproquement,  pour  une  valeur  donnée  de  t ,  on 
connaîtrait  la  valeur  de  j?  par  la  résolution  approchée  d'une 
équation  numérique,  ou  par  la  construction  de  la  courbe 
représentée  par  l'équation  (2) ,  dans  laquelle  t  représente- 
rait l'ordonnée. 

Ces  formules  ne  s'appliquent  qu'autant  que  le  point  ne 
pénètre  pas  dans  l'intérieur  de  la  terre;  elles  ne  s'étendront 
donc  que  jusqu'à  x  =  a  —  r.  Au  delà  de  ce  point,  la  force 
devient  proportionnelle  à  la  distance  au  centre,  et  le  mou- 
vement est  représenté  par  dés  équations  différentes  que 
nous  allons  déterminer. 

227.  Nous  supposerons,  pour  plus  de  simplicité,  que  le 
mflbile  parte  du  point  À  (fig-  56)  de  la  surface  de  la  terre 
avec  une  vitesse. nulle;  nous  prendrons  l'origine  des  x  au 
centre,  à  cause  de  la  symétrie  par  rapport  à  ce  point,  et 
nous  regarderons  les  x  comme  positifs  dans  le  sens  OÂ. 
L'expression  de  la  force  sera 


.r         (l7X 

tr  


Multipliant  par  idx  et  intégrant,  il  vient 

et  comme  on  a  v  =  o  pour  x  =  r,  on  aura  C  =  gr,  d'où 

(3)  (_)=^_,>)  =  .,. 

Il  reste  à  trouver  une  équation  entre  x  et  t.  Or  celle-ci 
donne 

I  r  dx 

24. 


■*;■ 


dx  et  de  son 
sent  a  lieu  en  se 
utégrant. 


signe  — 
de  signes 
U  eoiUrain 

'-Vf- 


entrain»).  Uni  i|ue  le  inoiivi 
des  x  positifs.  Ou  obtiet 


La  constante  est  mille,  puisque  l'on  a  en  même  temps 
f=o,  x  =  r.   Cette  équation,  résolue  par  rapport  à  x, 

devient 

(4) 


—  ^ 


La  valeur  de  vx  montre  que  la  vitesse  est  maxituun- 
quand  le  point  passe  nu  centre,  et  qu'elle  redevient  mille 
pour  x  =  — /■,  c'est-à-dire  à  l'extrémité  opposée  du  dia- 
mètre. Le  point  se  trouve  alors  dans  les  mèUpei  cin 
slances;  il  revient  doue  vers  sa  première  position  par 
mouvement  identique  au  premier,  et  l'on  aura  un  nombre 
indéfini  d'oscillations  semblables.  La  vitesse  ne  dépendant 
que  de  x',  est  la  même  pour  deu*  positions  situées  à  égale 


it. 

k 

•on- 
•  un 
»brr 
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228.  Les  formules  précédentes  se  réduisent  sensiblement 
à  celles  du  mouvement  uniformément  accéléré,  quand  on 
suppose  l'espace  parcouru  très-petit  par  rapport  à  la  dis- 
tance au  centre;  ce  qui  revient  à  supposer  la  force  sensible- 
ment constante, 

Ainsi  l'équation  (1)  peut  se  mettre  sous  la  forme 

/* 

V2  =  2  SX  •  1 —  • 

a1  —  ax 

Soit 

h  étant  très-petit  par  rapport  à  r  et  représentant  l'élé- 
vation du  point  À  au-dessus  de  la  surface  de  la  terre  ; 

— se  réduira  à  l'unité,  en  négligeant  les  quantités  de 

Tordre  de  - ,  et  Ton  aura,  à  ce  degré  d'approximation, 

V2  =  2gX. 

Passons  à  la  formule  (a).  On  aura 

remplaçante  par/-f-  A,  et  négligeant  les  termes  où  entrent 
les  rapports  ->  -  ?  il  restera  yx\  et  la  première  partie  de  t 


v^ 


sera 

De  même,  en  développant  arc  cos ou    bien 


3  \1  (IX  X* 

arc*  siu >  on  trouvera  que  la  seconde  partir  peut 


i74 

Sire  réduii 

'W2** 

— y^ 

Dans  la  seconde  question ,  les  espace*  partmirOB  tonl 
r — x.  et  si  du  lus  suppose  Ircs-pelîls  par  rapport  à  r,  \:\ 
formule  (3),  qui  peut  se  meure  *ous  la  l'or  mu 

se  réduit  sensiblement  à 

l.'i  loi  mule  (4)  développée  devient 

~*-£-  •)■ 

Si  l'on  néglige  lc>  termes  qui  renferment  r  en  déaonrilMi 


■*; 
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Supposons  un  point  en  mouvement  dans  un  fluide  dont 
la  résistance  soit  proportionnelle  à  la  puissance  m .  de  la 
vitesse,  m  étant  plus  petit  que  i,  et  nécessairement  positif/ 
Il  part  de  l'origine  des  x  avec  une  vitesse  a  dans  le  sens  des 
x  positifs,  et  n'est  soumis  à  aucune  autre  force  que  la  ré- 
sistance du  milieu.  L'équation  de  son  mouvement  sera 

(o  •  £ =-*"". 

h  désignant  une  constante  connue.  On  tire  de  cette  équation 

v~mdv  =  —  kdty 

et,  par  suite, 

Observons  que  la  puissance  fractionnaire  p"  ne  comportë 
dans  aucun  cas  le  double  signe  dans  l'équation  différentielle^ . 
et  qu'il  est  entendu  qu'elle  sera  toujours  considérée  comme' 
implicitement  positive;  sans  quoi  l'équation  (1)  ne  repré 
senterait  pas  les  conditions  de  la  question  mécanique.  Il 
faut  donc,  dans  tout  le  reste  du  calcul,  considérer  l'expo- 
sant m  comme  ne  donnant  qu'une  valeur  positive  à  la  puis- 
sance de  i>  où  il  entrera  ;  et,  lorsqu'une  équation  lui  don- 
nera une  valeur  négative,  elle  ne  représentera  pas  le 
mouvement  du  point. 

Nous  avons  dit  qu'il  fallait  considérer  toutes  les  solu- 
tions de  F  équation  (i)*  il  faut  donc  tenir  compte  des  solu- 
tions singulières,  qui  se  réduisent  à 

(3)  v  =  o. 

La  solution  complète  du  problème  proposé  est  donc  donnée 
par  les  équations  (2)  et  (3),  et  il  ne  s'agit  plus  que  de  re- 
connaître laquelle  on  doit  considérer  à  un  instant  donné 
quelconque. 

Or,  il   est  évident  qu'au  moment  du  dépari,  la  vitesse 
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étant  a,  et  ne  pouvant  èM  détruite  que  dans  un  temps 
tini,  on  lie  devra  pas  faire  usage  de  l'équation  (3)  dau&  1* 
commencement  du  mouvement.  On  devra  dune  prendre 
l'équation  (a).  Mais  on  n'en  devra  faire  usage  que  jusqu'i'i 
l'époque  pour  laquelle  on  aura 


(" 


(• 


w)V 


valeur  positive,  puisqu'on  a  »i<i:  eu  effet,  au  delà  ou 
aurait  une  valeur  négative  pour  v*-"',  ce  que  nous  avnn* 
vu  ne  pouvoir  convenir  a  la  question  mécanique  proposée. 
Jusqu'à  cette  valeur  de  (,  l'équation  (ii)  ne  peut  convenir, 
mais  elle  est  satisfaite  à  cette  époque,  et  elle  devra  l'être  in- 
définiment ensuite,  puisque  l'équation  (3)  ne  peut  l'être, 
et  que  le  problème  a  certainement  une  solution,  qui  ne 
peut  être  représentée  que  par  l'une  ou  par  l'autre  de  ce;, 
deux  équations. 

Il  suit  de  là  que  depuis  I  =  o  jusqu'à  t  =  — — - — r-r  »   on 


=r«~*— Knj*r 
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et  par  suite,  en  exprimant  que  pour  /  =  oouax  =  o, 


1  —  m 

[ai——(i—m)key-m  n2-m 

•»—■»>>  M     ■  ■  a       p— — — — — i— —■■■■»— ———— — 


•+ 


(2  —  m)  A  (?.  —  m)* 

Le  point    où   s'arrêtera   le   mobile,    correspondant    à 

al""*=  (1  —  m)  ht  aura  pour  abscisse —•  Il  était 

*  '  r  (2  —  m)k 

d'ailleurs  bien  facile  de  reconnaître  à  priori  que  si,  à  une 
certaine  époque,  la  vitesse  du  point  devenait  nulle,  il  res- 
terait constamment  dans  Ja  position  où  il  se  trouverait 
alors.  En  effet,  un  point  placé  sans  vitesse  dans  un  milieu, 
résistant  suivant  une  fonction  quelconque  de  la  vitesse, 
restera  indéfiniment  dans  la  position  où  on  l'aura  mis,  puis- 
que aucune  force  ne  lui  sera  appliquée;  il  n'aura  aucune 
tendance  à  se  mouvoir  d'aucun  côté,  et  restera  perpétuel- 
lement en  repos. 


3?S 


CHAPITRR  IV. 

HU  MOUVEMENT  BtHS  POINT  I.lllltli  PANS  l'ESPU-K. 


ÏÏHO,  O  i;hi'  licwiidntit  /<■  rrHMtxwnoai  »  Ai  /omr  pm- 
.i«rf  tl'agir.  —  Si,  à  un  instant  qucUonquc  du  HimJWllWH. 
l'action  de  In  force  cessait  Bntikmnant,  le  point  mobile  ne 
pourrait  plus  avoir  qu'un  mouvemeot  rcetilijjne  M  Mi 
forme,  d'après  la  loi  d'iiirriic  que  nous  avons  admise  pré- 
cédemment. Il  ne  reste  donc  ;i  déterminer  que  la  direction 
i't  la  vitesse  de  ce  mouvement. 

Pour  cela,  concevons  trois  axe-  rectangutsiret,  dedireo- 
lions  constantes,  cl  dont  l'origine  ait  précisément  ce  mou- 
vement que  nous  voulons  déienuiiiej .  Si   la  force  n'utl 
xplus,  le  mobile  coïncider*,  constamment  avec  celle  origine. 
Mais  si  elle  ne  cessait  pas  son  action,  r'csl-à-dire  si  lr  point 
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ordre,  du  point  sur  sa  trajectoire;  d'où  il  suit  d'abord  que 
cette  direction  rectiligne  ne  peut  être  que  la  tangente  à  cette 
trajectoire.  De  plus,  l'espace  parcouru  par  le  point  sur  sa 
trajectoire  ne  différant  que  d'un  infiniment  petit  du  second 
ordre  de  celui  que  parcourt  l'origine  pendant  le  même 
temps,  la  vitesse  dans  le  mouvement  réel,  à  l'instant  consi- 
déré, est  la  même  que  celle  de  l'origine. 

On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 
Si  à  un  instant  quelconque  la  force  qui  produit  le  mou- 
ventent  d'un  point  libre  cessait  d'agir,  ce  point  se  mouvrait 
alors  uniformément  suivant  la  tangente  à  la  trajectoire 
avec  la  vitesse  qu'il  avait  à  ce  même  instant. 

231 .  Valeur  et  direction  de  la  force  d'après  le  mouve-> 
ment  produit.  —  Considérons  une  position  quelconque  M 
(  fie-  ^7)  d'un  point  dont  la  masse  est  m,  et  dont  les  coor- 
données x^jr,  z  sont  des  fonctions  déterminées  du  temps  t. 
Si  la  force  qui  agit  sur  lui  cessait  à  cet  instant  son  action, 
il  se  mouvrait  sur  la  tangente  MT  avec  la  vitesse  v  qu'il  a 
en  M.  Si  donc  nous  supposons  trois  axes  X',  Y',  Z'  con- 
stamment parallèles  aux  premiers,  et  dont  l'origine  se 
meuve  sur  MT  avec  la  vitesse  constante  v,  le  mouvement 
du  point  ni;  par  rapport  à  ces  axes,  sera  identique  à  celui 
qui  aurait  lieu  par  rapport  à  des  axes  immobiles,  si  le 
point  m  était  placé  sans  vitesse  à  l'origine,  et  sollicité  par 
la  même  force  qui  agit  sur  lui. 

Ce  mouvement  relatif  est  précisément  ce  que  nous  avons 
appelé  le  mouvement  déviatoire,  et  la  ligne  M' m'  qu'il  dé- 
crit ainsi  est  ce  que  nous  avons  appelé  la  déviation  (n°  12). 
Ainsi  cette  dernière  ligne  peut  être  considérée  comme  celle 
que  décrirait  le  mobile  placé  sans  vitesse  au  point  M,  et 
sollicité  par  la  force  même  qui  agit  sur  le  mobile  dans  son 
mouvement  réel,  en  conservant  à  cette  force  une  direction 
et  une  intensité  constantes. 


U  taie  m.»"»""  „,„,  d» 

»"S,es<1"        Lu  .»«"»••  ■>" 

j>«     "LZ.    -s' 
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auront  pour  valeurs 

i  r/'jr        i   d*jr        i   d'z 


i       —  ~~r~z  5 


fit-         v    dt*        *    dt 


a 


Pour  avoir  en  grandeurs  et  en  signes  les  composantes  de 
la  force  accélératrice,  il  faudra  multiplier  ces  cosinus  par 
la  valeur  absolue  <p  de  cette  force,  et  Ton  obtiendra  ainsi 

d2x        d7y        d*z 
*2'  ~dtT'>      1ÏF'      'dt7' 

En  multipliant  ces  composantes  de  la  force  qui  agit  sur 
l'unité  de  masse  du  mobile,  par  sa  masse  m,  on  aura  les 
composantes  de  la  force  motrice,  c'est-à-dire  de  la  force 
qui  agit  sur  sa  masse  même.  En  désignant  ces  dernières 
par  X,  Y,  Z,  on  aura  les  équations  suivantes  entre  la  force 
qui  produit  le  mouvement,  et  les  coordonnées  du  mobile  à 
chaque  instant  : 

,ov  #*      Y  <*\r       v  d*z 

<3)  ""dF=x>    mUF=zY^    ""d?  =  L> 

qui  se  réduisent  aux  suivantes,  en  supposant  que  le  mobile 
ait  une  masse  égale  à  l'unité  : 

Ce  sont  les  équations  différentielles  du  mouvement  de 
tout  point  libre. 

232.  Usage  des  équations  du  mouvement.  —  Les  équa- 
tions (3)  ou  (4)  donnent  le  moyen  de  ramener  au  calcul 
toutes  les  questions  qui  peuvent  se  présenter  sur  le  mouve- 
ment d'un  point.  Le  cas  le  plus  simple  serait  celui  où  Ton 
donnerait x, y,  z  en  fonction  de  t  :  ou,  plus  généralement, 
trois  équations  finies  entre  x,  y,  z,  t.  Eu  les  différenciant 
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tien  résulte  tjnc  ses  deux  composantes   seront  aussi 
rces  par  celles  ili'  l 'décélération. 

Ainsi  ; 

Lu  composante  tangcntictlr-  île  la  force  accc/éralrtce 


alrice 


et  la  composait  tu  normale,  ilirigùc  t 
hure,  est 


R 


It  étant  le  rayon  de  courbure  de  la  trajectoire.  On  désigne 
aussi  celte  dernière  sous  le  nom  Acjbrve  centripète.  Si  au 
lieu  de  l'unité  de  masse  on  suppose  une  masse  m,  ces  deir 
composa  rites  se  changeront  en 


23-i.   Composantes  langentielle  et  normale  île  la  fi 


forer 
foi. 
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autre  corps;  la  force  d'inertie  sera  appliquée  à  ce  fil  ou  ce 
corps  extérieur,  au  point  même  de  l'espace  où  se  trouve  le 
mobile,  et  pourra  être  décomposée  en  deux  autres  égales  et 
opposées  à  celles  de  la  force  appliquée  au  mobile  :  Tune 

langenti elle  égale  à  m  -r-j  >  l'autre  normale  égale  a  -=p  • 

La  composante  normale  sera  donc  dans  le  plan  oscilla- 
teur de  la  trajectoire,  et  dirigée  du  côté  opposé  au  centre  de 
courbure  ;  de  sorte  que  si  Ton  concevait  qu'elle  agît  sur  un 
point  sans  vitesse  pendant  un  te/nps  fini ,  ce  point  se 
mouvrait  suivant  la  normale  en  s'éloignant  de  ce  centre. 
C'est  pour  cette  raison  qu'on  lui  a  donné  le  nom  de  force 
centrifuge. 

On  fait  quelquefois  de  faux  raisonnements  relativement 
à  la  force  centrifuge,  parce  qu'on  ne  se  rappelle  pas  assez 
qu'elle  n'est  pas  appliquée  au  point  en  mouvement,  mais 
au  corps  en  contact  avec  lui,  et  qui,  par  sa  pression  ou  sa 
traction,  déterminerait  ce  mouvement.  Si  Ton  supposait  le 
mouvement  produit  autrement  que  par  la  pression  d'un 
corps,  la  réaction,  comme  nous  l'avons  dit,  ne  serait  plus 
appliquée  à  un  point  en  contact  avec  celui  que  Ton  consi- 
dère, et  la  dénomination  de  force  centrifuge  ne  semble  plus 
assez  naturelle.  Par  exemple,  en  regardant  le  mouvement 
de  la  terre  comme  produit  par  l'attraction  du  soleil,  la 
réaction  de  la  terre  est  appliquée  au  soleil;  sa  composante 
normale  Test  donc  aussi,  et  l'on  serait  obligé  de  dire  que  la 
force  centrifuge  produite  par  la  terre  est  appliquée  au  so- 
leil. On  ferait  peut-être  mieux  de  supprimer  cette  dénomi- 
nation qui  obscurcit  quelquefois  les  eboses,  et  d'employer 
le  mot  réaction,  qui  rappelle  toujours  à  quel  point  la  force 
et  ses  composantes  sont  appliquées. 

235.  La  force  centripète,  et,  par  suite,  la  force  centri- 
fugé, a  d'abord  été  considérée  dans  le  cercle,  et  son  expres- 

I.  25 
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sion  s'y  détermine  par  des  coiiiidéi. nions  très-simples,  tin 
effet,  si  on  décompose  la  force  accélératrice  qui  agit  sur  le 
point,  el  qui  est  nécessairement  comprise  dans  lt;  pian  du 
cercle,  en  deux  autres  forces,  dont  Tune  soit  tangente  cl 
l'autre  normale  au  cercle,  le  mouvement  do  la  projection 
du  point  sur  la  normale  sera  uniquement  dû,  comme  nous 
le  savons,  à  la  composante  normale.  Or,  en  supposant  cette 
composante  constante  de  grandeur  et  de  direction  pendant 
un  temps  infiniment  petit  dt .  la  théorie  du  mouvement 
uniformément  accéléré  apprend  que  sa  valeur  sera  égale  au 
double  de  l'espace  parcouru  suivant  la  normale  divisée  par 
le  carré  du  temps.  Cet  espace  est  égal  au  carré  de  la  corde 
ou  de  Tare  d.s,  dont  il  est  la  projection,  divisé  par  le  dta- 

mètre  aR  ;  donc  la  composante  normale  est  égale  à  —    ou 

a  — ■  Telle  est  donc,  dans  le  cercle,  l'expression  de  U  force 

centripète  ou  de  la  force  centrifuge.  Elle  serait  -g-  pour  le 
point  dont  la  masse  serait  m. 

Si  l'on  désigne  o»r  w  la  vitesse  angulaire  du  rayon  <mï 
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gueur  invariable,  dont  une  extrémité  est  fixée  au  centre,  ce 
fil  tire  le  point  et  produit  sur  lui  la  force  centripète;  il  est 
tire  à  son  tour  par  la  force  centrifuge.  Ces  deux  forces  en 
équilibre  sur  le  fil  déterminent  sa  tension. 

Si  Ton  supposait,  au  lieu  de  cela,  un  cercle  matériel  que 
le  mobile  ne  pourrait  quitter,  par  exemple  un  anneau  creux 
infiniment  étroit,  dans  l'intérieur  duquel  serait  le  point  en 
mouvement,  ce  cercle  exercerait  sur  lui  une  force  dirigée 
vers  le  centre  ;  et,  réciproquement,  celui-ci  en  exercerait 
une  autre  sur  ce  cercle,  égale  et  directement  opposée. 

Enfin  on  peut  concevoir  un  mode  de  liaison  quelconque 
qui  oblige  le  point  à  décrire  un  cercle.  Nous  allons  en 
donner  un  exemple  très-simple  et  très-important  par  les 
conséquences  qui  s'en  déduisent  relativement  a  la  pesanteur. 

23H.  Influence  du  mouvement  de  rotation  de  la  terre 
sur  la  pesanteur.  —  Considérons  un  système  de  forme  in- 
variable, et  dont  les  points  exercent  les  uns  sur  les  autres 
des  actions  quelconques  détruites  par  leur  liaison  mutuelle, 
et  donnons-lui  un  mouvement  de  rotation  uniforme  autour 
d'un  axe.  Il  est  facile  de  reconnaître  qu'alors  les  liaisons  du 
système  détruisent,  pour  chaque  point  matériel ,  les  ac- 
tions mutuelles  qu'il  subissait  dans  l'état  primitif,  jointes 
à  la  force  centrifuge  correspondante  à  sa  masse  et  à  son 
mouvement. 

En  effet,  on  peut  ajouter  à  toutes  les  actions  primitives 
la  force  centripète  et  la  force  centrifuge  relatives  à  chaque 
point,  puisque  ces  deux  forces  se  détruiront.  Or  la  force 
centripète  produirait  le  mouvement  du  point  s'il  était 
libre;  il  faut  donc  que  toutes  les  autres  soient  détruites  : 
donc  la  résultante  des  actions  mutuelles  primitives  exer- 
cées sur  chaque  point,  et  de  la  force  centrifuge  considérée 
alors  comme  appliquée  à  ce  point  même,  est  détruite  par  ' 
les  liaisons. 

25. 
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Soient  r  la  distance  d'un   point  quclcoitque  du  corps  y 
l'axe,  et  T  le  remps  delà  révolution  entière;  la  vitesse  de  rv 

point  sera  -=-  i  et  la  force  centrifuge  -t—  •  On  voil  <ju Vile 

est  proportionnelle  a  la  distance  à  l'axe;  elle  eut  demi: 
nulle  aux  extrémités  de  l'axe,  et  la  plus  grande  pguibll 
pour  le  point  le  plus  éloigné  de  l'axe. 

La  terrées!  animée  d'un  mouvement  de  rotation   qui, 
comme  nous 
forces  détrull 

si  elle  n'avait  qu'un  mouvement  ie 
r  lequel  tous  ses  pointa  décriraient,  dans  un 
ilîiiimeiit  petit,  des  droites  égales  et  paral- 
ement  de  rotation  s'ellecluc  dans  86164  se- 
a,  par  conséquent, 
T  =86164. 

',  la  rotation  de  la  terre  et  la  force  centrifuge 
1  opposées,  la  pesanteur  a  une  valeur  égale 
elle  qu'elle  aurait  si  la  rotation  n'avait  pas  lieu,  d  imi- 
te de  la  force  centrifuge.  S'i  l'on  fait  d'abord  abstraction 


fuge  qui  n'ex 
translation,  j 
même  temps 
lèles.  Ce  mo. 
rondes,  et  l'r 


A  1 Vqua 
lantdii 


<  ri'-iv   de  l'expliquer,    introduit  parmi    1m 
s  par  la  liaison  des  points,  une  force 
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l>a  gravité  est  donc  diminuée  environ  de  -£-9  de  sa  valeur 
par  la  force  centrifuge  à  ftéquateur.  Et  comme  289  est  le 
carré  de  17  et  que  la  force  centrifuge  est  proportionnelle 
au  carré  de  la  vitesse;  si  le  mouvement  de  rotation  était 
environ  17  fois  plus  rapide ,  la  pesanteur  serait  nulle  à  l'é- 
quateur. 

Sur  un  parallèle  quelconque,  la  force  centrifuge  n'est 
pas  directement  opposée  à  l'attraction  de  la  terre,  mais  elle 
change  très-peu  la  direction  de  cette  attraction  ou  de  la 
gravité,  et  la  diminution  de  son  intensité  est  sensiblement 
égale  à  la  projection  de  la  force  centrifuge  sur  la  normale 

à  la  sphère,  ou  - — — »  /  étant  le  rayon  du  parallèle , 

et  X  sa  latitude.  Or,  en  supposant'  la  terre  sphérique,  ou 
aura 

r'  =r  rcos\, 

ej  la  diminution  de  la  pesanteur  sur  ce  parallèle  sera 

:LjT  coV  *. 

Elle  varie  de  l'équateur  au  pôle  proportionnellement  au 
carré  du  cosinus  de  la  latitude.  Mais  la  terre  n'étant  pas 
tout  à  fait  sphérique,  il  en  résulte  une  autre  diminution 
proportionnelle  au  carré  du  cosinus  de  la  latitude,  et  qui 
s'ajoute  à  la  première,  de  sorte  que  le  poids  d'un  corps 
transporté  du  pôle  à  l'équateur  diminue  de  777  au  lieu  de  -^ . 
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CHAPITRE  V. 

APPLICATIONS  DBS  FORMULES  GÉNÉRALES  BC  MOUVEMENT 
D'UN   POINT  LIBRK. 


237.  Mouvement  produit  par  une  force  dont  la  diivt- 
lion  est  constamment  tangente  a  la  trajectoire.  —  Dans 
une  position  quelconque  du  mobile,  les  cosinus  des  angle» 

que  fait  la  force  avec  les  axes,  sont  proportionnels  à  -7^  . 

— '—  1  ——  .  et,  par  hypothèse,  ils  doivent  être  aussi  propor- 
lionuels  à  ceux  qui  se  rapportent  à  la  tangente  û  la  trajec- 
■  toire  eu  ce  même  point,  oui— >  —  1  — *■  On  devra  donc 
avoir  les  égaillés  suivantes  : 
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Intégrant  de  nouveau  et  désignant  par  a,  a/,  a*  trois  nou- 
velles constantes  arbitraires,  on  obtient 

Les  coordonnées  du  mobile  satisfaisant  à  deux  équations 
du  premier  degré,  il  s'ensuit  que  la  trajectoire  est  une 
ligne  droite. 

"  La  position  initiale  du  mobile  sera  un  point  de  cette 
droite.  Les  composantes  initiales  de  la  vitesse  donneront, 
au  moyen  des  équations  (i),  les  rapports  des  coefficients  c, 
</,  c?.  La  droite  donnée  par  les  équations  (2}  sera  donc  dé- 
terminée, puisqu'on  connaît  sa  direction  et  un  de  ses  points. 
Ainsi,  la  question  est  ramenée  au  mouvement  sur  une 
droite  donnée,  et  sera  traitée  comme  précédemment,  quand 
la  force  sera  connue. 

■% 

238,  Mouvement  produit  par  une  force  constanÊpeuÇ 
normale  à  la  trajectoire.  —  La  condition  connue  poujhma; 
deux  droites  soient  perpendiculaires,  donne  immédiate* 
ment,  dans  le  cas  actuel,  l'équation 

dx  dxx       dy  d*y        dz  d*z 
dt'dF'^dê'dF  "*"  3*  S**"  =  °* 

Or  le  double  du  premier  membre  est  la  dérivée  de 


(îHî)"-®' 


ou  de  f  %  e  désignant  toujours  la  vitesse  ;  il  en  résulte  donc 
que  la  vitesse  est  constante.  Ainsi,  en  désignant  par  et  sa 
vitesse  initiale,  on  aura 


dx1       <fy*       dz* 

dt*^   dt>    ^  <//'*"      •' 


11  suffira  donc  de  connaître  deux  autres  équations  pour 
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que  le  mouvement  soit  déterminé.  JNnus  n  en  offrirons  ieî 
aucun  exemple  ;  nous  nous  étions  proposé  seulement  d'éta- 
blir la  proposition  générale  suivante  : 

Lorsque  la  force  qui  sollicite  un  point  matériel  est  tou- 
jours normale  à  sa  trajectoire,  le  mouvement  de  ce  point 
est  uniforme. 

On  se  trouve  dans  les'condilions  de  cette  question,  quand 
on  considère  un  point  assujetti  à  se  mouvoir  sur  une  courbe 
ou  une  surface  lixe  qui  ne  produit  aucun  frottement,  en 
admettant  qu'il  n'y  ait  aucune  force  autre  que  la  résistance 
de  la  courbe  ou  de  la  surface  :  le  mobile  est  alors  sollicite 
par  une  force  constamment  normale  à  sa  trajectoire,  et  son 
mouvement  sera  par  conséquent  uniforme. 

Remarque.  —  On  aurait  pu  parvenir  aux  conséquences 
précédentes,  relativement  à  ces  deux  dernières  questions, 
au  moyen  des  formules  qui  cxpiiincut  la  composante  lan- 
genliclle  et  la  composante  normale  de  la  force  appliquée  au 
mobile. 

Eu  effet,  si  cette  force  est  toujours  tangente  à  U  Irajec 
toire,  la  composante  normale  est  toujours  nulle;  et  i'i 
en  chaque  point, 


njec- 
on.. 
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origine  des  coordonnées,  les  cosinus  des  angles  formés  par 
la  direction  de  cette  force  avec  les  axes,  doivent  être  pro- 
portionnels aux  coordonnées  x,  y,  z  du  point*,  et,  comme 

•i  •     •  i  d*x    d*y     d*9 

ils  sont  proportionnels  aux  composantes -—>  -77-»  -77  de 
la  force  accélératrice,  on  aura 


d'x       d'y       d'z 

(«) 

"dF       IF       dt* 

x          y           z 

dfoù  Ton  tire 

d*z         d'y 

JdF-z!F  =  °> 

d'x          d'z 

Z  — X  —. —  =  0. 

dt'           dt'           ' 

d'y         d'x 

xdF-jrdr=°' 


et,  en  intégrant  par  rapport  à  t, 


,    v        dz  dy        _         dx  dz        _,  dy  tir       _ 

y    l  J  dt  dt  dt  dt  y        dt       J  dt  ' 

C,  C  CP  étant  des  constantes  arbitraires. 

Si  Ton  multiplie  la  première  de  ces  équations  par  x,  la 
seconde  par  j,  la  troisième  par  *,  et  qu'on  les  ajoute,  on 
trouvera  l'équation  suivante  entre  les  coordonnées  dy  point 
à  un  instant  quelconque  : 

Le  point  ne  sort  donc  pas  d'un  plan  passant  par  l'origine, 
comme  on  pouvait  le  reconnaître  a  priori,  en  observant 
qu'aucune  cause  ne  tend  à  faire  sortir  le  point  du  plan: 
mené  par  le  centre  d'action  et  la  direction  de  la  vitesse 
initiale. 

Pour  interpréter  les  équations  (a),  soient  r  la  projection 
du  rayon  vecteur  mené  de  l'origine  au  point  mobile,  sur  le 
plan  XY,  et  0  l'angle  qu'elle  forme  avec  l'axe  des  x.  Nous 
supposerons  que  les  angles  croissent  de  Taxe  des  x  positifs 
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vers  Taxe  des  y  pontife,  de  sorte  qu'en  se  plaçant  dans 
Taxe  des  z  positifs,  on  voie  s'exécuter  de  gancha  à  droits 
le  mouvement  du  rayon  qui  décrirait  les  angles  croissants. 
Nous  regarderons  les  aires  décrites  par  un  rayon  vecteur, 
comme  croissant  dans  ce  même  sens  \  et  il  en  sera  de  même 
pour  chacun  des  autres  axes,  relativement  aux  deux  auto» 
plans. 

Cela  posé,  on  aura  l'équation  générale 

dû  djr         dx 

*f        j.  *         *        Xdf~~rdï 

tang  9  =  ^-,      d'où      — —  = ; ; 

x  cos*  0  x* 

et,  par  conséquent, 

dt       J  dt  dt  dt 

en  désignant  par  V  Taire  décrite  par  la  projection  r  ds 
rayon  vecteur  du  mobile. 

Si  l'on  désigne  de  même  par  W  et  X  les  aires  décrites  par 
les  projections  de  ce  rayon  vecteur  sur  les  plans  ZX  et  ZT, 
les  équations  (a)  donneront 


d\      c 

d\'       C 

d\"       C" 

dt  ~"  2' 

dt  ~"~  a  ' 

dt           2 

d'où 

en  supposant  que  les  aires  commencent  avec  le  temps  t. 
.  Ces  équations  montrent  que  les  aires  décrites,  à  partir 
de  cet  instant,  par  les  projections  du  rayon  vecteur  du  mo- 
bile, croissent  proportionnellement  au  temps.  Et  comme 
le  mouvement  du  point  s'effectue  dans  un  plan,  il  s'ensuit 
que  les  aires  décrites  par  le  rayon  vecteur  du  mobile  dans 
ce  plan,  sont  aussi  proportionnelles  au  temps.  La  valeur  de 
ces  aires  peut  s'exprimer  facilement,  en  observant  qUe  tonte 
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aire  plane  est  égale  à  la  racine  carrée  de  la  somme  des  car- 
rés de  ses  projections  sur  trois  plans  rectangulaires.  On 

aura  donc,  pour  l'expression  de  ces  aires, 

Réciproquement,  si  les  aires  décrites  par  les  projections  du 
rayon  vecteur  sont  proportionnelles  au  temps,  la  direction 
de  la  force  qui  sollicite  le  mobile,  passe  constamment  par 
l'origine.  Car  alors  les  équations  (3)  auront  lieu,  et,  par 
suite,  les  équations  (2)  qui,  différentiées,  donneront  les 
équations  (1);  or  ces  équations  expriment  que  les  cosinus 
des  angles  que  fait  avec  les  axes  la  direction  de  la  force,  et 
ceux  qui  se  rapportent  à  la  droite  menée  de  l'origine  au 
point  (x,  j)  z)  sont  proportionnels,  et  que,  par  consé- 
quent, ces  deux  droites  se  confondent. 

C'est  dans  ces  deux  propositions  réciproques  que  consiste 
le  principe  des  aires  pour  un  point  matériel. 

Si  le  point  était  sollicité  par  des  forces  dirigées  vers 
deux  centres  fixes,  les  équations  (1)  ne  seraient  plus  satis- 
faites; mais  la  première  aurait  encore  lieu  en  prenant  pour 
axe  des  z  la  droite  qui  passe  par  les  deux  centres,  fin  effet, 
la  résultante  des  forces  auxquelles  le  point  est  soumis,  cou- 
pant constamment  l'axe  des  *,  ses  composantes  parallèles 
aux  axes  des  x  et  des  y  sont  proportionnelles  à  ces  deux 
coordonnées  ;  d'où  résulte  l'équation 

x~dF~~~y~dF  ~"~0; 

et,  par  conséquent,  le  principe  des  aires  a  lieu,  dans  ce 
cas,  pour  tout  plan  perpendiculaire  à  la  droite  qui  passe 
par  les  deux  centres,  le  centre  des  aires  étant  pris  sur 
cette  droite. 

Il  est  évident  qu'il  en  serait  de  même  si,  au  lieu  de  deux 
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vers  l'axe  des  y  positifs,  de  sorte  qu'eu  se  plaçant  dans 
l'axe  des  s  positifs,  ou  voie  s'exécuter  de  gauche  â  droite 
le  mouvement  du  rayon  qui  décrirait  les  angles  croissants. 
ÎN'ous  regarderons  les  aires  décrites  par  un  rayon  vecteur, 
comme  croissant  dans  ce  même  sens-,  ci  il  en  sera  de  même 
pour  cliacuu  des  autres  axes,  relativement  aux  deux  autres 


Cela  post 


tira  l'équation  générale 


cl,  par  GOnséquenti 


en  désignant  par  i."  l'aire  décrite  par  la  projrt'iiim  i 
rayon  vecteur  du  mobile. 

Si  l'on  désigne  de  même  par  A'  et  /  In  aires  dérritc» 
les  projections  de  ce  rayon  vecteur  sur  les  plans  ZX  «t  1 
les  équations  (a)  donneront 
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aire  plane  est  égale  a  la  racine  carrée  de  la  somme  des  car- 
rés de  ses  projections  sur  trois  plans  rectangulaires.  On 

aura  donc,  pour  l'expression  de  ces  aires, 

if^C'  +  C"-*-  C". 

Réciproquement,  si  les  aires  décrites  par  les  projections  du 
rayon  vecteur  sont  proportionnelles  au  temps,  la  direction 
de  la  force  qui  sollicite  le  mobile,  passe  constamment  par 
l'origine.  Car  alors  les  équations  (3)  auront  lieu,  et,  par 
suite,  les  équations  (?)  qui,  diflerentiées,  donneront  les 
équations  (1)  ;  or  ces  équations  expriment  que  les  cosinus 
des  angles  que  fait  avec  les  axes  la  direction  de  la  force,  et 
ceux  qui  se  rapportent  à  la  droite  menée  de  l'origine  au 
point  (x,  y,  z)  sont  proportionnels,  et  que,  par  consé- 
quent, ces  deux  droites  se  confondent. 

C'est  dans  ces  deux  propositions  réciproques  que  consiste 
le  principe  des  aires  pour  un  point  matériel. 

Si  le  point  était  sollicité  par  des  forces  dirigées  vers 
deux  centres  fixes,  les  équations  (1)  ne  seraient  plus  satis- 
faites; mais  la  première  aurait  encore  lieu  en  prenant  pour 
axe  des  z  la  droite  qui  passe  par  les  deux  centres,  fin  effet, 
la  résultante  des  forces  auxquelles  le  point  est  soumis,  cou- 
pant constamment  l'axe  des  *,  ses  composantes  parallèles 
aux  axes  des  x  et  des  y  sont  proportionnelles  à  ces  deux 
coordonnées  \  d'où  résulte  l'équation 

m 

et,  par  conséquent,  le  principe  des  aires  a  lieu,  dans  ce 
cas,  pour  tout  plan  perpendiculaire  à  la  droite  qui  passe 
par  les  deux  centres,  le  centre  des  aires  étant  pris  sur 
cette  droite. 

Il  est  évident  qu'il  en  serait  de  même  si,  au  lieu  de  deux 


étant   I  :,,,:!.     U  A  V   Don. 


-=-gt+aWn* 


Intégrant  encore,  il  vient 


Nous  n'ajoutons  pas  de  comlaules,  parce  que,  pour  ,'  =  o. 
oti  doit  avoir  .r  =  o  et  y  =  o. 

On  aura  l'équation  de  la  trajectoire  en  éliminant  t  entre 
ces  deux  équations;  o»  trouve  ainsi 


équation  qui  représente  uue  parabole  dont  l'axe  est  paral- 
lèle à  l'axe  des  y,  et  par  conséquent  vertical,  et  dont  la 
tangente  n  l'origine  est  la  direction  de  la  vitesse  initiait'. 
Les  coordonnées  /»,  A  de  son  sommet  ont  pour  valeurs 
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C'est  l'cx  pression  de  la  distance  AC;  on  la  nomme  V  am- 
plitude du  jet.    Elle   est  la   plus  grande   possible  quand 

ol  =  45°. 

244.  Si  le  corps  était  lancé  avec  la  même  vitesse  a  dans 
des  directions  différentes,  on  aurait  différentes  paraboles 
qui  auraient  toutes  la  même  directrice.  Le  lieu  de  leurs 
sommets  s'obtiendrait  en  éliminant  a  entre  les  équations 
qui  déterminent  h  et  À~;  on  trouve  ainsi 

4*»-h  A»_'— X-  r=o, 


£ 


a* 


équation  d'une  ellipse  dont  le  petit  axe  est  égal  à  —  *  dirigé 
suivant  Taxe  des  y,  et  a  l'une  de  ses  extrémités  à  l'origine  ; 


/j' 


l'autre  axe  est  égal  à  —  ;  il  est  double  du  premier. 

215.  On  aura  la  courbe  enveloppe  de  toutes  les  para- 
boles correspondantes  aux  différentes  valeurs  de  a,  en  éli- 
minant cet  angle  entre  l'équation  générale  de  ces  lignes  et 

à* 
sa  dérivée  par  rapport  à  a,  qui  donne  tanga  =  — •  On 

trouvera  ainsi,  pour  l'équation  de  la  courbe  enveloppe, 

y= — ,» 

ou,  en  désignant  par  h  la  hauteur  due  à  la  vitesse  a, 

La  courbe  cherchée  est  donc  une  parabole  ayant  pour 
axe  l'axe  des  y,  et  son  sommet  du  côté  des  y  positifs  à  une 
distance  h  de  l'origine.  Elle  coupe  l'axe  des  x  en  deus 
points  distants  de  l'origine  d'une  quantité  égale  à  i  h. 

240.  Si  Ton  veut  déterminer  l'inclinaison  a  de  manière 
I.  *6 


igné  par  f  la  vitesse,  et  par  a  l'angle  qui*  faii 
ivec  l'axe  des  x,  et  qui'  l'on  observe  qu« 


les  forces  estimées  parallèlement  a  l'axe  des  .t,  donmviini 
l'équation 


(0 


Les  forces  projetées  sur  la  normale,  dirigée  du  point  que 
l'on  considère  vers  le  ccnlrc  de  courbure,  se  réduisent  . 
g  cosse;  et  In  composante,  dans  celte  direction,  a  pour  im- 
pression générale,  —  »  p  élant  le  rayon  de  courbure.  I.Vail- 
leurs,  da.  élant  négatif,  on  a 


donc  celle  seconde  équation 

dm 
gcnsx  =  —  !•'  — i 
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dératioti,  souvent  mile,  que  l'on  peut  estimer  les  forces 
suivant  des  directions  variables,  et  que  Ton  doit  choisir 
celles  qui  conduisent  aux  calculs  les  plus  simples. 
L'équation  (i)  peut  se  mettre  sous  la  l'orme 


d .  »  cos  a 


V  COS  oc 

et  donne,  en  intégrant, 

l.pcos«:=  —  Çl  -i-  c. 

Soient  a  et  0  les  valeurs  initiales  données  de  v  et  a,  on 

aura 

l.acosO  =  C, 

et,  par  suite, 

.     v  COS  a  £J 

tfCOSV  A* 

ou 

.     —  n       nx 
«'«•osa  ~  acusO.e  =  — ■-  • 

<// 

La  valeur  de  y  tirée  de  cette  équation,  et  reportée  dans  l'é- 
quation (2),  donne 

*^'  cosJa  rrcos'G 

Cette  équation  ne  renfermant  que  a  et  5,  est  celle  Je  la  tra- 
jectoire. Si  pour  l'intégrer  on  pose 

elle  devient 

(5)  *fr+?  =  -î£ëhe"  *> 
d'où  Ion  lire 

k-        À-- 

(6)  wTT"/''-*-  !.(/'  +■  V7"  -*-/'*  •  ~  -      .     „  *A"  •+-•/, 
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sr.inte  arbitraire  que  l'on  déterminera  < 
1  —  langti;  ce  qui  donne 


ig  S  v'  i-H  tang'  6  -+- 1.  (  t«ng  9 
tnplidlé, 


4-V^'+"atig'0J  + 


erons  y  dans 


mais,  pour  plus  de  s 
les  formules. 

Cette  équalion  l'ait  connaître  .<  quand/;  esi  donné;  mais 
elle  est  peu  commode  pour  la  eoiislrueiiim  de  h  courbe,  H 
nous  allons  introduire  x  et  y  au  lieu  île  ,t.  Or  on  a 


et  l'équation  (j)  donne,  par  suite, 


yen  de  l'équation  ( 


/,v/,^/)-_)-l,!/'-v'H-^;-V 
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ou,  en  remettant  la  valeur  de  ds  tirée  de  l'équation  (4),  et 
observant  que  dt  et  ci  a  sont  de  signes  contraires, 

,  a  cos0    — lî    dx  acosO    —  Jî 

af  = e         =  —  c         dp. 

S  cos'a  g 

Donc  enfin,  en  éliminant  l'exponentielle  au  moyen  de  l'é-% 
quation  (6), 

(9)     <"  =  --  * 


*  [-W'  -*-/>•-  !•(/>  +  V^  +  fO  +7? 

Ainsi  le  problème  est  ramené  à  intégrer  par  approximation 
des  fonctions  données  d'une  seule  variable. 

La  vitesse  du  mobile  peut  s'exprimer  exactement  en 
fonction  de  />.  Si  Ton  ajoute  les  valeurs  de  di*  et  dy*9  puis 
qu'on  les  divise  par  celle  de  dt*,  on  aura 

(io)         i'*.—  r 


Le  sommet  de  la  courbe  s'obtiendra  en  faisant  p  ==  o;  mais 
la  courbe  ne  sera  plus  symétrique  par  rapport*  à  la  verti- 
cale menée  par  ce  point.  On  aura  l'amplitude  du  jet  en  fai- 
sant y  =  o  ;  elle  sera  moindre  que  dans  le  cas  précédent,  et 
son  maximum,  relativement  à  0,  correspondra  à  un  angle 
plus  petit  que  45  degrés. 

248.  La  branche  descendante  delà  trajectoire  est  indé- 
finie, et  a  une  asymptote  verticale,  comme  nous  allons  le 
démontrer. 

On  peut  d'abord  conclure  de  l'équation  (9)  que  p  aug- 
mente indéfiniment.  Car  le  dénominateur  du  second  mem- 
bre est  composé  de  termes  positifs,  puisque  p  est  négatif; 
il  ne  devient  donc  nul  pour  aucune  valeur  de  py  et  l'inté- 
grale ne  pourrait  croître  indéfiniment  si  p  était  limité; 


ù  il  résulterai i  que  le  temps  aurait  une  limite,  te  qui 
absurde.  Ainsi,  la  tangente  à  la  trajectoire  tend  indéli- 
lu'iii  à  devenir'  verticale. 

ii  maintenant  un  pose;»  =  —  çpour  expliciter  le  signe, 
qu'on  suppose  que  q  soîl  déjà  devenu  très-grand,  on 
irra  remplacer  y'i  -i-  q'  par  q,  et  négliger*/  eil./J  par 
iport  à  q.  ce  i[ui  donnera  • 


g  '  »**        *  g 

l'un  point  ayant  poi 


ordonnées  x, , 


?"' 


aleur  de  r/,  au  point  dont  les  coordonnées 


sont  lui,. 

La  seconde  de  ces  équations  montre  que  la  valeur  néga- 
tive de  »  augmente  sans  limite,  et  que,  par  conséquent,  le 
point  descend  indéltniment.  La  première  appretv*  que  x  a 
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tion  0  est  très-petit.  Le  point  ne  s'élève  alors  qu  a  une  très- 
petite  hauteur  au-dessus  de  Taxe  des  x,  et  la  tangente  étant 
très-peu  inclinée  sur  cet  axe,  on  pourra  négliger  />%  et 

Ton  aura  ainsi 

ds  —  dx ,     et     s  z=z  .r. 

L'équation  (5)  se  réduit  à 

'l!i  =  —       *       c  *r. 

dje  tf'cos2©  ' 

d'où  Ton  tire 

/;  = ek     4-C, 

'  2fl2COS*8 

et  comme  on  doit  avoir  en  même  temps  X  ~  o,  p  =  laugd, 
il  en  résulte 

C  =  tango 


2ascos70 
et,  par  suite, 

<*y  ,         *'      (  ny      ) 

p=  -f-  =  tango \c  h    — i /• 

Intégrant  et  observant  qu'on  doit  avoir  à  la  fois  x  —  o, 
y  =  o,  il  vient 

/  f>2       \  V         (  ^         ) 

\       b  2  0'COS'â/         4»«  cos  ° 


L'équation 


d.r  i« 

—  =  acosQ.  t' 
dt 


donne,  en  remplaçant  s  par  x. 


r//  = 5       d  où 

a  cos  0 


,= *-{?-;). 

if/icosO 


Si  Ion  connaît  des  points  par  lesquels  passe  le  mobile,  par 


où  il  rencontre  lu  sol,  il  en  résultera,  entre 
,  des  équations  qui  pourront  servir  à  les  dé- 


fhi  mouvement  produit  par  une  force  dont  tes  compo- 
santes parallèles  aux  axes,  sont  les  dérivées  partielles 
d'une  même  fonction  de  x,j,  z. 

250.  Si  l'on  désigne  par  X,  Y,  Z  les  composantes  de  la 
forci;  motrice  nui  sollicite  un  point  matériel  dont  la  masse 
est    l'unité,    les  équations   générales  de    son    mouvement 


is,  après  avoir  multiplié  la  pre- 
de  par  a  —  »  et  la  troisième  par 


/    ,U,Px         'Jy^z.        rfBrf'-\ 
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fonction  F  (x9 y,  s),  on  aura 

„  dx      ^dr       „dz       <fF(x,r,z) 
dt    .         de  dt  dt 

et  r équation  précédente,  intégrée  entre  deux  limites  quel- 
conques, donnera 

(2)  e'  —  X'  =  2F (x,x,  z)-2F(fl,i,c), 

«,  &,  c,  k  désignant  les  coordonnées  du  point  et  sa  vitesse, 
à  la  première  limite. 

On  voit  donc  que,  dans  le  cas  où  Xdx-hYdy  -+-Zidz  est 
la  différentielle  d'une  certaine  fonction  de  x,yy  z  consi- 
dérées comme  variables  indépendantes,  si  un  point  maté- 
riel est  soumis  à  Faction  de  forces  dont  les  composantes 
totales  parallèles  aux  axes  soient  X,  Y,  Z,  l'accroissement 
du  carré  de  sa  vitesse,  en  passant  d'un  point  à  un  autre 
quelconque,  pourra  s'exprimer  au  moyen  des  coordonnées 
de  ces  deux  points,  quelles  que  soient  la  direction  et  la 
grandeur  de  sa  vitesse  au  premier  point,  quelque  temps 
qu'il  mette  pour  parvenir  au  second,  et  quelque  ligne  qu'il 
décrive  entre  les  deux. 

On  peut  dire  plus  généralement,  d'après  l'équation  (2), 
que  si  le  mobile  part  d'un  point  quelconque  de  la  surface 
dont  l'équation  serait  F(r,  7,  z)  =  C,  avec  une  vitesse 
connue  k  dans  une  direction  arbitraire;  lorsqu'il  arri- 
vera en  un  point  de  la  surface  ayant  pour  équation 
F  (#,  y,  z)  =  C,  sa  vitesse  v  peut  être  déterminée  de 
grandeur  d'après  ces  seules  données,  et  indépendamment 
du  temps  employé,  de  la  ligne  décrite,  et  du  nombre  de  fois 
que  ce  point  traverse  successivement  la  seconde  surface. 

L'équation  générale  de  ces  surfaces  remarquables  étant 
F  (Xij',  z)=Cj  C  désignant  une  constante  arbitraire, 
elles  auront  la  même  équation  différentielle 
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i'\riiij  k  <  'lui  OU  il  rencontre  le  sol,  il  en  résulrcr.i,  Un 
1rs  «instantes,  îles  équations  qui  pourront  servir  à  les  ilr- 
leiiniucr. 

/)»  mouvement  produit  par  une  force  dont  tes  compo- 
santes parallèles  aux  axes,  sont  les  dérivées  jxiiUtlk- 
d'une  même  Jonction  de  X,Jf,  :. 

330.  Si  l'on  désigne  par  \,  ^,  Z  les  composantes  de  U 
force  molricequi  sollicite  un  point  matériel  dont  la  masst 
est    l'unité,   les  équations  générales  de    son 

H 


:  /_ 


S  l'on  ajoute  ces  équations,  après  avoir  multiplié 
mière  par   2  —  -la  seconde  par  a  —  -  cl  la  trot  si 

»  —  «  il  «H'Itl 


■ 


.-: ■  jii-_-S.    les    prc- 

■  I ■  i  ■  ■  -li'  l'équa- 
H  i.o  m  posa  11  les 
-■.  nu  Jonction 

indépendantes. 
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Celle  équation  exprime  que  les  deux  directions  dont  les 
angles  avec  les  axes  ont  des  cosinus  proportionnels  respec- 
livenient  à  X,  Y,  /.,  eldx,  dy,  rte,  sont  perpendiculaires 
l'une  sur  l'autre.  D'où  l'on  conclut  que  la  force  dont  les 
composantes  sont  X,  Y,  Z  est  normale  à  celle  de  ces  sur- 
faces qui  passe  par  le  point  que  l'on  considère. 

Ainsi  les  s  urfae.es  qui  jouissent  de  la  propriété  que  nous 
avons  démontrée,  sont  perpendiculaires  à  la  force  qui  sol- 
li (.itérait  le  mobile  placé  en  un  quelconque  de  leurs  points; 
de  sorte  que,  si  elles  étaient  résistantes,  ce  mobile  serait  en 
équilibre,  eu  quelque  point  de  ces  surfaces  qu'il  fût  posé. 

On  leur  donne  le  nom  de  surfaces  de  niveau. 

Si  la  fonction  F  (x,  _y,  z)  ne  peut  se  réduire  à  }  pour 
des  valeurs  réelles  et  finies  de  x,  y,  z,  deux  surfaces  de  ni- 
veau ne  pourront  évidemment  avoir  aucun  poiut  commun. 
Dans  le  cas  contraire,  comme  on  peut  le  voir  dans  un  Mé- 
moire de  M.  rierlrand,  le  point  matériel  n'aura  pas  tou- 
jours la  même  vitesse  en  revenant  à  une  même  surface  de 
niveau;  il  faudra,  pour  cela,  qu'il  ail  traversé  un  nombre 
pair  de  fois  ebaeunc  des  surfaces  de  niveau  par  lesquelles  il 
ar  celle  d'où  il  était  parti. 
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sur  une  courbe  ou  une  surface  fixe,  et  qui  n'est  sollicité  par 
aucune  force  extérieure,  conserve  constamment  la  même 
vitesse. 

Si  la  résultante  est  normale  à  la  trajectoire,  en  quelques 
points  seulement,  on  a,  en  ces  points, 

Xrfi  +  Y«//4-Zrf2  =  o,     ou     d.v%  =  o. 

Donc,  en  général,  la  vitesse  du  mobile  y  sera  maximum  ou 
minimum. 

252.  Si,  outre  les  forces  normales  à  la  trajectoire,  il  en 
existe  d'autres  dans  des  directions  quelconques,  les  pre- 
mières disparaîtront  toujours  du  second  membre  de  l'équa- 
tion (1)  ;  et  si  les  autres  sont  telles,  que  leurs  composantes 
totales  X,  Y,  Z  soient  les  dérivées  partielles  d'une  fonction 
des  variables  #,js  s,  considérées  comme  indépendantes, 
on  parviendra  de  même  à  l'équation  (a). 

Ainsi,  la  proposition  précédente  a  lieu  pour  un  point 
assujetti  à  se  mouvoir  sur  une  courbe  ou  une  surface  fixe, 
et  sollicité  en  outre  par  des  forces  telles,  que 

Xrlx  +  Ydy-hZdz 

soit  une  différentielle  exacte  par  rapport  à  x,y,  3,  ce  qui 
n'aurait  pas  lieu  s'il  y  avait  un  frottement  ou  la  résistance 
d'un  milieu;  car  ces  forces  ne  seraient  même  pas  des  fonc- 
tions données  de  jr,  y,  z. 

253.  L'expression  Xdx  -h  Ydy  H-  Tjdz  est  une  diffé- 
rentielle exacte  toutes  les  fois  que  les  forces  qui  agissent 
sur  le  point  sont  dirigées  vers  des  centres  fixes,  et  que  leurs 
intensités  ne  dépendent  que  de  la  distance  du  point  à  ces 
divers  centres. 

En  effet,  soient  a,  ft,  c  les  coordonnées  constantes  de  l'un 
quelconque  de  ces  centres;  .r,  ) ,  z  les  coordonnées  varia- 
bles du  mobile,  r  leur  distance,  et  R  une  fonction  de  r  qui 
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Cette  équation  exprime  que  les  deux  directions  dont  les 
angles  avec  les  axes  ont  des  cosinus  proportionnels  respec- 
tivement à  X,  Y,  Z,  et  dx,  dy,  dz,  sont  perpendiculaires 
Tune  sur  l'autre.  D'où  l'on  conclut  que  la  force  dont  les 
composantes  sont  X,  Y,  Z  est  normale  à  celle  de  ces  sur- 
faces qui  passe  par  le  point  que  Ton  considéré. 

Ainsi  les  surfaces  qui  jouissent  de  la  propriété  que  nous 
avons  démontrée,  sont  perpendiculaires  à  la  force  qui  sol- 
liciterait le  mobile  placé  en  un  quelconque  de  leurs  points*, 
de  sorte  que,  si  elles  étaient  résistantes,  ce  mobile  serait  et 
équilibre,  en  quelque  point  de  ces  surfaces  qu'il  fût  pose. 

On  leur  donne  le  nom  de  surfaces  do  niveau. 

Si  la  fonction  F  (x,  y,z)  ne  peut  se  réduire  à  £  pour 
des  valeurs  réelles  et  finies  de  x,  y,  z,  deux  surfaces  de  ni- 
veau ne  pourront  évidemment  avoir  aucun  point  commun. 
Dans  le  cas  contraire,  comme  on  peut  le  voir  dans  un  Mé- 
moire de  M.  Bertrand,  le  point  matériel  n'aura  pas  ton* 
jours  la  même  vitesse  en  revenant  à  une  même  surface  de 
niveau;  il  faudra,  pour  cela,  qu'il  ait  traversé  un  nombre 
pair  de  fois  chacune  des  surfaces  de  niveau  par  lesquelles  il 
passera  avant  de  revenir  sur  colle  d'où  il  était  parti. 

251.  Si  la  résultante  des  forces  qui  sollicitent  le  point 
était  constamment  normale  à  la  ligne  qu'il  décrit,  on  aurait 

X dx  f  X<h  ^-Tudz—Q', 

la  fonction  F  se  réduirait  donc  à  une  cous  la  nie,  et  lu  se- 
cond membre  de  l1  équation  (i)  serait  nul;  d'où  il  résulte 
que  Ion  aurait 

V'  —  X2  —  o. 

Ainsi,  comme  nous  l'avions  déjà  vu,  la  vitesse  d'un  point 
est  constante  lorsque  la  force  qui  agit  sur  lui  est,  à  chaque 
instant,  normale  à  la  direction  de  son  mouvement. 

D'où  il  résulte  qu'un  point  qui  se  meut,  sans  frottement, 
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exprime  la  force  qui  agit  sur  le  point  donné  suivant  h 
•droite  (jui  le  joint  au  centre  que  Ton  considère.  Les  com- 
posantes de  cette  force  seront 

^  a  —  .r              b  —  y         «r~~* 
R ,       R  '-  ,       R , 

r  r  .    r 

si  elle  est  attractive  :  il  suffirait  de  les  changer  de  signe  ri 
la  force  était  répulsive*,  ce  que  Ton  pourrait  effectuer  a 
changeant  seulement  R  de  signe.  Les  termes  qui  provien- 
dront de  cette  force  dans  l'expression  Xrfar-f- Yftjr-i-Zdt 
seront  donc,  dans  le  premier  cas , 

["(«  —  x)d.r.-^  (/)—y)dY-h(c  —  z)riz~\ 

Or  on  a 

(«_*)«  +  (*-.r)--h(c-;)'  =  r>, 
d'où  / 

( a  —  x)  dx  -f-  (  b  —  y)  dy  -f-  (c  —  i)dz  =  —  rdry 

ce  qui  réduit  l'expression  précédente  à  — Rrfr.  Elle  de- 
vrait être  changée  en  -f-Rr/r  dans  le  cas  d'une  force  ré- 
pulsive. 

Si  Ton  fait  le  même  calcul  pour  les  forces  R',  R77,  etc., 
relatives  aux  autres  centres  fixes,  on  trouvera 


X  dx  -h  Y  dy  + Z  dz  -  qr  Kdr  if.  R'  dr'  :+:  R"  dr 


"     -1-     "  1 

t  • 


ce  qui  est  une  différentielle  exacte  relativement   aux  varia- 
bles indépendantes  x,y<,  z,  puisque  R  est  une  fonction  de  r, 
R'de  /',  etc. 
On  aura  donc 

tcq, /'0,  etc.,  étant  les  valeurs  de  r,  r',  etc.,    correspon- 
dantes a  la  première  position.  D'où  Ion  voit  que  l'accrois- 
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sèment  du  carré  de  la  vitesse  est  égal  à  la  somme  des  ac- 
croissements qui  auraient  lieu  si  chacune  des  forces  agissait 
seule  sur  le  mobile,  pendant  qu'il  passe  de  Tune  des  posi- 
tions à  l'autre. 

254.  Si  le  point  était  sollicité  par  une  force  constamment 
perpendiculaire  à  un  plau  fixe,  et  dépendant  uniquement 
de  la  distance  à  ce  plan,  les  mêmes  conséquences  auraient 
lieu  parce  que  ce  n'est,  à  proprement  parler.,  que  le  cas  par- 
ticulier où  l'un  des  centres  se  serait  transporté  à  l'infini y 
dans  une  direction  déterminée.  Mais  il  est  bon  de  faire  di- 
rectement le  calcul  qui  s'y  rapporte. 

L'équation  d'un  plan  quelconque  peut  se  mettre  sous  la 

forme 

xcosa  H-/cos6  -+-  ZCOS7  — p  =  o, 

oc,  6,  y  étant  les  angles  formés  avec  les  axes  par  la  direction 
de  la  perpendiculaire  abaissée  de  l'origine  sur  le  plan,  et/; 
la  longueur  de  celte  perpendiculaire.  Soitu  la  perpendicu- 
laire abaissée  sur  ce  plan,  au  point  dont  les  coordonnées 
sont  x,  y,  z>  on  aura 

//  =  xcos  a  4-  jcosê  -+-  z  COS7  — p. 
Les  composantes  de  la  force  TJ  qui  agit  sur  ce  point  seront 

Ucosa,  Ucos6,  UCOS7,     ou     — Ucosa,  — Ucosê,   — UCOS7. 

Les  termes  que  cette  force  introduira  dans  l'expression 
TLtlx  -+-Ydy-hZ*clz  seront,  dans  le  premier-cas, 

U  (  dx  cos  a  H-  dy  cos 6  -+-  dz  cos 7  ) ,      ou     Udu; 

et,  dans  le  second,  —  U  du  :  ils  forment  donc  toujours  une 
différentielle  exacte  d'une  fonction  de  .r,  y,  z,  puisque  U 
n'est  fonction  que  de  u  seulement. 

Si  la  force  était  toujours  dirigée  vers  le  plan,  elle  chan- 


^i4  i.iviit  ii. 

exprime   la  force  niri  agit   sur  le  point  llaBlwf  iWUBt  Ij 
droite  qui  le  joint  ;iu  centre  que  l'on  considère.  I.e*c 
posantes  de  cette  force  seront 

„_.r  /,_,  ,._, 


si  elle  est  attractive  :  il  suffirait  de  les  changer  de  signe  si 
U  force  était  répulsive;  ce  que  l'on  pourrait  cH'iiiurr  eu 
changeant  seulement  R  de  signe.  Les  ternies  qui  proviin- 
dronide  cette  force  dans  l'expression  \ttx-\~\ ily  -i-7.t!r 
seront  donc,  dans  le  premier  cas  , 


»[fc 


./,    ..    l,-,M,+  [ 

<--- 

1* 

' 

;•+(»-/)■+('- 

'f~ 

>•. 

<-(*-j-H'+(«— 

l*= 

- 

pulsivi 


û  réduit  l'expression,  précédente    a  — RrVr.  Elle  i: 
être  changée  en  -+-  R  r/r  dans  le  ras  d'une  ïwve   i 
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sèment  du  carré  de  la  vitesse  est  égal  à  la  somme  des  ac- 
croissements qui  auraient  lieu  si  chacune  des  forces  agissait 
seule  sur  le  mobile,  pendant  qu'il  passe  de  Tune  des  posi- 
tions à  l'autre. 

251.  Si  le  point  était  sollicité  par  une  force  constamment 
perpendiculaire  à  un  plan  fixe,  et  dépendant  uniquement 
de  la  distance  à  ce  plan,  les  mêmes  conséquences  auraient 
lieu  parce  que  ce  n'est,  à  proprement  parler»,  que  le  cas  par- 
ticulier où  l'un  des  centres  se  serait  transporté  à  l'infini, 
dans  une  direction  déterminée.  Mais  il  est  bon  de  faire  di- 
rectement le  calcul  qui  s'y  rapporte. 

L'équation  d'un  plan  quelconque  peut  se  mettre  sous  la 
forme 

x  COS  a  H-  /  COS  6-4-3  COS  7  —  p  =r  O  , 

a. y  c,  y  étant  les  angles  formés  avec  les  axes  par  la  direction 
de  la  perpendiculaire  abaissée  de  l'origine  sur  le  plan,  et/; 
la  longueur  de  cette  perpendiculaire.  Soit  u  la  perpendicu- 
laire abaissée  sur  ce  plan,  du  point  dont  les  coordonnées 
sont  x,  y,  z,  on  aura 

tt  =  xcosa  4-_vcos€  -j-  scosy  — /;. 
Les  composantes  de  la  force  U  qui  agit  sur  ce  point  seront 
Ucosa,  UcosS,  Ucosy,     on     — Ucosa,  — Ucosê,   — Ucosy. 

Les  termes  que  cette  force  introduira  dans  l'expression 
TLtlx  4-  Y  dy  -h  Z  dz  seront,  dans  le  premiei-cas, 

U  (  dx.  cos  %  -h  dy  cos6  -+-  dz  COS7  ) ,      ou     U  du  ; 

et,  dans  le  second,  —  U  du  :  ils  forment  donc  toujours  une 
différentielle  exacte  d'une  fonction  de  .r,  y,  z.  puisque  L 
n'est  fonction  que  de  u  seulement. 

Si  la  force  était  toujours  dirigée  vers  le  plan,  elle  chan- 


A'4 
expri 


la  lu m-  qui  agit  sur  le  point  donne  auivjmt  I. 
i  li:  joint  au  centre  que  I  on  considère.  I.vscom- 
df  celle  force  seront 


iraciive  :  il  suffirait  de  les  changer  de  signe  si 
1  répulsive;  ce  que  Tou  pourrait  ell'ectuer  en 
ulentent  Rde  signe.  Les  termes  qui  provîen- 
te  force  dans  l'expression  \tix +\  tty  -\-7>dz 
.  daits  le  p 


,  _E),/>  +  (A— j-Ur-t-fc 


UJ. 


-ib-xi:-*-{t-^  =  '1. 


<i*+{h-j)df^ 


luit  1  expression  précédente    à  —tidr.  Elle  de- 
<  iiingré  en  -f- rWr  dans  le  cas  d'une  force  rc- 
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»eroent  du  carré  de  la  vitesse  est  égal  à  la  somme  des  ac- 
croissements qui  auraient  lieu  si  chacune  des  forces  agissait 
icule  sur  le  mobile,  pendant  qu'il  passe  de  Tune  des  posi- 
tions à  l'autre. 

254.  Si  le  point  était  sollicité  par  une  force  constamment 
perpendiculaire  à  un  plan  fixe,  et  dépendant  uniquement 
le  la  distance  h  ce  plan,  les  mêmes  conséquences  auraient 
lieu  parce  que  ce  n'est,  à  proprement  parler.,  que  le  cas  par- 
ticulier où  l'un  des  centres  se  serait  transporté  à  l'infini,, 
dans  une  direction  déterminée.  Mais  il  est  bon  de  faire  di- 
rectement le  calcul  qui  s'y  rapporte. 

L'équation  d'un  plan  quelconque  peut  se  mettre  sous  la 

forme 

x  cos  a  -h  y  cos  6-4-s  cos  7  —  p  =  o , 

a,  6,  y  étant  les  angles  formés  avec  les  axes  par  la  direction 
de  la  perpendiculaire  abaissée  de  l'origine  sur  le  plan,  et/; 
la  longueur  de  cette  perpendiculaire.  Soit  a  la  perpendicu- 
laire abaissée  sur  ce  plan,  du  point  dont  les  coordonnées 
sont  x,  y,  z,  on  aura 

tt  -—  xcos  a  -f-  y  cos  6  -f-  z  cos  7  — p. 
Les  composantes  de  la  force  TJ  qui  agit  sur  ce  point  seront 

Ucosa,  Ucosë,  UCOS7,     ou     — Ucosa,  — Ucosê,    — UCOS7. 

Les  ternies  que  cette  force  introduira  dans  l'expression 
X<Yx  4-  Y  dy  -h  Z  dz  seront,  dans  le  premiei-cas, 

U  (  dx  cos  a  -h  dy  cos6  -f-  dz  cos 7  ) ,      ou     Udu; 

et,  dans  le  second,  —  U  du  :  ils  forment  donc  toujours  une 
différentielle  exacte  d'une  fonction  de  .r,  y,  z,  puisque  U 
n'est  fonction  que  de  u  seulement. 

Si  la  force  était  toujours  dirigée  vers  le  plan,  elle  chan- 


4  ao 

de  ta  pesante 

seront 


Les  équations  du  mouvement  du    poin 
d\r_ 


dt< 


=  Nc 


dt> 


Si  loti  multiplie  la  première  par  %dx,  la  seconde  par  ad 
la  troisième  par  2(/z,  et  qu'on  les  ajoute,  il  vient 

d.  <>'  =  —  i  gd*\       d'où       «>  =  —  i  gt  +  C. 

La  constante  C  se  déterminera  d'après  la  valeur  A  de  la 
vitesse,  pour  s=  h,  et  l'on  aura 


,--l>=*g(l,-z). 

Si  l'on  i 

emplace  v*  par  sa  valeur 

pu 

du ,"  -i-  rfr'  -1-  rf«* 
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tante  de  la  force  centrifuge  et  de  la  composante  normal^He 
la  pesanteur. 

On  remarquera  que  si  5  reste  la  même  fonction  de  2,  - 
quoique  la  courbe  change,  ds* ,  et  par  suite  \>% ,  est  ex- 
primé par  la  même  fonction  de  £,  et  le  mouvement  sur  la 
courbe  est  le  même.  Ainsi,  en  enveloppant  sur  un  cylindre 
vertical  quelconque  le  cylindre  projetant  d'une  courbe,  le 
point  pesant  passera,  aux  mêmes  époques,  par  les  points 
correspondants. 

258.  Efïectuons  ces  calculs  dans  le  cas  où  la  courbe 
donnée  est  un  cercle  vertical.  Prenons  l'axe  des  x  dans  ce 
plan  et  tangent  au  point  le  plus  bas  du  cercle,  il  en  résul- 
tera, pour  les  équations  de  cette  courbe, 

y  =  o ,        •r24-*î  —  2.az=z  or 
a  étant  son  rayon.  On  en  tirera 

ds1  __  dx2  -+-  dz2  __        a3  dz2 

de2  ~~       dt2         "~~  2flz  —  ^2*5?», 

et  l'équation 

*»'—  k*  =  *g(h  —  z) 

devient 

a2         dz2       .,  . 

.  •  -7-:  =  k*  -f-  2  gh  —  2  gz , 

2fl3  —  Z2    dt2  *  *    ' 

d'où  Ton  tire 

zhadz 


dt=i 


^1  az  —  z1  ^k2  4-2gA  —  2  gz 


on  prendra  le  signe  —  quand  le  point  descendra,  et  le 
signe  4-  quand  il  montera. 

Le  carré  de  la  vitesse  ayant  pour  expression 

*34-  igh  —  7.gz 


m  pour  «  =  o.  c'esl-â-dirc  au  point  le  | 

ili-nrwn 


La  *i«-w ;dt*î*ndn  nolle  quand  on  anr* 

.        I* 

—«•—***  -  —*+s? 

A-t-  —  <a-i 

•  ai  s  nr  («ut  surpasser  le  diamètre  du  cercle.  Dans  celle 
liTpoiliise,  le  peint  parvenu  a  celte  hauteur  redescendra ■ 
'..  rilesse  deviendra  nulle  de  l'autre  côté  pour  la  même 
râleur  de  ".  et  ce  mouvement  d'oscillation  se  continuera 
indéfiniment.  Si,  au  contraire,  on  a 

If 
h-\ >  =  <*, 

I.  vin-.-!'  -lia  m  in  imam  au  point  le  plus  élevé  du  cercle, 
mai»  elle  n'y  sera  pas  nulle,  et  1c  mouvement  aura  lien 
t  dans  le  même  sens. 
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celle  par  les  méthodes  ordinaires-,  mais  on  peut  y  parvenir 

plus  simplement  en  observant  que  — ■=.  est  la  différentielle 

2  yz 

de  ^2,  et  que  la  fraction peut  être  décomposée  de 

2  Cl  —~"  Z 

la  manière  suivante  : 

->—=-*_( ,_'    .+  _'   _y 

2tf —  Z  2^2rt\V/2rt-+-^i  \^2  0 ^Z/ 

On  aura  ainsi,  pour  le  mouvement  descendant, 

dz  tlz 


2  V  gr 


2  ^S  2  ^Z 

=  H — , ■    r   /) 


d'où  Ton  tire 

i       la  .    sfïlz  '•+■  yfz 

2  V  g      \/ia  —  sJz 

La  constante  se  déterminera  par  la  condition  que  l'on  ait 
en  même  temps  t  =  o,  z  =  A,  et  il  en  résultera 

j=-ii/ii.^+v/;  +  i/Jii.  y5-±^  . 

Lorsque  le  mobile  arrive  au  point  le  plus  bas,  on  a 


=Wî 


1  •  — — -.< 

yjia  —  \h 


riz 

A  partir  de  cet  instant,  —  étant  positif,  on  doit  chan- 
ger de  signe  la  première  partie  de  la  valeur  de  Z,  ce  qui 
donne 

2\e      s'ia  —  \z        ■'■  V  {•'      sjïa  —  yjh 


4*4 

ii vue  i 

À  mesure  que 

/  augmenta,  s  a 

iiRincnte   nécessairement. 

mais  il 

est  ton 

ours  plus  petit  i 

ue  i(j;  et  l'on  trouverait 

t    =   GC 

si   l'on 

faisait  z  =  sa. 

Le  mobile  n'arrive  donc 

jamais 

au  poin 

le  plus  élevé  di 

cercle,  mais  il  s'en  ap- 

proche 

indéfini 

nom. 

239. 

Consid 

rons  mainlenaiil 

e  cas  où  le  mobile  oseille 

do  par 

pi  d'at 

ne  du  point  le 

jIus  bas  du  cercle.  Nous 

pouvons  supposer  nulle  la  vitesse  initiale;  car  cela  revient 

à   prendre  pou 
eerclc.  On  aura 

point  de  dépar 
alors,  pendant  q 

un  point  plus  élevé  du 
e  le  mobile  descend. 

„ 

dz 

\/^(-C- 

&ïtfi 

*-W^* 

"C  Ta  *" 

■.i  plus  pelil  crue) 

unité,  ou  peut  développer 

]<■  dern 

erfa.le 

ji  de  la  manière 

ni.anlc  : 

(' 

-iiï 

'=*+z(àh${àh- 

..3.5... 

|a"  ')(*y+.... 
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l'oscillation,  puisque  ces  intervalles  sont  exprimés  par  la 
même  intégrale  prise  entre  les  mêmes  limites  o  et  h. 

La  formule  de  réduction  que  nous  venons  de  rappeler 
devient 

JÇh     z*dz      _{*n  —  i)h    rh    z*-*dz 

JC**       Zndz 
■  par  Art, 


—  ——————  Aa_|. 

2/1 


Celte  formule   conduit  à  la  suivante,  en  observant  que 

i  .3.5. . .  (2/1  —  1) 

2.4*0.  .  .2/7 

Cela  posé,  pour  la  demi -oscillation  descendante,  les  limites 
des  intégrales  sont  dans  Tordre  inverse  de  celui  que  nous 
venons  de  prendre;  il  faudra  donc  changer  le  signe  dit 
second  membre  de  l'équation  qui  donne  dt,  si  Ton  veut 
faire  usage  de  la  formule  que  nous  venons  de  trouver  pour 
les  intégrales  qui  composent  la  valeur  de  t.  Si  donc  on 
désigne  par  T  la  durée  de  l'oscillation  entière,  on  aura 
d'abord 

/—  l  A0H —  (  —  l  A,  -4-. ... 

V  g\  i.3. ..(2/1-1)  /  1  \« 

\  2.4»  ••  2/ï-  \2<I/ 

OU 

T_  â  A)  I  +  w  â^ "*" \aT4y  ^y"4"*" 
Vi     +r».3.  .(,— o-|»/±y 


4a6  Lt*HB  ii. 

,.  ,  -    h 

Celle  série  srra  tres-convcrgeute  si   —  est  ties-pein, 

l'on  calculera  facilement  l'erreur  commise  en  s'arr^iaut  à 
un  terme  quelconque.  Si  l'angle  au  centre  aar,  qui  mesure 
l'amplitude  tics  oscillations,  ne  se  compose  que  d'un  petit 
nombre  de  degrés,  on  peut  le  plus  ordiuaîrement  se  bor- 
ner au  premier  terme;  et  l'on  a 


*-V& 


celte  durée  est  indépendante  de  la  hauteur  h.  Si  1  on  prend* 
les  deux  premiers,  la  durée  dépendra  de  A,  ei  Ton  aura 


«-VS(-Ê> 


Le  rapport  -  éiant  Je  sinus-verse  de 


-  =  i  —  eos  a  =  2  sin'  j 


fcinsi,  celle  dernière  valtfur  ilcT  n'est  en  erreur  que  d'u 
quantité  du  quatrième  ordre  par  rapport  à  l'angl 
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formule  que  nous  démontrerons  plus  tard,  on  peut  déter- 
miner cette  longueur  d'après  la  forme  du  corps  oscillant; 
et  la  durée  de  l'oscillation  sera  donnée  par  la  formule 


=Wï 


dans  laquelle  a  représente  la  longueur  connue  de  ce  pen- 
dule. Si  Ton  désigne  par  n  le  nombre  des  oscillations  qui 
auront  lieu  dans  un  temps  0,  on  aura 


=  nn  \f  -* 

V  s 


ô  =  /iT,     d'où      0  =  /?7r\/->      et     g  = 


7r5  ri1  a 


g  •' 

équation  qui  fera  connaître  la  valeur  de  la  pesanteur.  C'est 
ainsi  que,  d'après  les  expériences  faites  à  l'Observatoire  de 
Paris,  on  a  trouvé 

9,8o8g6. 


tr 


En  faisant  des  expériences  semblables  en  différents  lieux 
de  la  terre,  on  déterminera  la  loi  suivant  laquelle  varie  la 
pesanteur* 

261.  On  peut  encore  déterminer  le  mouvement  du  pen- 
dule au  moyen  de  la  formule  qui  donne  l'expression  de  la 
force  tangentiellc.  Soient  OB  (fig-  6o)  le  rayon  vertical  du 
cercle  sur  lequel  se  meut  le  point  pesant,  A  la  position 
d'où  il  part  avec  la  vitesse  #,  et  M  sa  position  après  le 
temps  t.  Faisons 

OB  =  /,     BOA  =  a,     BOM  =  0,     AM  =  s. 

La  composante  tangentiellc  de  la  force  accélératrice  est  cx- 

primée  généralement  par  —  en  grandeur  et  en  signe,  le 

signe  -+-  se  rapportant  au  cas  où  elle  esl  dirigée  du  côté 
où  s  croît,  et  le  signe  — ,  au  sens  contraire.  Si  l'on  consi- 


4-j8 

LIVRE    11. 

(1ère  S 
côté  de 

omme  néga 
la  verticale 

il   i|ll;imi  U-  1.11,011  OM 
on  aura  général  cm  eut 

puw  il'-  l'autre 

• 

= 

'(•-») 

La  compo 

inie  tangenticllc  de  la  pesanteui 

étant  d'ailleurs 

gsii.e, 

on 

trouvera 

en  l'égalant  à  l'expression  précédi 

nie, 

—  =_5.sioS, 

d'où,  (• 

mi]lti|>lian 

par  a<79  et  intégrant, 

( 

£)'=*?  — 

Lac 

:,ns 

taule  C  » 

3  déterminera  par  la  condition  tjue 

l'on 

ait  en 

*  temps 

ilt 

qui  douue 

cl,  par 

M 

te. 
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que,  de  plus,  la  vitesse  initiale  soit  nulle,  la  formule  pré- 
cédente se  simplifie  beaucoup,  et  devient 


d'où 


<=v4 


9 
•  arc  cos  -• 
a 


Il  n'y  a  pas  de  constante  à  ajouter,  parce  que  Ton  doit  avoir 
à  la  fois  t  =  o,  0  =  a. 

La  vitesse  devient  nulle  lorsque  9  =  —  a.  Il  en  résulte 


=*Vr 


Telle  est  la  durée  de  l'oscillation.  Le  mouvement  recom- 
mence ensuite  en  sens  contraire  d'une  manière  identique; 
le  point  revient  en  A  avec  une  vitesse  nulle,  après  le  même 

intervalle  de  temps  rc  \f  -•  il  se  trouve  alors  dans  les  mêmes 

circonstances  qu'au  commencement,  et  cette  double  oscil- 
lation se  reproduit  indéfiniment,  si  Ton  fait  abstraction  de 
toutes  les  résistances  extérieures. 

262.  Dans  tout  ce  qui  précède,  nous  avons  pu  faire 
abstraction  de  la  résistance  de  l'air.  Cette  action  modifie 
très-peu  les  résultais  et  n'exige  que  de  très-petites  correc- 
tions dans  les  formules.  Nous  n'entrerons  ici  dans  aucun 
détail  sur  ce  sujet,  et  nous  nous  contenterons  de  montrer 
comment  une  résistance  quelconque  modifierait  les  équa- 
tions générales  du  mouvement  d'un  point  sur  une  courbe. 

Soit  F  (f)  une  fonction  donnée  quelconque  de  la  vitesse 
du  mobile,  qui  exprime  la  résistance  produite  par  un  mi- 
lieu ou  un  frottement.  Les  équations  du  mouvement  du 
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plan  de  celle  courbe  soit  vertical  et  que  l'arec  des  z  soit 
dans  la  direction  contraire  à  celle  de  la  pesanteur.  On  aura 
1  équation,  trouvée  précédemment  dans  le  cas  d'une  courbe 
quelconque, 

ou 

ils1 

—  =  /-'+?.£*  —  2gZ. 

On  peut  supposer  h  nul,  en  élevant  convenablement  le 
point  de  départ  sur  la  cycloïde,  pourvu  que  Ton  n'ait  pas 
k*  -+-  2  gh^>  4ga]  et  c'est  ce  que  nous  supposerons.  On  a 
donc  l'équation  aussi  générale 

Or,  d'après  l'équation  de  la  cycloïde,  on  a 

ds1       2  a  dz1 

7ïP~~  7  5?' 

donc 


V  S    Jhz  —  z> 


on  prendra  le  signe  —  quand  le  mobile  descendra,  et  le 
signe  +  quand  il  montera. 

On  trouve  en  intégrant,  dans  le  cas  du  mouvement  des- 
cendant, 

22  —  h 


-tf 


•  arc  cos 


La  constante  est  nulle,  parce  qu'on  doit  avoir  à  la  fois 
t  =±  o,  z  =  h  \  si  Ton  fait  z  =  o,  on  trouve 


-yfr 
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uvirt:  ii. 
de  quelque  point  que  le  mobile  parle,  il 


au  point  le  plus  bas  de  la  cycloïde  dans  le  même  temps; 
c'est  ce  qui  a  fait  donner  à  celte  courbe  le  nom  de  tnuto- 
chrone.  Si  l'on  intègre  la  valeur  de  rit  à  partir  du  point  le 
plus  bas,  dans  un  sens  ou  dans  l'autre,  on  aura  des  élé- 
ments égaux;  ce  qui  montre  qu'à  des  intervalle  de  temps 
égaux,  à  partir  de  eet  instant,  la  position  du  mobile  cor- 
respond à  des  valeurs  égales  de  z.  Il  remontera  donc  A  Ja 
hauteur  A,  où  sa  vitesse  sera  nulle,  dans  le  même  temps 


qu  il 


nies 


mire. 


h  du 


e  de  l'oscillation  sera 


<vi  "-  •*/?• 


Or,  4a  est  '«  rayon  de  courbure  de  la  cycloïde  au  poini  le 
plus  bas.  La  durée  de  l'oscillation  sur  la  cycloïde,  quelle 
que  soil  sou  amplitude,  est  donc  la  même  qu  elle  serait  sur 
le  cercle  osculateur  au  point  le  plus  bas,  mais  pour  c]«s 
amplitudes  infiniment  petites. 

2lil.  Si  main  tenant  on  considère  une  courbe  quelconque 
dont  le  plan  osculateur  au  point  le  plus  bas  soit  vertical,  ou 
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même  que  sur  une  courbe  dont  le  pian  serait  vertical  et 
dont  le  rayon  de  courbure  serait »  ou  aurait  pour  pro- 

J  COSût  r  r 

jection  sur  celui  de  la  courbe  donnée,  celui  de  cette  courbe 
même.  Elle  sera  donc  enfin  la  même  que  sur  la  courbe 
située  dans  un  plan  vertical  passant  par  la  tangente  au 
point  le  plus  bas  de  la  courbe  donnée,  et  qui  serait  la  pro- 
jection de  cette  courbe  sur  ce  plan  vertical. 

265.  Cherchons  maintenant  si  la  cycloïde  est  la  seule 
courbe  tautochrone,  quand  on  fait  abstraction  de  toute 
résistance. 

Prenons  pour  origine  le  point  où  le  mobile  doit  parve- 
nir dans  un  temps  constant,  quel  que  soit  le  point  de  la 
courbe  d'où  il  parte  sans  vitesse.  Nous  considérerons  l'é- 
quation de  la  courbe  entre  s  et  z  seulement;  car  l'équation 

ne  renfermant  que  5,  z  et  /,  il  s'ensuit  que,  pourvu  qu'on 
ait  la  même  relation  entre  5  et  z,  on  en  tirera  toujours  la 
même  valeur  de  /  en  fonction  de  z.  De  sorte  que,  si  Ton 
conçoit  le  cylindre  qui  projette  une  courbe  sur  un  plan 
horizontal,  un  point  matériel  pesant  mettra  le  même  temps 
à  parvenir  d'un  point  à  un  autre  de  celte  courbe,  soit  qu'on 
développe  ce  cylindre,  soit  qu'on  l'enroule  sur  tout  autre 
cylindre  ayant  ses  arêtes  verticales. 

Il  ne  s'agit  donc  ici  que  de  déterminer  s  en  fonction  de 
z,  et  nous  ne  considérerons  que  les  courbes  qui  peuvent 
donner  pour  s  un  développement  procédant  suivant  les 
puissances  de  z.  Comme  on  doit  avoir  à  la  fois  z  =  o  et 
s  =  o,  il  ne  saurait  y  avoir  d'exposant  négatif,  ni  de  terme 
indépendant  de  z.  Soit  donc 

1.  28 
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Or,  cette  relation  entre  s  et  z  ne  convient  qu'à  une 
cycloïde,  dont  le  sommet  est  pris  pour  origine,  et  la  per- 
pendiculaire à  la  tangente  en  ce  point,  pour  axe  des  z. 
Donc  il  n'y  a  d'autre  tautochrone  dans  le  vide  que  la 
cycloïde  dans  la  position  où  nous  l'avions  considérée,  du 
moins  parmi  toutes  les  courbes  pour  lesquelles  s  est  déve- 
loppable  suivant  les  puissances  de  z. 

266.  Cette  propriété  de  Yisochronisme  des  oscillations 
d'un  point  qui  se  mouvrait  sur  une  cycloïde  avait  fait  pen- 
ser à  mesurer  le  temps  au  moyen  d'un  pendule  simple 
dont  l'extrémité  décrirait  des  arcs  de  cycloïde.  Il  suffirait, 
pour  obtenir  un  pareil  mouvement,  dé  suspendre  un  poids 
au  moyen  d'un  fil  flexible  et  inextensible,  à  un  point  qui 
serait  l'origine  de  deux  branches  de  cycloïde  dont  le  cercle 
générateur  aurait  pour  diamètre  la  moitié  de  la  longueur 
du  fil.  On  voit,  d'après  la  propriété  de  la  développée  de  la 
cycloïde,  que  lorsque  le  fil  s'enroulerait  sur  ces  courbes, 
ou  se  déroulerait,  son  extrémité  décrirait  une  cycloïde  dont 
le  sommet  serait  le  point  le  plus  bas  ;  les  oscillations  se- 
raient donc  isochrones.  Mais  un  pareil  pendule  serait  loin 
d'offrir  dans  la  pratique  les  mêmes  avantages  que  le  pen- 
dule circulaire,  et  Ton  n'en  fait  aucun  usage. 


>ti 


CHAPITRE  VU. 

UiiLVI  MKM    [l'IIS  POINT  SUR   USE  SUHFACE  FIXE 


F  {r,y,  z)  =0  l'équation  rie  la  surfaee 
silé  rie  la  foin'  qu'elle  produit,  el  que  nous 
maie;  X,  fx,  v  les  angles  que  sa  direction  faii 
■I  X,  1 ,  Z  les  composantes  totales  des  forces 
*s;  on  aura  le  système  d'équations. 
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en    i'onctiou  de  l;  et   toutes  les  circonstances  du  mouve- 
ment en  résulteront. 

Ces  calculs,  eu  général  impraticables,    se    simplilicni 
quand  on  a 

Xdx  -hYfir  +Zf/ï  =  </?(x,  7,  -), 
et,  par  suite, 

C  désignant  une  constante  arbitraire,  déterminée  par  létal 
initial. 

En  effet,  les  équations  (i)  donnent  immédiatement  les 
deux  suivantes  : 

\dx~- —  —  dr-r7=Ydx  —  Xdr  +  RV     — rfr  —  — «/r  ]  , 
)        r/f»  "    df  J  \dr  dx   J  ) 

**'j        dlz  d'x  ld?  d?       \ 

!        ///'  r//'  \r/s  dan        J 

Or,  en  différentianl,  par  rapport  à  une  variable  quelcon- 
que, l'identité 

in 

dy dt 

dx        dx 
dt 


un  trouve 


d\r  d>x 

dx  ~ dr  —  - 

dy  dr  '     dt' 


dx  I dx\ 


m' 


rloû 


Ë    dly        t    dx        idry-  d>          Jdx\"-dy 

dx  -r-  —  dy  ——  =     —  )  d.  -~  =  ♦»>  (  --  )  d.  — 

dt7         J   dr         \dt  J  dx           \ds  I        dx 

et  de  même 

,    d   z              d:x  1  dx\*       dz 

dr  -       --  dz  -r-„-  i     (    •   -  ]   d    —   • 

r//:                *//  \ds    '         dr 
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En  substituant  ces  valeurs  dans  les  équation»  (a),  et  rem- 
plaçant e*  par  if(x,  yt  z)  ■+■  C,  puis  éliminant  entre 
telles  NV,  un  auia  une  équation  diflcrcmiellc  entre  .r,  j-,  j, 
où  le  temps  n'entrera  pas,  et  qui,  conjointement  avec 
F(x,  j.  z)  =  n,  déterminera  la  trajectoire.  Cotnmissantj- 

et  s  en  font- lion  (]e  x,  et  y  en  fonction  «Je  r,^,  r,  on  par- 
viendra facilement  à  une  équation  de  In  forme dt=ty{x)ilx, 
d'où  l'un  déduira  x  en  fonction  de  l,  cl,  par  suite,  toutes 
les  circonstances  du  mouvement. 

2(>8.  Pression  exerct-c  sur  la  siujucv.  — La  composa  nie 
normale  de  la  résultante  de  toutes  les  forces  appliquées  au 
mobile,  eu  y  comprenant  l'action  de  la  surface,  est  dans 

le  plan  osculaleur  de  la  trajectoire,  et  égale  à  —  -  Celte  der- 
nière forée  est  donc  la  résultante  de  la  force  produite  par 
l.i  surface,  qui  est  normale  à  la  surface  et,  par  suite,  à  la 
trajectoire;  ci  de  la  composante  normale  à  la  trajectoire, 
de  la  force  extérieure  qui  agit  sur  le  mobile.  Si  donc,  on  dé- 
signe celle  composante  parQ,  par  9  l'angle  du  [dan  oscilla- 
teur  avec  la   normale    à    la  surface,    et   nar  il   celui   àtt  lit 
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à  la  surface,  cette  ligne  est  la  plus  courte  que  Ton  puisse 
mener  sur  la  surface  entre  deux  quelconques  de  ses  points. 
On  peut  reconnaître  directement  que  lorsque  la  force  exté- 
rieure est  nulle  ou  dirigée  suivant  la  tangente  à  la  trajec- 
toire, le  plan  oscillateur  de  cette  courbe  est  normal  à  la 
surface.  En  effet,  ce  plan  doit  renfermer  la  tangente  à  la 
trajectoire  et  la  résultante  totale,  c'est-à-dire  une  des  com- 
posantes et  la  résultante  :  il  renferme  donc  l'autre  compo- 
sante, qui  est  la  normale  à  la  surface,  et,  par  conséquent, 
il  est  lui-même  normal  à  la  surface. 


Application  au  mouvement  d'un  point  pesant  sur 

une  spltèrv. 

269.  Soit  l'équation  de  la  sphère 

(l)  x*+y*  +  ?=za\ 

les  équations  du  mouvement  seront 


(») 


d*x  ,    N.r         d'y  ,    Nr         d   z  ,    .\: 


dt1  ri  de1  a  dt 


2 


19 


a 


l'axe  des  z  étant  supposé  dans  le  sens  de  la  pesanteur. 
La  vitesse  sera  donnée  par  l'équation 

(3)  ,.'=^y=c-H2g«; 

la  constante  c  étant  déterminée  par  la  hauteur  et  la  vitesse 
initiale  du  mobile. 

L'équation  des  aires  n'a  plus  lieu  pour  tous  les  plans  : 
mais,  comme  la  résultante  des  forces  qui  agissent  sur  le 
point  coupe  toujours  Taxe  des  z,  elle  aura  lieu  pour  le 
plan  des  x  et  j,  comme  nous  lavons  dit  précédemment.  On 
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par  r  le  rayon  vecteur  de  la  projection,  et  par  <j*  l'angle 
qu'il  fait  avec  Taxe  des  x, 

(8)  r'dty^v'dt     et     r»=za2  —  z>; 

~      donc,  en  se  bornant  au  signe  supérieur, 

,    .  .,  r' dt  ac  dz 

(9)    rf+  =  =7—,  = 


a*  —  z1 


(aa  —  z'))/(a2  —  *')  (<?-+- 2#5)  —  J* 


Si  Ton  substitue  à  r/*  sa  valeur  en  z  et  rfz,  ou  si  l'on  sup- 
pose z  exprimé  au  moyen  de  t  par  l'intégration  précédente, 
une  nouvelle  quadrature  fera  connaître  t{/  en  fonction  de  z 
ou  de  l;  et  comme  on  a 

rt  =  ai  —  z2  =  ¥7  (r), 

toutes  les  coordonnées  du  mobile  seront  connues  en  fonc- 
tion de  t.  Mais  ces  diverses  intégrations  ne  peuvent  être 
calculées  que  par  approximation. 

Si  Ton  veut  connaître  l'angle  que  forme,  avec  la  verti- 
cale, le  rayon  mené  du  centre  de  la  sphère  au  point  mobile, 
on  aura,  en  le  désignant  par  0, 

z 
cosô  =  -  ; 
a 

il  sera  donc  connu  quand  z  le  sera. 

270.  Déterminons  maintenant  la  constante  c' .  Pour 
cela,  décomposons  la  vitesse  initiale  du  point  en  deux  au- 
tres, dont  Tune  soit  perpendiculaire  au  plan  vertical  passant 
par  ce  point  et  le  centre  de  la  sphère,  et  l'autre  soit  com- 
prise dans  ce  plan.  La  première  sera  la  composante  de  la 
vitesse  de  la  projection  horizontale  du  point,  suivant  la 
perpendiculaire  au  rayon  vecteur  rde  la  courbe  décrite  par 
cette  projection  5  car  celte  perpendiculaire  est  normale  au 


plan  vertical  dans  lequel  se  trouve  la  seconde  composante 
iiiuk'de  la  vitesse  absolue  du  point,  et  par  conséquent  celle 
composante  donne  une  projection  nulle  sur  la  perpendicu- 
laire au  rayon  Vecteur  de  la  projection  horizontale. 

Soient,  dans  la  position  initiale  du  point,  il  la  valeur 
de  z.  k  la  vitesse,  qui  est  nécessairement  tangente  à  la 
salière,  et  x  t'angîc  que  fait  sa  direction  avec  la  perpendî- 
•  ■iilaireau  plan  vertical  qui  passe  par  le  point  et  le  centre 
de  la  Sphère  ;  on  aura,  d'après  ce  qui  vient  d'être  dit, 

.■!*-, 


aleur  tirée  de  l'équation  (8), 
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Or,  on  a 

xdx  -\-ydy  H-  zdz  =  o , 

et,  en  différenliant, 

xd*x  -f-  yd*y  -+-  zd7z  =  —  dx* —  dy*  —  dz1  =  —  r/j?  ; 

l'équation  (n)  devient  donc 
d'où 

(la)  ±Kss.i±£, 


a 


et  comme  N  est  essentiellement  positif,  on  verra,  d'après 
les  valeurs  de  v  et  z  à  chaque  instant,  lequel  des  doux 
signes  du  premier  membre  on  doit  prendre  pour  que  cette 
équation  ne  soit  pas  absurde;  on  saura  ainsi  quels  signes 
il  faut  prendre  à  cet  instant  dans  les  équations  (a),  et, 
par  conséquent,  quel  est  le  sens  de  la  force  produite  par  la 
Mirface. 

Si  z  est  positif,  le  second  membre  de  l'équation  (la)  est 
négatif,  et  Ton  doit  prendre  le  signe  inférieur  dans  le  pre- 
mier membre;  d'où  il  résulte  que  la  surface  produit  sur  le 
point  une  force  dirigée  de  la  surface  vers  le  centre,  toutes 
les  fois  qu'il  est  situé  au-dessous  du  plan  horizontal  mené 
par  le  centre  de  la  sphère. 

Si  z  est  négatif,  c'est-à-dire  si  le  point  est  au-dessus  de 
ce  même  plan  horizontal,  les  deux  termes  du  second  mem- 
bre de  l'équation  (12)  sont  de  signes  contraires,  et  le  ré- 
sultant peut  être  négatif,  nul  ou  positif.  On  prendra  en- 
core le  signe  inférieur  de  N  si  Von  a 

La  force  N  sera  nulle  quand  on  aura 

—  gz  =  \>\ 
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(Lus  ce  dernier  cas,  la   surface   produit  sur  le  point  mu- 
force  diriger  vers  l'extérieur  de  la  sphère,  Bt,  par  consé- 
quent, le  point  fait  effort  pour  s'approcher  du  centre. 
On  peut  se  rendre  ci»mple  directement  de  ces  diverses 


■elatives  au  sens  de  la  force  N:  il  suffit, 


,  de  s 


•app 


>elei 


pour 


que 


i  résistance  de  la  surface  sur  la- 


quelle un  point  est  eu  mouvement  détruit  la  composante 
suivant  la  normale  à  cette  surface,  laut  des  forces  appli- 
quées au  point  que  de  la  force  centrifuge. 

Cela  posé,  soit  R  le  ravon  du  cercle  suivant  lequel  le 
plan  osculaleur  en  un  point  quelconque  de  la  trajectoire 
coupe  la  sphère,  et  qui  n'est  autre  chose  que  le  cercle 

osculaleur  de  cette  courbe  :  la  force  centrifuge  sera  —,  et 


îl  faudra  la  multiplier  pi 
\anl  le  rayon  de  la  Bpbèi 


—  pour  avoir  sa  composante  sui- 
qui  passe  bu  même  point.  On  a 
cite  force  est  dirigée  suivant  la  nartie  <\ti  - 
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p'  -4-  ifz 

conséquent,  représentée  par >  le  signe  étant  en- 
tendu de  la  même  manière.  Ainsi,  dans  l'hémisphère  infé- 
rieur, cette  expression  étant  évidemment  négative,  la  force 
produite  par  la  surface  est  dirigée  vers  le  centre.  Dans 
l'autre  hémisphère,  elle  sera  encore  dirigée  vers  le  centre 
si  Ton  a 

1*  -Hgz>o; 

elle  aura  la  direction  contraire  lorsque  v*-hgz  sera  <^o. 
On  retombe  ainsi  sur  les  résultats  déjà  obtenus. 

272.  Mouvement  d'un  pendule  qui  s  écarte  très-peu  de 
la  verticale.  —  Le  mouvement  du  point  sur  la  sphère  peut 
être  réalisé  en  supposant  ce  point  lié  au  centre  par  une 
ligne  inflexible  et  sans  masse.  Ainsi,  le  problème  que 
nous  venons  de  traiter  est  celui  du  pendule  simple,  consi- 
déré de  la  manière  la  plus  générale.  Les  calculs  peuvent 
s'exécuter  complètement  lorsque  le  pendule  fait  toujours 
un  très-petit  angle  avec  la  verticale  menée  par  le  point  de 
suspension. 

Soient  6  l'angle  variable  que  forme  la  direction  du  pen- 
dule avec  celle  de  la  pesanteur,  a  sa  valeur  initiale  cor- 
respondante à  z  =  d,  et  supposons  que  la  vitesse  initiale 
h  ait  une  direction  horizontale,  auquel  cas  la  valeur  d  de- 
vient 

c'  .-=  k  y/a1  —  d\ 

En  négligeant  les  quantités  très-petites  du  troisième  ordre 
et  des  ordres  supérieurs,  devant  celles  du  second,  nous 
aurons 

//©-  (19? 

—  z  =  a  cos  0  =  a ,      —  tl  =  a  cosa  =  a > 

:\  2 

c  =  X2  —  JLga  -+-  gaà2,  c'2  =  A'a'sin'a  =  k7a7a\ 


générale 


Irjn  que  v  résina  rauiuuuneai  comprit 
L  ;.  Il  en  r&ullt?  ijtii'  si  l'on  n  6  =  «,  on  aura 
lent  S  =  a;  le  uemlule  décrira  donc  un  eône  «le 
l  auinur  Je  la  verticale,  elle  point nuiérwl  'l<:- 

>  irli'  horÎKonlal.  Quant  à  l'angle  ty,  la  formule 


-  é  dt      devient     rfiji  = 


**&*. 


DYNAMIQUE.  44/ 

et  posons 

il  en  résultera 

V  e  y'»— « 

don 


/H-  r.  =±t1/--  arccosa. 


La  constante  cx  se  déterminera  en  exprimant  que  (  =  o 
donne  0  =  a,  et  par  suite  u  =  i  ;  il  en  résultera 


•,=o,     et     t  =  ±\yj^ 


•  arccosu, 
V  S 

ou 

M  =  COS.  2/  1/  -  î 
V    * 

d'où  Ton  conclura  pour  6*  la  valeur  suivante 

<T=  — î- 1 COS.2*  1/2., 

31  2  V    rt 


OU 


(:4)  G'  =  a2cos*.fi/£  +  6a«in'.f  i/£. 

On  reconnaît  immédiatement  que  6*  est  périodique,  et  que 
la  durée  de  la  période  est  7ri/ -•  Pour  t  =  o,  on  a 


02  =  a»; 


pour  t  =  7^1/-'    c'est-à-dire  au  milieu   de  la  période, 


on  a 


-i:  l  /-»  on  rétro 


i>  sorti;  qu'un  observateur  qui  se  mouvrait  avec  le  plan 
Tliial  qui  contient  le  pendule,  verrait  osciller  ce  dernier 
lire  les  deux  directions  faisant  avec  la  verticale,  et  d'un 
ème  côté,  les  angles  a,  6.  Le  temps  qu'il  mettrait  pour 


de  l'une  à   l'autre  serait 


'"Vi51 


île  i  ri  intervalle,   il  ne  serait  pas  à  égale  distance  de  ces 
riens  droilte,  el  l'on  aurait  à  cet  instant 


e  qui  donne  pour  0  une  valeur  plus  grande  que  la  movenne 
Il  reste  à  i  nnnaitre  tfi  en  fonction  de  '.  Or,  on  a 
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d'où  Ton  déduit 

J*  =  arc  tang  —  • 

a 

Il  n'y  a  pas  de  constante  à  ajouter,  parce  que  Ton  doit  avoir 
en  même  temps 

p=o,     ^  =  0. 

Cette  équation  peut  se  mettre  sous  la  forme 

—  =  tang^, 
ou 
(16)  tang^  =  -  tang.fi/-* 

On  voit  que  l'angle  ty  ne  croît  pas  uniformément  ;  il  prend 
successivement  les  valeurs  tt,  arc,  3ft,...,  jitt,  pour  les  va- 
leurs successives  de  t  qui  rendent  le  second  membre  nul  ; 

ces  valeurs  sont  7rt/-»...,n7r4/-.  Aux  milieux  de 

V  g  \  S 

divers  intervalles  de  temps,  le  second  membre  devient  in- 
fini; le  premier  le  devient  donc  aussi,  et  les  valeurs  de  ip 
sont-;;:,  7r-f--j7r,... \  de  sorte  que  le  plan  vertical  qui  con- 
tient le  pendule  se  trouve  perpendiculaire  à  sa  position  ini- 
tiale. Ainsi,  les  quatre  quarts  de  la  révolution  de  ce  plan  sont 

parcourus  dans  des  intervalles  de  temps  égaux  à  -\/-; 

et,  pendant  chacun  d'eux,  le  pendule  accomplit  dans  son 
plan  vertical  une  oscillation  qui  l'amène  de  Tune  à  l'autre 
des  deux  directions  extrêmes  qui  font  avec  la  verticale  les 
angles  a  et  6. 

Ou  peut  encore  remarquer  que  le  plan  vertical  du  pen- 
dule met  toujours  le  même  temps  à  parcourir  deux  angles 
droits,  à  partir  d'une  quelconque  de  ses  positions. 

I.  29 


ces 


_ 

1 

i^hhhi^hhéhmMI 

uvn».  ii. 

273.  Si  l'on 

uni  connaître  11  mouvcnu-ni  île  U  pfttjtLl 

';»"  ■'» ii 

iiir   le  plan   horizontal,   il    faut    itliirnir    m 

llmclio'j  de  t.,  s 

oit  ret  <|»,  soit  x  eiy- 

D'abmd  1  oqv 

laiion  (16)  l'ail  connaître  t|i;  etpnuravoit  r. 

Il  suflira  de  recc 

unir  à  la  formule 

r>,l$  =  c'ilt=  kaadt, 

m  Je  substituer 

ii  -—  sa  valeur  tirée  de  l'équalimi  (i5);  on 

trouvera  ainsi 

(t7)            r>  =  > 

■■(--  V!— vD- 

Les  équations 
tiendra  lY-quail 

(ifi)  et  (17)  résolvent  la  question.  On  ob- 
m  de  la  projection  de  la  trajectoire  sur  le 

plan  horizontal 

,  en  éliminant  r  entre  ces  équations,  ce  qui 

,  _             a'z'V 

l'sin'^  +6Iri)»iji 

Il  est  facile  d'y 

iceonnnitrc  l'équation  d'une  ellipse.  On 
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la  valeur  de  r  donnée  par  l'équation  (17)  vt  les  valeurs  de 
oosij/,  sin<{<  qu'on  tirera  de  l'équation  (16). 
On  trouve  ainsi 


•r'=  a3  7}  cos: 


d'où 

x  =  a  a  cos 


•'\/->     jr  =  û6  sin.*t/£. 


On  peut  faire  ici  une  remarque  qui  se  rapporte  à  un  prin- 
cipe général  dont  nous  parlerons  plus  tard.  Elle  tient  à  et  jÈ^ 
que  la  valeur  de  x  ne  dépend  pas  de  6,  ni  celle  de  y  de  a. 
11  suit  de  là  que  le  mouvement  projeté  sur  Taxe  des  x  est  le 
même  que  si  ë  était  nul,  et  que  le  pendule  écarté  de  la  verti- 
cale, d'un  angle  a,  fût  abandonné  sans  vitesse  initiale  à  l'ac- 
tion de  la  pesanteur.  Semblablenient,  le  mouvement  projeté 
sur  Taxe  des  y  est  le  même  que  si  le  pendule  partait  de  la 

verticale  avec  la  vitesse  initiale  donnée,  ësjga,  dirigée 
suivant  Taxe  des  y.  Ainsi  ces  deux  causes  du  mouvement, 
savoir,  l'écartement  de  la  verticale  et  la  vitesse  initiale, 
produisent  séparément  leur  effet;  et  Ton  a  la  position  du 
mobile  à  un  instant  quelconque,  en  composant  les  déplace- 
ments correspondants  à  ce  même  instant,  dans  les  deux 
mouvements  qui  seraient  produits  respectivement  par  cha- 
cune des  deux  causes,  agissant  isolément. 


*9 


CHAPITRE  VIII. 

TRAVAIL  DUNE  POBCE.  -    FOuŒ  VIVE. 


274.  Pnur  faire  comprendre  simplement  l'origine  de 
dénomination  de  travail,  supposons  que  l'on  emploie  di 
hommes  à  élever  directement,  d'un  mouvement  uni  fort 
du  miiierni  du  fond  d'un  puits  à  la  surface  du  sol.  H  e»! 
évident  que  chacun  de  ces  hommes  fera  constamment  «n 
même  ollbn  é^al  au  poids  du  corps  qu'il  élève;  le  temps 
pendant  lequel  il  devra  être  employé  sera  évidemment  pro- 
portionne]  au  poids  lotat  qu'on  veut  qu'il  élève,  et  à  la 
hauteur  dont  il  aura  été  élevé.  Ainsi,  ce  que  Ion  appelle 
vulgairement  le  travail  de  chacun  de  ces  homme»,  et,  par 
suite,  lu  dépense,  sera  une  quantité  proportionnelle  à 


: 
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rection  de  la  force.  C'est  à  ce  produit  qu'on  a  donné  géné- 
ralement le  nom  de  travail  de  la  force. 

D'après  cette  définition,  le  travail  sera  mesuré  par  le 
nombre  i  lorsque  la  force  sera  égale  à  l'unité,  et  que  son 
point  d'application  se  déplacera  d'une  longueur  égale  à 
l'unité  dans  le  sens  de  la  force.  Ainsi  l'unité  de  travail  est 
le  travail  correspondant  à  un  poids  de  i  kilogramme  élevé 
verticalement  de  i  mètre. 

C'est  dans  le  calcul  del'eflet  des  machines  que  la  consi- 
dération du  travail  se  présente  le  plus  naturellement.  Mais 
nous  croyons  devoir  en  parler  dès  à  présent,  parce  que  les 
remarques  que  nous  ferons  dans  des  cas  simples*  prépare- 
ront naturellement  aux  considérations  plus  générales,  que 
nous  devons  renvoyer  après  l'étude  du  mouvement  des  sys- 
tèmes. La  quantité  de  travail  d'une  force  est  regardée  comme 
positive  lorsque  la  projection  du  déplacement  du  point  est 
dans  la  direction  de  la  force,  ou  lorsque  le  déplacement  fait 
un  angle  aigu  avec  cette  direction.  Il  est  négatif  dans  le  cas 
contraire,  qui  est  celui  de  l'angle  obtus;  il  est  nul  ai  l'angle 
est  droit,  c'est-à-dire  si  le  point  ne  se  meut  si  dans  le  sens 
de  la  force  ni  en  sens  contraire. 

Si  la  force  n'est  pas  constante,  on  est  obligé,  pour  cal- 
culer le  travail  produit,  d'après  la  définition  précédente,  de 
partager  le  mouvement  en  intervalles  infiniment  petits, 
pendant  chacun  desquels  la  force  pourra  être  considérée 
comme  constante;  et  le  travail  total  sera  la  somme  des 
quantités  élémentaires  de  travail,  c'est-à-dire  l'intégrale 
J Pr/$eoscj>  prise  entre  les  deux  limites  extrêmes;  P  dési- 
gnant la  force  variable,  ds  l'élément  de  la  courbe  décrite, 
et  <f  l'angle  de  la  direction  du  mouvement  avec  celle  de  la 
force  P. 

Telle  est  la  manière  dont  nous  entendrons  toujours,  tant 
eu  signe  qu'en  grandeur,  le  travail,  élémentaire  ou  fini, 
d'une  force  quelconque. 
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27ÎÎ.  Nouvel  énoncé  iln  principe  des  vitesses  ii~rtturffc#. 
—  Ou  voit  que  le  moment  virtuel  d'une  force  ne  diffère  pu 
de  la  quantité  de  travail  élémentaire  de  cette  force  corres- 
pondante au  déplacement  virtuel  de  son  point  d'applica- 
lîon.  On  peut  donc  énoncer  de  cette  manière  le  principe 
des  vitesses  virtuelles  : 

Lorsqu'un  système  quelconque  de  points  est  en  équi- 
libre, la  somme  algébrique  tics  quantités  de  travail  de 
toutes  les  forces  est  nulle  pour  tout  déplacement  infini- 
ment petit,  compatible  avec  tes  liaisons  du  système. 

Et,  réciproquement,  si  cette  somme  est  nulle  pour  tout 
déplacement  possible,  le  système  est  en  équilibre. 

270.  Travail  de  la  résultante  de  forces  quelconques .  — 
Lorsque  des  forées  appliquées  â  un  système  rigide  oui  une 
résultante,  elles  se  trouveraient  en  équilibre  si  l'on  intro- 
duisait une  force  égale  et  opposée  à  cette  dernière.  La 
somme  des  quantités  de  travail  virtuelles  serait  donc  nulle, 
et,  par  conséquent,  le  travail  virtuel  de  la  force  introduite 
est  égal,  au  si^ne  près,  à  la  somme  de  ceux  qui  Carrai 
pondent  aux  forces  données.  Et  comme  cette  force  et  la  né- 
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quantités  de  travail,  qui  n'en  diffèrent  pas,  et  la  quantité 
élémentaire  de  travail,  positive  ou  négative,  d'une  force 
qui  a  pour  composantes  X,  Y,  Z,  sera 

Xdx-+-Ydy  +  Zdz, 

clx,  dyy  dz  étant  les  composantes,  positives  ou  négatives, 
du  déplacement  du  point  d'application  de  cette  force. 

277.  Force  vive.  —  Considérons  d'abord  le  mouvement 
rcctiligne  d'un  point  ayant  pour  masse  m,  et  soumis  à 
l'action  d'une  force  motrice  F.  On  aura  l'équation 

daX 

m  — -  =r  l . 
dt7 

Le  travail  élémentaire  de  cette  force  correspondant  à  l'es- 
pace parcouru  dx  est  ¥dx  \  et  l'équation  précédente  donne 

d7x 
il)  Ydx  =  m  -—  dx  =  -1- d. /m*, 

x  '  dt7  * 

dx 
v  désignant  toujours  la  vitesse,  ou  —  •  On  voit  donc  que 

l'accroissement  infiniment  petit  du  travail  de  la  force  est 
égal  à  la  moitié  de  l'accroissement  de  la  quantité  me*.  On 
a  donné  à  cette  quantité  mv*  le  nom  de  force  vive  du  mo- 
bile. Cette  dénomination  est  impropre,  puisque  le  produit 
d'une  masse  par  le  carré  d'une  vitesse  n'a  aucun  rapport 
avec  la  mesure  d'une  force;  mais  nous  la  conserverons 
pour  éviter  les  inconvénients  attachés  au  changement  de 
nom,  et  parce  que  d'ailleurs  elle  ne  peut  induire  en  erreur, 
dès  qu'on  s'est  bien  entendu  sur  sa  signification. 

L'équation  (i)  peut  s'énoncer  de  la  manière  suivante  : 
Dans  le  mouvement  rcctiligne  d'un  point  libre,  le  tra- 
vail élémentaire  de  la  force  qui  agit  sur  lui  est  égal  à  la 
moitié  de  V accroissement  correspondant  de  la  force  vive 
de  ce  mobile. 
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Si  la  forée  I  varia  d'une  manière  quelconque  a»e<_-  I 
position  du  point,  et  même  avec  le  temps,  la  proposîiioi 
précédente  aura  toujours  lieu  pour  les  intervalles  infini- 
ment petits,  dans  lesquels  on  pourra  décomposer,  soit  un 
temps,  soit  un  espace  fini.  Désignons  par  f0  et  v  les  valeurs 
de  la  vitesse  au  commencement  et  à  la  fin  de  cet  intervalle 
on  aura,  en  faisant  la  somme  des  équations  (i)  relatives  ■ 
tous  les  éléments  qui  le  composent, 

(a)  ;«i^'—  -;  flu-J  =/Frf>. 

La  somme  f  pourra  s'effectuer  si  F  ne  dépend  que  de  J 
et  si,  dans  ce  cas,  on  désigne  par  'j.  (x)  la  fonction  dont  I 
dérivée  par  rapport  à  x  est  F,  et  par  X\  et  X  les  valent 
extrêmes  de  l'abscisse,  l'équation  précédente  de* 

Lmv>—L,„Pl  =?(ar)  —  f{s,). 

.Mais  dans  lotis  les  cas  possibles,  comme  le  second  membre 
fFdx  est  la  somme  des  quantités  de  travail,  positives  ou 
négatives,  produites  dans  tous  les  intervalles  infiniment 
petits,  et,  par  conséquent,  le  travail  total  produit  dans 
l'intervalle  fini,  l'équation  (a)  peut  s'énoncer  ainsi  : 
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Or,  d'après  ce  que  nous  avons  démontré  (n°  270),  le  tra- 
vail de  la  force  F,  pour  un  déplacement  ayant  pour  com- 
posantes dxy  dy,  dzj  est 

Xdx  +  Ydy  +  Zdz, 

expression  que  Ton  obtiendra  en  ajoutant  les  équations  (i), 
après  avoir  multiplié  la  première  par  dx,  la  seconde  par  dy 
et  la  troisième  par  dz.  On  trouve  ainsi 

v    .         «   .  r,  .  fd*x    ,  d*r    ,  dlz    ,  \ 

Xdx  +  Ydjr  -+-  Z(Iz=  m  t—dx  +  -^-dy  +  —  dz\, 


on 


(2)  Xdx  -f-  Ydr  -f-  Zdz  =  \  d.  m*. 

Le  premier  membre  est  le  travail  de  la  force  F,  ou  la  somme 
algébrique  des  quantités  de  travail  des  forces  dont  F  serait 
la  résultante.  L'équation  (2)  exprime  donc  le  théorème 
suivant  : 

%Dans  le  mouvement  d'un  point  libre,  la  somme  des 
quantités  élémentaires  de  travail,  relatives  aux  différentes 
forces  qui  y  sont  appliquées,  est  égale  à  la  moitié  de 
V accroissement  correspondant  de  la  force  vive  du  mo- 
bile. 

Cette  égalité  ayant  lieu  pour  tout  intervalle  infiniment 
petit,  a  lieu  pour  une  somme  quelconque  d'intervalles,  et 
par  conséquent  pour  un  intervalle  fini;  ce  qui  donne  la 
proposition  suivante  : 

La  somme  des  quantités  de  travail  des  différentes  forces 
appliquées  à  un  point  matériel  libre,  pendant  un  temps 
fini  quelconque,  est  égale  à  la  moitié  de  l'accroissement 
de  la  force  vive  de  ce  point,  dans  ce  même  intervalle. 

Lorsque  les  composantes  totales  X,  Y,  Z  seront  les  dé- 
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rivées  partielles  d'une  même  fonction  i({x,y,  s),  l'expres- 
sion Xdx  -f-  Yi/v'-r-Z/Zz  sera  égale  à  (/.f(.r,  j-,  a),  et 
I  *:' [ n.iLÏoi i  (  j.)  pourra  être  intégrée.  En  désignant  par  jc„. 
)(,,  ~0i  t'n  lus  valeur!  de  Xy  y,  z,  v  relatives  au  commence- 
ment de  l'intervalle  arbitraire  que  l'on  considère,  l'équa- 
t i on  (a),  intégrée  jusqu'à  une  limite  quelconque,  corres- 
pondante, aux  coordonnées  x,  y,  s,  donnera 

;3]  '-,  m*-  ;  m,.]  =  ?(*,  y,  ■)  -  ?(.r„,  jr„  *,). 

■i"  Supposons  maintenant  le  point  assujetti  à  rester  sur 
une  courbe  nu  une  surface  fixe,  qui  n'exerce  sur  lui  aucun 
l'rotlcmcat ,  et  qui  ne  produit,  par  conséquent,  qu'une 
(orée  normale  à  la  trajectoire.  Soient  encore  X,  Y,  Z  les 
composantes  totales  des  forces  extérieures  qui  agissent  sur 


Ko  joignant  à  ces  dernières  forces  celle  que  produit  la 
nurbe  ou  la  surface,  le  point  peut  cire  considéré  comme 
il>re,  et  l'équation  (a)  s'appliquera,  en  comprenant  la  force 
utinnle  parmi  mutes  celles  qui  entrent  dans  le  premier 
nombre.  .Maïs  le  travail  élémentaire  d'une  force  normilc 
nul,  nuisuue  la  projection  de  l'a 
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extérieures  et  la  force  vive  d'un  point  matériel  est  ta 
nié  me,  soit  que  ce  point  soit  libre,  soit  nu  il  se  meuve  sur 
une  courbe  ou  une  surface  fixe,  sans  frottement. 
Si  la  pesanteur  est  la  seule  force  extérieure,  on  a 

X  =  o ,     Y  =  o ,     Z  =  —  m  g  y 

et  l'équation  (5)  devient 

l  nw2  —  \  mv\  =  ntg(z9  —  s). 


CHAPITRE  IX. 

l'RLNCIPE  DE  LA  MOINDRE  ACTION. 


27i).    Lorsqu'un  point  libre,  nu  . ■  -  ■  ■  ■  j . ■  1 1  i  à  se  mouton 
m*  tint'  ïurliiw:  fixe,  est  soumis  à  l'action  de  forces  t«Jln 


<~Yl/r  +  Zllz  =  <lt{xty,i), 


f(*,/,»)  +  C, 


In  courbe  qu'il  décrit  jouit  de  la  propriété  rminjuni 
qu'on  prenant   pour  v   celle   valeur  eu    X,  y,    s,  l'inté- 
grale fvds,  prise  entre  deux  points  quelconque*   A  et 
de  celle  courbe,  est  moindre  qu'elle  ne  le  serait  pour  loulc 
autre  courbe   terminée   aux    deux  points  A,    B,   et    assu- 


, 
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toutes  ces  intégrales  étant  prises  entre  les  deux  points  A 
et  B.  Or 

et  F  équation 

«»*=:  2Ç(X,  J,   z)-f"C 

donne 

et  il  faut  remarquer  que  dans  X,  Y,  Z  les  valeurs  de 
x,  y,  z  se  rapportent  aux  points  de  la  trajectoire,  et  que 
x  -H  dx*  y  -+-  dy,  z  -h  dz  sont  celles  des  points  correspon- 
dants de  la  courbe  infiniment  voisine. 

Si  le  point  est  assujetti  à  rester  sur  une  surface  fixe,  on 
a  à  chaque  instant 

d*x  d'y  d2z 

— r=X-f-N  cos>,   ~-  =  Y -+-  N  cos fx,    —  =Z-f-Ncosv; 

tft*  rit2  rit7 

et  s'il  est  libre,  il  suffira  de  supposer  N  =  o  dans  ces 
équations,  qui  peuvent  ainsi  représenter  les  deux  cas.  On 
en  déduit 

«  *         d*x  %         d*y  .         d7z  . 

—  N  (êx  cosX  4-  8y  cos  f*  -H  $z  cosv). 

Or  la  dernière  partie  du  second  membre  est  nulle  si  le 
point  est  libre,  parce  qu'alors  N  =  o.  Elle  est  nulle  encore 
si,  le  point  étant  assujetti  à  rester  sur  une  surface  fixe,  la 
courbe  infiniment  voisine  est  aussi  assujettie  à  s'y  trouver, 
parce  que  la  droite  qui  joint  deux  points  correspondants 
étant  perpendiculaire  à  la  normale  dont  les  angles  avec  les 
axes  sont  A,  /*,  v,  on  a 

$x  cos  \  -+-  S  y  cos  f*  H--  tz  cosv  :=  o. 


\dc  df    J     dn     } 


Maintenant  de  l'équation 

di'  =  ilt'+-  dy'  +  dz' 

ih  S1I.1  =  drSdz  -f-  dy  tdjr  +  dtidi  ; 


iijuea  -j  el  d~. 


ut  par  lit,  pi  iiHirvertiasnnl 


dt  dt        ■"         dt 

il  les  deux  punies  de  la  variation  de  fvtts,  on 
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général,  minimum  ou  maximum.  La  question  ne  comporte 
pas  de  maximum;  mais  il  pourrait  se  faire  qu'il  n'y  eût  pas 
non  plus  minimum. 

Quand  le  mobile  est  assujetti  à  rester  sur  une  surface 
Gze  et  n'est  sollicité  par  aucune  force  extérieure,  sa  vi- 
tesse est  constante,  ut  fvds=zvs;  donc  Tare  parcouru  est 
un  minimum  entre  deux  quelconques  de  ses  points,  et,  par 
conséquent,  le  temps  employé  à  le  parcourir  est  aussi  mi- 
nimum. 

280.  Application  au  mouvement  d'un  point.  —  La  tra- 
jectoire décrite  par  un  point  libre,  ou  assujetti  à  rester  sur 
une  surface,  satisfaisant  à  la  condition  de  minimum  pour 
l'intégrale  fvds,  lorsque  Ton  a 

Xdx  -h  Ydy  -h  Zdz  =  d.o(xf  y,  *), 

on  peut,  en  exprimant  celte  condition,  parvenir  aux  équa- 
tions de  cette  ligne.  Considérons  d'abord  le  cas  d'un  point 
libre. 

En  mettant  pour  u  sa  valeur  tirée  de  l'équation 

«;2  =  2<p(.r,  J,  :)  +  C, 

il  faudra  écrire  les  conditions  de  minimum  de  l'intégrale 

/  v/r/x'-H  dy*  h-  dz2  fa<f(x,  y9  z)  -+-C. 

Les  règles  du  calcul  des  variations  conduisent  aux  équa- 
tions suivantes  : 


Xds  I   dx\       Yd 

=  d{9—  ]? 


i»  \    ds 


ds /    dy\        Zds /    dz\ 

v  \    ds  I  r  \    ds  ) 


On  sait  que  ces  trois  équations  se  réduisent  à  deux,  et  ce 
sont  celles  de  la  trajectoire,  en  remplaçant  v  par  sa  valeur 


m 

mu  u. 

«Il  .T.    ) 

'    l""lr  V 

,  =.  Si  l'on  effectue  les  iliffércnnaiifim.  en  pir 
aiiaUc  îmlépciiilaiiie,  on  olnirni 

fl.r'        rfï  \     ds           ds           dtj 

[POIlf 

Si  l'on 

multiplie  la  première  par  ~i  la  seconde  pU 

Ht 

dl' 

et  qu'on 

lus  retranche;  qu'ensuite  on  multiplie  la  première 

l  la  troisième  p;ir  — ,  et  qu'où   les  retranche 

i  on 

aura   l« 

;  deux  équations  suivantes,  qu'on   pourra  encore 

conaidét 

cr  tomme  celles  tic  la  trajectoire  : 

„dx           dy  l_      {d.v\>      dx 
ds            di            \d>  )      ds    ' 

d  * 
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supposer  nulle  la  force  provenant  de  la  surface.  On  les  in- 
tégrera après  avoir  remplacé  v%  par  af  (x,  y,  z)  -+•  C,  et 
X,  Y,  Z  par  leurs  valeurs  données  en  fonction  de  x,  y,  z. 
Le  principe  de  la  moindre  action  donnerait  de  même  les 
équations  de  la  trajectoire  quand  le  point  est  assujetti  à  se 
mouvoir  sur  une  surface  fixe. 

281.  Si  Ton  considéré  un  point  libre  sollicite  vers  un 
centre  fixe  par  une  force  dépendante  seulement  de  la  dis- 
tance, la  courbe  est  plane,  et  Ton  peut  se  borner  à  deux 
coordonnées  a:,  y }  de  plus,  X  dx  4-  Y  dy  est  une  différen- 
tielle exacte,  de  sorte  que  le  principe  de  la  moindre  action 
a  lieu,  et  ou  peut  l'appliquer  à  la  détermination  de  la  tra- 
jectoire. Mais,  dans  ce  cas,  il  sera  plus  simple  d'employer 
un  système  de  coordonnées  polaires  r,  0,  en  prenant  pour 
pôle  le  centre  d'action. 

Soit  <j>  la  force  dirigée  vers  le  centre,  on  aura,  en  suppo- 
sant la  constante  renfermée  dans  l'intégrale  indéfinie, 

et  l'intégrale  qu'il  faudra  rendre  minimum  sera 
Le  calcul  des  variations  conduit  à  l'équation 


r*dQj—*fodr 
d J  -1 —  =o, 

y/dr'+  r*dV 


OU 


r*/Y0  \l —  *>.  f*dr 

— —  — —  —  r 

sldr'-\-r*dW 

c  désignant  une  constante  arbitraire. 
On  tire  de  là 


r3  /  dr>  i  \ 

I.  3o 


_. 

B     ^fc    y 

l/i6 

IIVIIK    H. 

ou 

J 

— ik-m 

La  farce  -s  état 

ii  donnée  eu  fonction  do  r,  J^dr  serj   bbB 

fonction  connu 

<■  de  r,  et  ton  aura  ainsi  l'équation  polaire 

<lc  la  [rajoctoit 

r.  En  la  dîffèreii liant  par  rapport  ii  r,  pa 

retrouve  l'expr 

i--.ion  de  la  Corot  9,  obtenue  prixtHli-niuirni 

(«"»«». 

- 
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CHAPITRE  X. 

ï)ES  FORCES  QUI  PEUVENT  PRODUIRE  LE  MOUVEMENT 

RELATIF  D'UN  POINT. 


282.  Le  problème  que  nous  nous  proposons  est  celui-ci  : 

Etant  données  les  forces  et  les  diverses  conditions  par 
lesquelles  est  déterminé  le  mouvement  absolu  d'un  point 
matériel;  étant  donné  en  outre  le  mouvement  absolu  d*un 
.  système  rigide  :  trouver  les  forces  et  les  diverses  condi- 
tions qui  détermineraient  sur  ce  point  un  mouvement 
absolu,  identique  à  son  mouvement  relatif  au  système. 

Ainsi,  nous  voulons  faire  rentrer  la  considération  du 
mouvement  relatif  dans  la  considération  plus  simple  du 
mouvement  absolu;  et  nous  cherchons  comment  il  faut 
modifier  les  données  du  mouvement  absolu  du  mobile  pour 
que  le  mouvement  absolu  qui  en  résultera  soit  identique  à 
celui  que  ce  point  a  par  rapport  au  système. 

Soient  AX,  A  Y,  AZ  trois  axes  fixes  de  coordonnées,  et 
A'X',  A' Y',  A'Z'  trois  axes  liés  au  système,  et  auxquels 
nous  rapportons  les  positions  du  mobile;  de  sorte  que  son 
mouvement  absolu  est  déterminé  par  les  valeurs  successives 
de  x,  y,  z\  et  son  mouvement  relatif  au  système,  par  les 
valeurs  de  x',  y\  zf. 

L'état  initial  donné,  tant  pour  le  point,  que  pour  le  sys- 
tème que  nous  réduirons  aux  axes  mêmes  X',  Y',  Z',  fera 
connaître  à  ce  même  instant  l'état  initial  relatif;  c'est-à-dire 

i  i  j       /      /      /    dx'    dy*    dz' 

les  valeurs  de  x\  y,  z\  — —  ?  —--»  —  • 

7    '       '    fit        dt       fit 
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Ainsi  d é j ;'i  on  connaît  l'état  initial  du  point  dans  le  « 
vemcnt  absolu  qui  serait  identique  au  mouvement  rclatil 
en  question.  11  ne  reste  donc  plus  qu'a  déterminer  la  force 
accéléra  triée  qui  doit  être  appliquée  à  chaque  instant  au 
point,  dans  ce  mouvement  absolu. 

Or  nous  savons  comment,  dans  tout  mouvement  absolu, 
la  forte  accélératrice  est  déterminée,  eu  grandeur  et  eu  di- 
recliou,  par  la  déviation.  En  appliquant  cette  régie  a  L 
déviation  relative  du  point,  qui  n'est  autre  chose  que  la 
déviation  dans  le  mouvement  absolu  que  nous  cherchons, 
nous  connaîtrons  la  force  qu'il  faudra  supposer  appliqu 
au  mobile  partant  d'un  état  iuilial  identique  à  son  état  in 
tial  relatif,  pour  avoir  un  mouvement  absolu  identique  i 
son  mouvement  relatif.  Et  c'est  cette  force  que  nous  riéi 

■■'!■:  i  ■  sous  le  nom  de  force  relative.  Il  suffira  done,  t 
avoir  la  solution  de  la  question  qui   nous  occupe,  de  • 
rappeler  la  décomposition  que  nous  avons  faite  prête' 
meut,  de  la  déviation  relative  (n°  61). 

Cette  décomposition  étant  faite  suivant  la  même  loi  t 
celle  des  forces,  si  nous  représentions  la  force  par  la  dir 
tîoii,  les  composante»  de  la  force  seraient  rrpréscméea  ï 
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l»a  première  est,  la  force  donnée  elle-même  ; 

La  deuxième  est  la  force  d'inertie  développée  par  le 
point  du  système,  qui  coïncide  avec  le  mobile,  à  F  in  s  tant 
que  Ton  considère; 

La  troisième  a  pour  valeur  aoûfv  sinJj  vr  désignant 
la  vitesse  relative  du  mobile,  (à  la  vitesse  angulaire  du 
système  autour  de  son  axe  instantané  de  rotation,  et  & 
V angle  que  fait  la  direction  de  la  vitesse  relative  avec 
Vaxe  instantané.  La  direction  de  cette  troisième  force  est 
perpendiculaire  au  plan  mené  par  cet  axe  et  la  vitesse 
relative,  et  dans  le  sens  contraire  au  mouvement  de  rota- 
tion :  en  d'autres  termes,  elle  est  F  axe  de  la  rotation  qui 
amènerait  la  direction  de  la  vitesse  relative  vers  celle  de 
l'axe  instantané,  par  le  plus  court  chemin. 

Cette  décomposition  de  la  force  relative  est  due  à  M.  Co- 
riolis,  qui  a  nommé  force  d* entraînement  la  seconde  com- 
posante changée  de  sens  ;  et  force  centrifuge  composée  la 
troisième  composante.  Le  mouvement  relatif  avait  été  con- 
sidéré d'abord  par  Newton  dans  le  cas  des  planètes,  en  sup- 
posant aux  axes  mobiles  un  simple  mouvement  de  transla- 
tion. Clairaut  avait  examine  plus  tard  le  mouvement  dans 
un  plan,  en  supposant  aux  axes  mobiles  un  mouvement 
quelconque  dans  ce  plan;  mais  il  avait  fait  une  omission 
qui  a  été  corrigée  récemment  par  M.  Bertrand.  M.  Coriolis 
est  le  premier  qui  ait  donné  l'expression  générale  des  forces 
fictives  dont  l'introduction  ramène  le  mouvement  relatif  à 
un  mouvement  absolu. 

283.  Mais  il  faut  bien  remarquer  que  ces  forces  fictives 
n'étant  pas  données,  et  dépendant  du  mouvement  relatif 
même,  par  les  quantités  e0  et  à,  rendent  le  problème  extrê- 
mement compliqué.  Cette  décomposition  de  la  force  rela- 
tive, qui  peut  cire  fort  utile  dans  diverses  questions,  n'est 
autre  chose  qu'une  interprétation  des  équations  différen- 
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tielles  que  l'on  établirait  iruiuédiatemcMt  pour  pifnèder  :i 
la  recherche  îles  équations  <lu  mouvement  relatif  :  c'est 
même  ainsi  que  M.  Coriolis  est  parvenu  à  l'e\prcssion  du 
.composantes  de  la  force  relative.  Et  dans  le  cas  où,  par  I* 
nature  des  données,  le  mouvement  absolu  du  point  pourrait 
flirt1  complètement  déterminé,  il  ne  faudrait  pas  employer 
la  forée  relative,  mai»  déterminer  le  mouvement  absolu; 
on  serait  alors  ramené  à  uno  combinaison  de  moin  mi  in- 
connus, ce  qui  rentrerait  dans  les  questions  imitées  fant 
le  second  livre.  Dans  les  cas  les  plus  compliqués,  le  système 
des  équations  à  traiter  se  compose  des  trois  équations  du 
mouvement  absolu  du  point,  el  d'une  ou  deux  équations  de 
condition  où  peuvent  entrer  les  coordonnées  absolues  .r, 
l ,  z,  les  coordonnées  relatives  x',  >  ',  z',  el  d'autres  quan- 
tités dépendantes  du  mouvement  du  système  :  on  a  eu  outre 
les  équations  qui  lient  les  coordonnées  dans  les  deux  sys- 
tèmes, et  dont  les  cocllicicnls  sont  des  fonctions  données  du 
temps. 

Si  le  point,  est  libre,  ou  si  les  équations  de  liaison 
dépendent  que  de  x,  y,  zy  le  mouvement  absolu  peut 
déterminé  séparément;  mais  il  n'eu  est  plus  ainsi  1< 


ison  rtr 
?ui  être 
IsnqoM 
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lèles  à  eux-mêmes,  la  force  accélératrice  relative  est  la 
résultante  de  la  force  accélératrice  donnée,  et  dune  force 
égale  et  de  sens  contraire  à  celle  qui  déterminerait  le 
mouvement  d'un  quelconque  des  points  du  système. 

Ce  cas  particulier  est  celui  auquel  on  se  borne  ordinaire- 
ment dans  les  Traités  élémentaires  de  Mécanique;  il  suffit 
an  calcul  du  mouvement  relatif  des  planètes.  Cette  der- 
nière proposition  peut  être  immédiatement  établie  sans 
recourir  à  la  proposition  générale  dont  nous  lavons  dé- 
duite-, il  suffirait  de  suivre,  en  partant  des  données  de  ce 
cas  simple,  la  même  marche  que  pour  le  cas  général,  et  Ton 
arriverait  tout  de  suite  au  résultat  :  nous  ne  nous  arrêterons 
pas  à  ce  détail. 

Si  le  mouvement  de  translation  du  système  était  recti  - 
ligne  et  uniforme,  la  seconde  composante  disparaîtrait 
aussi;  et  la  force  relative  ne  serait  autre  chose  que  la 
force  donnée  elle-même. 

285.  Cas  où  le  système  a  un  mouvement  de  rotation 
uniforme,  application  à  la  terre.  —  Dans  le  cas  que  nous 
considérons,  la  force  d'inertie  d'un  point  du  système  ri- 
gide, ou  la  seconde  composante  de  la  force  relative,  est 
précisément  la  force  centrifuge  en  ce  point;  la  troisième 
composante  est  toujours  imtùvr  sind.  Voyons  ce  que  de- 
viennent ces  expressions  dans  le  cas  où  le  système  rigide 
est  la  terre. 

Le  mouvement  autour  du  soleil  étant  produit  par  une 
force  appliquée  à  toutes  les  molécules,  et  qui  peut  être  re- 
gardée comme  sensiblement  la  même  pour  des  masses 
égales,  quelle  que  soit  leur  position  dans  la  terre,  ne  change 
pas  d'une  manière  appréciable  les  mouvements  relatifs,  et 
nous  en  ferons  abstraction.  Nous  considérerons  donc  la 
terre  comme  ayant  un  mouvement  uniforme  de  rotation 
autour  de  son  axe  immobile  ;  la  rotation  entière  s'effectue 


si.l.-.nl,  c'esl-i-dirc  d.ti 
8rii6£;  Joù  résulte 
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Le 
terre  , 
joigm 


une  nés-petite  quantité.  L'angle  3  est  celui  que 
ssc  relative  avec  l'axe  de  la  terre,  ou  le  couiplé- 
■ihii  quelle  fait  avec  l'équateur;  de  sorte  que 
[  la  projection  de  la  vitesse  relative  sur  l'équa- 

posant  la  vitesse  relative  peu  considérable,  li 
composante  est  très-petite  par  rapport  aux  deui 
,  si  on  la  néglige  dans  une  première  approxima- 
tive à  la  proposition  suivante  : 
twemenl  apparent  d 'un  point  à  la  Surface  He  la 

être  calculé  en  supposant  la  terre  immobile,  et 
'a  force  centrifuge  à  celles  qui  agissent  effective- 
:cpvmt. 

action  de  la  terre  est  la  seule  force  agissant  sur 
eionibe  sur  le  résultat  déjà  obtenu  dans  le 
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serait  le  même  que  l'état  relatif  initial,  et  dans  lequel  la 
force  serait  la  résultante  de  la  force  donnée  et  des  deux 
forces  fictives,  c'est-à-dire  la  force  relative;  il  s'ensuit  que 
toutes  les  propositions  démontrées  dans  le  mouvement  ab- 
folu  d'un  point  libre,  subsisteront  dans  le  mouvement  rela- 
tif» en  y  considérant  le  point  comme  soumis  à  l'action  de  la 
force  relative.  Nous  allons  en  donner  quelques  exemples. 

287.  Principe  des  aires  dans  le  mouvement  relatif.  — 
La  remarque  que  nous  venons  de  faire  nous  donne  immé- 
diatement les  conséquences  suivantes  : 

Lorsque  la  force  relative  d'un  mobile  passe  constant* 
ment  par  un  même  point  du  système  en  mouvement,  la 
trajectoire  relative  du  mobile  est  plane,  et  le  rayon  vec- 
teur, mené  du  point  constant  au  mobile,  décrit  des  aires 
relatives  proportionnelles  aux  temps  correspondants. 

Et  réciproquement  : 

Si  le  rayon  vecteur  mené  d'un  point  constant  du  sys- 
tème au  mobile,  décrit  des  aires,  dont  les  projections  sur 
trois  plans  rectangulaires  liés  au  système  croissent  pro- 
portionnellement aux  temps;  ou,  en  éH autres  termes,  si  la 
trajectoire  relative  d'un  mobile  est  plane,  et  que  les  aires 
décrites  par  son  rayon  vecteur  partant  dfun  point  con- 
stant de  ce  plan  croissent  proportionnellement  au  temps, 
la  force  relative  qui  agit  sur  le  mobile  passe  à  chaque 
instant  par  ce  point  constant. 

288.  Équation  des  forces  vives  dans  le  mouvement 
relatif  d'un  point  libre.  —  Eu  considérant  le  mouvement 
absolu  qui  est  identique  au  mouvement  relatif  du  mobile, 
la  moitié  de  l'accroissement  de  la  force  vive  dans  ce  mouve- 
ment, pendant  un  temps  infiniment  petit,  sera  égale  au  tra- 
vail des  forces  pendant  ce  même  temps.  Donc,  en  intro- 
duisant les  dénominations  du  mouvement  relatif,  le  travail 
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CHAPITRE  XL 

MOUVEMENT  AUTOUR  D'UN  CENTRE  D  ACTION, 

FIXE  OU  MOBILE. 


Nous  allons  maintenant  faire  l'application  des  théories 
précédentes  à  la  question  importante  du  mouvement  ab- 
solu ou  relatif  d'un  point  libre,  soumis  à  l'action  d'un 
autre  point,  qui  peut  être  fixe  ou  susceptible  d'être  mis  en 
mouvement  par  la  réaction  du  premier. 

1.  Considérons  d'abord  un  point  matériel  libre  sollicité 
par  une  force  dont  la  direction  passe  par  un  point  fixe,  et 
dont  F  intensité  ne  dépend  que  de  la  distance  à  ce  centre 
d'action.  Nous  savons  que  le  mouvement  aura  lieu  dans  le 
plan  qui  contient  la  direction  de  la  vitesse  initiale  et  le 
point  fixe.  Prenons  ce  point  pour  origine  de  coordonnées 
rectangulaires  x,  y  situées  dans  ce  plan  ;  désignons  par  t 
la  distance  d'un  point  quelconque  à  l'origine,  par  9  l'angle 
II.  i 


de  ce  rayon  vecteur  avec  l'axe  des  x  positifs,  et  par  y  l'in- 
tensité de  la  force  accélératrice.  Les  cosinus  des  angles q 

sa  direction  fait  avec  les  axes  seront  respect! veiaeni  - 

—  —  si  la  force  est  attractive  ;  et  -,  —  sî  elle  est  r  épulsi v> 
Les  composantes  de  la  force  seront,  dans  le  première 

—  m  -,  —  91  — ■  et,  dans  le  second,  <p— ,  y  —  :  nos  formules 

se  rapporteront  au  premier  cas,  et  il  suffirait  d'y  changer 
!e  signe  de  y  pour  passer  au  second. 

Les  équations  générales  du  mouvement  du  point   sen 


■-f- 


tPy 


(.) 


s  aires  donnera 

r',{Q  =  c>/t, 


c  désignant  une  constante  arbitraire  qui  se  déterminera  fi 
cilemenl  par  les  données  de  l'état  initial. 

En  cll'el,  les  composantes  de  la  vitesse,  suivant  ta  dir< 

timi  du  ratnn  vi-clt-nr  et  la  rai|-iM-rnliciilsiif  il  «rifitir. 
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on  obtient 

c  =  r„  i»#  sina. 

Le  principe  des  forces  vives  conduira  à  l'équation  suivante  : 

d.t*1  =r  —  Zfdr, 


d'où 

ds* 

7i 


cette  intégrale  indéfinie  renferme  une  nouvelle  constante 
arbitraire  qui  sera  déterminée  par  les  valeurs  initiales  de  v 
et  r.  On  trouvera  ainsi 


(»/ 


>»  =  pj  —  a  l    y  dr. 


Remplaçant  rfjf  par  A1  -hrV6%  lavant-dernière  équa- 
tion devient 

^ =  —  */?  ^- 

Eliminant  dt  au  moyen  de  l'équation  (i),  on  obtiendra 
une  équation  entre  /•  et  0  qui  sera  celle  de  la  trajectoire;  il 
vient  ainsi 


(3). 


.A— é4)=-?|>(#)l 

2.  Lorsque  la  force  cp  sera  connue  en  fonction  de  r, 
F  équation  (3)  déterminera  la  trajectoire. 

.Lorsque  au  contraire  la  trajectoire  sera  connue,  et  que 
la  force  <p  sera  inconnue,  il  suffira  de  différentier  l'équa- 
tion (3)  par  rapport  à  r,  pour  connaître  y.  On  trouve 
ainsi,  en  effectuant  généralement  cette  différend ation, 


(4) 


4 
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Cette  Connu 

immédiatcmci: 

le  n'est  autre  chose  que  celle  que  nous  avion* 
t  déduite  de  celles  de  Newton  (t.  I",  n"  241). 

Le  second  n 

icmbre  de  celte  équation  se  formera  en  fai- 

saut  usage  de  1 
quefoïs  plusco 
et  de  n'opérei- 

' équation  de  la  trajectoire  ;  maïs  il  sera  qnel- 
nnnode d'employer  à  cet  eilet  la  formule  (3), 

la  dillcrcniiaiion  qu'à  la  fin. 

Dans  tous  I< 

s  tas,  l'équation  de  la  irnjecloire  étant  i  on- 

mie,  ou  eu   tii 

lia  l'une  des  deux  coordonnées  en   fonction 

de  l'autre,  et, 

par  suite,  l'équation  (i)  fera  connaître  (  en 

fonction  de  r  c 
donc  complète 
coordonnées  d 

ii  de  0,  et  réciproquement.  Le  problème  aéra 
ment  résolu,  puisqu'on  aura  l'expression  des 
u  mobile  en  fonction  du  temps. 

3.   L  équalii 
on  y  inti-nduit 

m  {3)  prend  une  forme  remarquable  quand 
la  perpendiculaire  p  abaissée  de  l'origine  sur 

la  tangente  à 
blabfea  donne! 

la  trajectoire.   En  cfl'et,   les  triangles    sera- 

—  --,     ou    rfj-  f"rf8J 
rdfj        p                               p 

équation  qu'ai 
(Je  l'aire  du  set 

1  ol.iient  encore  en  prenant  deu\  expressions 
leur  correspondant  à  l'angle  (W. 

DTMMIQVE.  5 

C'est  l'équation  de  la  trajectoire  dans  un  système  particu- 
lier de  coordonnées. 

4.  Supposons,  en  second  lieu,  que  le  centre  d'action 
soit  mobile.  Nous  avons  démontré,  dans  la  première  partie 
du  Cours,  que  toutes  les  propriétés  du  mouvement  absolu 
subsistaient  pour  le  mouvement  relatif,  en  substituant  par- 
tout aux  quantités  absolues  les  quantités  relatives.  Les  for- 
mules précédentes  subsistent  donc  en  considérant  x  et  y 
comme  les  coordonnées  du  point  M  par  rapport  à  des  axes 
passant  constamment  par  le  centre  mobile,  et  se  mouvant 
parallèlement  à  eux-mêmes  -,  r  comme  la  longueur  de  la 
droite  qui  joint  à  chaque  instant  ce  centre  au  point  maté- 
riel; 0  comme  l'angle  que  cette  droite  fait  avec  l'axe  des  x\ 
et  enfin  <p  comme  la  force  accélératrice  relative  du  point 
matériel,  «'est-à-dire  comme  la  résultante  de  la  force  accé- 
lératrice absolue  qui  y  est  appliquée,  composée  avec  une 
force  égale,  parallèle  et  de  sens  contraire  à  la  force  accélé- 
ratrice qui  déterminerait  un  mouvement  identique  à  celui 
du  centre  mobile. 

Nous  allons  donner  quelques  exemples  des  formules  qui 
viennent  d'être  établies. 

5.  Premier  exemple.  —  Un  point  décrivant  une  ellipse 
par  Faction  d'une  force  dirigée  vers  son  centre,  trouver 
F expression  de  cette  force. 

Il  est  facile  de  reconnaître  d'abord  que  toutes  les  condi- 
tions de  la  question  sont  compatibles.  Car  on  peux  toujours 
obliger  un  point  à  se  mouvoir  sur  une  courbe  quelconque, 
et  de  telle  manière  que  les  aires  décrites  par  le  rayon  vec- 
teur mené  d'un  point  fixe  quelconque  au  point  mobile 
soient  proportionnelles  au  temps.  On  peut  donc  toujours 
supposer  qu'un  point  mobile  décrit  une  courbe  donnée 
quelconque,  par  l'action  d'une  force  dont  la  direction  passe 
par  un  point  fixe  quelconque. 


M  VUE    II. 


Cela  pose,  soient  an,  ai,  lu  grand  il  le  petit  axe  de  rclir 
ellipse.  Prenons  son  centre  pour  piMc,  et  comptons  les  an- 
gles n  partir  du  yraniî  axe;  l'équation  de  eelle  courbe  sera 

(l\'_  "sin'fl  +  ft'piw'O  __   t     ,    ff'  — A' 


(*) 

Si  nous  exprimons  le   second  membre  m  fonriioi 

moyen  de  l'équation   (a),  nous  tirerons  de  l'équation  (A) 


— :—  en  fonction  de  r:  et  en  le   reportant  dan»  la   formuli 

générale  (3),   nous  aurons  lu  »aleur  de  j'y<lr,  et  par  suite 
la  valeur  de.  '\  en  fonction  de  r. 
Or  l'équation  (a)  donne 


mie 

I 
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Ainsi,  dans  ce  mouvement,  la  force  émanant  du  centre 
sera  proportionnelle  à  la  distance  au  centre  ;  et  elle  sera  at- 
tractive, puisque  la  valeur  trouvée  pour  <p  est  positive. 

D'après  le  principe  des  aires,  le  point  mettra  toujours  le 
même  temps  à  parcourir  l'ellipse  entière,  à  partir  d'une 
quelconque  de  ses  positions.  Désignons  ce  temps  par  T. 
Comme  la  constante  c  représente  le  double  de.  Taire  dé- 
crite par  le  rayon  vecteur  dans  l'uni  té  de  temps,  -JcT  sera 
Taire  totale  de  l'ellipse,  et  Ton  aura 

±cT  =  nab9     d'où     T  = —  • 

c 

Si  Ton  veut  introduire  la  durée  de  la  révolution  dans  l'ex- 
pression de  la  force,  on  obtiendra 

Si,  au  lieu  d'une  ellipse,  on  avait  considéré  une  hyperbole, 
on  aurait  trouvé  une  force  répulsive  agissant  suivant  une 
loi  semblable. 

6.  Réciproquement.  — Si  un  point  est  attiré  vers  un 
centre  fixe  par  une  force  proportionnelle  à  la  distance,  il 
décrira  une  ellipse  dont  ce  point  fixe  sera  le  centre. 

En  effet,  concevons  une  ellipse  qui  ait  pour  centre  le 
point  fixe,  qui  passé  par  la  position  initiale  du  mobile  et 
soit  tangente  à  la  direction  de  sa  vitesse  initiale.  Ajoutons 
enfin,  pour  déterminer  complètement  la  courbe,  cette  der- 
nière condition  que,  dans  la  position  initiale,  la  force  at- 
tractive donnée,  estimée  suivant  la  normale,  ou  la  force 
centripète,  soit  égale  au  carré  de  la  vitesse  initiale  qui  est 
donnée,  divisé  par  le  rayon  de  courbure  en  ce  même  point. 
Ce  rayon  sera  ainsi  connu,  et  Ton  aura  assez  de  conditions 
pour  que  Tellipse  soit  déterminée. 


S  LIVBE     II. 

Cela  posé,  si  l'on  oblige,  d'une  manière  quelconque,  Jp 
point  partant  de  son  étal  initial,  à  se  mouvoir  sur  celte  el- 
lipse, de  telle  sorte  que  les  aires  décrites  pur  le  rayon  vec- 
teur mené  du  centre,  soient  proportionnelles  au  temps,  la 
discussion  précédente  prouve  qu'il  sera  sollicite  par  une 
force  dirigée  vers  le  centre,  et  proportionnelle  à  ta  distance. 
Mais  celte  force  ne  sera  autre  que  la  proposée.  En  eue!,  clip 
est  dirigée  vers  le  même  point,  elle  suit  la  même  lui,  et  elle 
a  la  même  valeur  au  point  de  départ,  puisqu'on  a  déterminé 
le  rayon  de  eoiuburedel'ellipse  par  cette  condition.  Cette  el- 
lipse sera  donc  décrite  en  vertu  de  la  force  donnée.  El,  p.ir 
conséquent,  une  force  qui  attire  un  mobile  vers  un  centre 
lise  proportionnellement  à  la  distance  à  ce  pnini,  fait  dé- 
crire une  ellipse  dont  ce  point  est  le  centre. 

Ce  mouvement  présente  une    particularité  qui    mérite 

Nous  avons  reconnu  dans  le  problème  précédent  que  1 
force  <p  se  trouvait  exprimée  par  la  formule  suivante  i 
moyeu  de  la  durée  T  de  la  révolution  e 
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que,  et  proposons-nous  de  trouver  la  courbe  que  décrit  un 
point  attiré  ou  repoussé  par  un  centre  fixe,  proportionnel- 
lement à  la  distance  à  ce  centre. 

On  a,  dans  ce  cas,  cp  =  f*r,fji  étant  positif  dans  le  cas  de 
l'attraction,  et  négatif  dans  le  cas  de  la  répulsion  :  l'équa- 
tion (3)  donne,  en  représentant  par  c'  une  constante  arbi- 
traire, qui  sera  déterminée  par  l'état  initial, 

di 

en  posant  (-)  =  z,  on  tire 
±2dB  = 


d'où,  en  intégrant  et  désignant  par  a  une  constante  arbi- 
traire, qui  résultera  des  valeurs  initiales  de  r  et  fl, 

c' 2 

±2  v0  —  a)  =  arc  cos ■  • 

v/<--  s 

Si,  pour  plus  de  simplicité,  on  compte  les  angles  à  partir 
de  la  direction  qui  fait  l'angle  a  avec  Taxe  primitif,  il 
faudra  remplacer  9  —  a  par  0,  et  l'équation  précédente 
devient,  en  prenant  les  cosinus  des  deux  membres, 

çt~  z 

.   =  COS  7.  0, 


V 


d'où 


z  ~  c'—  X/v'7-  -£(cus'6  —  sin29)  —  -, • 
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JHuliip 

lia,,.  fU 

'  ',  il  vient 

^(,,+,.)_VlÇZt|1,_,.)=„ 

ou 

( 

'^ 

-î>.4-v^=D-b 

Or,  si 

fi  est  positif,  les  coefficients  de  x'  et  jr*  sont  île 

même 

signe,  el 

la  trajectoire  est  une  ellipse  ayant  poor 

centre 

le   point 

lixc,  comme  nous  l'avions  démontre  syn- 

lllélîquemi'nt.    S 

i  {j.  est  négatif,  c'est-à-dire  si  la  force  eu 

repulsi 

vc,  les  coefficients  sont  Je  signes  contraires,  cl  lu 

courbe 

est  une  hyperbole  ayant  encore  le  point  fixe  pour 

centre. 

Dan; 

j  ce  demi 

er  cas  le  mouvement  n'est  pas  révolmif,  et 

11-  point  reste  éi 

'idemment  sur  la  même  branebe  de  l'hy- 

perbolt 

K,   I. 

a  questin 

n  que  nous  venons  de  imiter  présente  no* 

circons 

lance  doi 

n  on  peut  profiter  pour  obtenir  directe- 

ment  li 

■s  valeurs 

des  coordonnées  x  et  y  en  fonction  de  t\ 

ce  qui 

donne  la 

solution  la  plus  complète  de  U  question. 
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Prenons  pour  axe  des  x  la  ligne  qui  joint  l'origine  à  la 
position  initiale  du  point  :  désignons  par  r©  la  longueur 
de  cette  ligne,  par  f0  la  vitesse  initiale,  par  a  l'angle 
formé  par  la  direction  de  cette  vitesse  et  celle  de  la  droite 
menée  de  la  position  initiale  vers  l'origine.  Enfin,  pre- 
nons Taxe  des  y  du  même  côté  de  Taxe  des  x  que  la  direc- 
tion initiale  de  la  vitesse.  On  devra  avoir  pour  t  ='o  les 
conditions 

dr  .  àx 

X=of     x=zr0,     —  =  p0sina,      —  ~— e.cosa. 

Les  quatre  coefficients  A,  B,  A',  IV  seront  ^terminés  par 
]à,  et  Ton  aura,  par  suite, 


<'„  cosa    . 


v£ 


sin.f  Y/fx4-r#cos.fy/ft, 


p0sina    .         /— 
r=       — pr-sin.fv>. 

Vf» 

Ces  équations  renferment  la  solution  complète  du  pro- 
blème. Elles  donnent  pour  x  et  y  des  valeurs  pério- 
diques, et  la  durée  de  la  période  est  pour  F  une  et  l'autre 

-=  5  comme  nous  Pavions  déjà  trouvé. 
En  éliminant  t  entre  elles,  on  trouve 


(xsin*  H-jcosa)'  •+■  £-£  y2  =  r\  sin'a. 


Ainsi,  lorsque  p.  est  positif,  c'est-à-dire  quand  la  force  est 
attractive,  la  courbe  décrite  est  une  ellipse  dont  le  point 
fixe  est  le  centre.  Cette  ellipse  se  réduirait  à  un  cercle  sj 
l'on  avait 


a  —  -,      et      v;  =r  url. 


Si  u.  est  négalif,  c'eit-à-dire  si  la  force  est   ré[)iil>ivi-,    I 
sÏDUa  et  cosinus    sont  remplaces  par  des  ciponeiiiiclh  s  j 
maïs  ou  peut  se  servir  du  calcul  qui   vient  d'être  fait,  et 
opérer  la  transformation  dans  les  résultats.  L' et  pi  a  lion  de 
i  trajectoire  devient,  par  le  changement  de  signe  de  fi, 


relie  d'u 


iyPe: 


bole 


litle 


s  centre,  et  les  valeur* 


de  x  et  y  prennent  la  forme  suivante  ; 
(rt        r.coSaN    vf&        (r. 


KIlcs  ne  deviennent  infinies  que  lorsque  f  lui-même  le 
devient;  ainsi  le  point  met)  rail  un  temps  infini  ù  paniturii 
la  branche  d'hyperbole  sur  laquelle  il  se  trouve  au  i 
mencemeiil  du  mouvement. 

ït.  Deuxième  exemple. —  Un  point  matériel  ilri-rifi 
une  section  conique  par  Faction  d'une  force  dont  i 
iliri-ction  passe    constamment    par    an   foyer    île 
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L'équation  de  la  courbe  donne 

i        i       tfcosO 

-  =  -  H j 

r      p  p 

d'où 

r  £91D0 


dQ 


Si  Ton  veut,  comme  dans  l'exemple  précédent,  faire  usage 
de  la  formule  (3),  on  y  reportera  cette  expression,  dans 
laquelle  on  remplacera  d'abord  sind  par  sa  valeur  en  r, 
tirée  de  l'équation  de  la  courbe,  et  Ton  trouvera  ainsi 

/frfr__  _  +  ___, 
d'où 

Ce  qui  apprend  d'abord  que  la  force  est  attractive  vers  le 
foyer,  puisque  la  valeur  de  <p  est  positive;  et  ensuite  que 
son  intensité  varie  en  raison  inverse  du  carré  de  la  dis- 
tance à  ce  point. 

Il  aurait  été  plus  simple,  dans  le  cas  actuel,  de  faire 
usage  de  la  formule  (4).  En  effet,  l'équation  de  la  courbe 
donne  immédiatement 

r e  cosB 

et,  reportant  dans  l'équation  (4)>  on  obtient 

Nous  ne- développerons  pas  ici  celte  question,  qui  se  repro* 
duira  bientôt  à  l'occasion  du  mouvement  des  planètes. 


10,    ll„, r,v,i„ 
m.rb,,  <,„,.■  |,u„r 
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c,    —  Cherchons    maintenant  toutes   les 
tait  décrire  un  point  attiré  vers  un  centre 
jii  inverse  du  carré  de  la  dislance. 
>  bu  nierons  pour  le  moment  à  donner  une  so- 
ÎEÎque  de  celle  question. 

ci  ]  uns  une  section  conique  dont  le  point  fisc 
fCf,  qui  passerait  par  la  position  initiale  du 
ni  tangente  à  la  direction  delà  vitesse  initiale 
lé  que  le  point  lise;  enfin  nous  achèverons 
mer  en  ajoutant  la  condition  que  le  carré  de 
liale  divisé  par  le  rayon  de  courbure  au  poinl 
l  égal  à  la  force  connue  qui  agit  en  ee  point, 
ml  la  normale. 

ii're  condition  fait  connaître  le  rayon  decour- 
'i  lion  conique  est  complètement  déterminée  el 
s  \  errons  lout  à  l'heure  comment  on  peut  la 
i  ee  ces  données  el  reconnaître  son  espèce. 

iniaginous  un  poiuL  assujetti  à  se  mouvoir 
ii'bo  avec  la  même  vitesse  initiale  que  le  poiut 
el  de  telle  manière  que  son  rayon  vecteur 
ni  ut  fixe  décrive  des  aires  proportionnelles  au 
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meut  déterminé,  ce  mouvement  ne  peut  diiférer  de  celui 
qui  a  lieu  sur  cette  section  conique. 

Ainsi,  un  point  attiré  vers  un  centre  fixe  en  raison  in- 
verse du  carré  de  la  distance,  se  meut  nécessairement  sur 
une  section  conique  dont  ce  centre  est  un  foyer. 

1 1 .  Il  reste  à  déterminer  cette  courbe  d'après  les  données* 
qui  sont  le  foyer  de  la  courbe,  ou  de  la  branche  de  courbe 
s'il  s'agit  d'une  hyperbole,  un  point  et  la  tangente,  ainsi 
que  le  rayon  de  courbure  en  ce  point;  ce  rayon  de  cour- 
bure devant  être  situé  du  même  côté  de  la  tangente  que  le 
foyer. 

Soient  F  (fig.  i)  le  foyer,  M  le  point  donné,  PQ  la  tan- 
gente, et  O  le  centre  de  courbure.  On  sait  qu'en  abaissant 
de  O  une  perpendiculaire  OH  sur  MF,  puis  une  seconde 
de  H  sur  la  normale,  le  pied  K  de  cette  dernière  appartient 
à  Taxe  principal  qui  contient  le  foyer.  Joignant  donc  FK, 
on  aura  la  direction  de  cet  axe;  et  le  second  foyer  sera 
donné  par  la  rencontre  de  cette  droite  avec  la  droite  MN, 
menée  par  le  point  M  sous  un  angle  PMN  égal  a  FMQ.  Si 
la  rencontre  a  lieu  du  côté  de  QPoù  se  trouve  le  foyer  F, 
la  courbe  sera  une  ellipse;  elle  sera  une  parabole  si  MN  est 
parallèle  à  FK,  et  une  hyperbole  si  la  rencontre  a  lieu  du 
côté  opposé. 

Or,  il  est  facile  de  reconnaître,  d'après  les  données 
initiales,  lequel  de  ces  trois  cas  arrivera.  En  effet,  soit 
menée  par  le  point  F  une  parallèle  à  MN,  qui  coupe  en  I 
la  normale.  Si  Ton  a  MK  <  MI,  FK  rencontrera  MN  en 
un  point  F'  situé  du  même  côté  que  F  par  rapport  à  QP, 
et  par  conséquent  la  courbe  sera  une  ellipse.  Si  Ton  a 
MK  =MI,  la  ligne  FK  sera  parallèle  à  MN,  et  la  courbe 
sera  une  parabole.  Enfin,  si  l'on  a  MK>  MI,  la  ligne  FK 
rencontrera  le  prolongement  MN  ',  et  la  courbe  sera  une  by-- 
pcrbole. 


lj  * 


i(i 
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Il  lai 

idonc  calculer  MK  et  MI  d  ;ipres  les  dnuntes  Je  h 

ipieslio 

i.  Or,  MI  étant  la  bissectrice  de  l'angle-  FMF',  Ir 

triangle 

M  FI  est  isocèle,  et  ai  l'on  désigne  l'angle  connu 

FMOp 

ar  c,  ei  la  distance  donnée  FM  par  rt,  on  aura 

MI  =  ir,  cosi. 

Maintenant,  d'après  la  manière  dont  le  point  K  a  été  ob- 

' 

MK  =  MOcos'«, 

et  si  l'q 

désigne  par  vt  la  vitesse  initiale,  la  valeur  de  MO 
née  par  l'équation 

sera  (loi 

?r0S'=  MO' 

tp  étant 

a  force  qui  agit  «ir  le  point  M,  et  dont  la  valeur 

-s.. 

i  en  déduira 

MO          *   '          ot  par  imite     MF         *  " 

^  CM  i                                                       f. 

Compa 

aul  les  deux  expressions  nblrntir»  pour  MK  et  Ml. 

DYNAMIQUE.  1 7 

mêmes  caractères  que  nous  venons  de  trouver  pour  en  faire 
la  distinction.  Mais  nous  aurons  occasion  de  revenir  sur 
cette  question,  et  nous  effectuerons  alors  les  calculs  que 
nous  ne  faisons  qu'indiquer. 

12.  Troisième  exemple.  —  Trouver  la  trajectoire  dé- 
crite par  un  point  attiré  vers  un  centre  fixe,  en  raison 
inverse  du  cube  fie  la  distance. 

Soient  A  [fig.  a)  le  centre  d'attraction,  B  le  point  dans 
sa  position  initiale,  a  l'angle  qui  fait  avec  BA  la  direction 
BC  de  sa  vitesse;  représentons  toujours  par  *>0  l'intensité  de 
cette  vitesse,  et  par  r0  la  distance  AB. 

La  formule  (4),  appliquée  au  cas  actuel,  où  l'on  a  9  =  £> 

donne 


dV        \r;ejsin'a         Jr 


Nous  distinguerons    trois    cas ,  suivant  que  l'on  aura 

— -A 1  négatif,  nul  ou  positif.  Dans  tous  les  cas.  la 

vitesse  v  sera  donnée  par  la  formule 


*  =  £  +  €>, 
r7 

c'  étant  déterminé  par  les  valeurs  initiales  de  v  et  r. 

i°  Soit  d'abord    .  ,   .  , 1  =  0,  ce  qui  est  le  cas  le 

/•;«»;  sin* a  * 

plus  simple;  F  équation  précédente  devient 

-j£  =  °>     d'où    7  =  A«  +  B. 

Pour  déterminer  les  constantes  A  et  B,  nous  remarque- 
Il.  2 


* 

iS                                       LiynE  il. 

ions  ijii'iiu  poim  1),  par  lequel,  pour  plus  de  siinplicilc, 
nous  forons  passer  l'axe  polaire,  on  tloil  avoir 

Ur,  pour  0  =  ",  l'équation  de  la  courbe  donne 

1 

ilr 

il  en  résultera  donc 

d  =  1,    is«S5, 

et  l'équation  de  la  trajectoire  sera 

v 

,_     ■>    . 

i  -+•  0  eot  a 

Celle  courbe  est  donc   une   spirale  hyperbolique  dont  l« 
point  A  est  le  pè-le. 
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centre  le  pôle.  Car  ce  cercle  serait  la  trajectoire,  en  suppo- 
sant une  force  constante  égale  à  cette  valeur  initiale;  mais 
il  peut  aussi  être  considéré  comme  décrit  en  vertu  de  la 
force  proposée  qui,  ne  dépendant  que  de  la  distance,  agira 
toujours  avec  la  même  intensité  k  tous  les  pointa  du  cercle; 
donc,  puisque  cette  courbe  peut  être  considérée  comme  dé- 
crite en  vertu  de  la  force  proposée,  et  que  celle-ci  ne  peut 
produire  qu'un  seul  mouvement  d'après  les  données  ini- 
tiales, c'est  cette  courbe  même  qu'elle  fera  décrire. 

Enfin,  si  a  est  obtus,  le  point  ne  tend  plus  vers  le  pôle, 
et  le  rayon  devient  infini  pour  ô  =  —  tanga,  ce  qui  donne 
la  direction  de  l'asymptote. 

Cherchons  maintenant  k  exprimer  les  coordonnées  du 
mobile  en  fonction  du  temps. 

L'équation  t*dO  =  cdt  donne,  en  remplaçant  r  par  sa 

valeur, 

d  r\dB 

~~  c(n-0cota)î' 

dPoû 


/= 2 — |_c'; 

ccota     1  -+»  ôcota 


en  déterminant  la  constante  d  par  la  condition  qu'on  ait 
en  même  temps  t  =  o,  0  =  o,  et  remplaçant  c  par  sa  valeur 
r0^0sina,  on  aura 

,  =  _*_(, 1 \  =  _L_(r,_r), 

o0COSa  \  i  -f-  9  cota/         *'#COSa  v  ' 

d'où  l'on  déduit 

r  =  r9 —  r9f  cosa 

et 

*  =  -!-/ ï , 

cola  |  v%t 

i COS« 

r9 


np. 


an  lithk  il. 

l,a  valeur  de  r  dimiuuc  à  mesure  que  t  augmente,  Cl 

vient  nulle  pour  t= —  ;  le  mobile  parviendrait  doue 

au  pôle  après  i  et  intervalle  de  temps,  à  partir  du  point  de 
départ.  Quant  à  la  valeur  correspondante  de  9,  elle 
mente  sans  limite,  cl  le  mobile  a  fait  dans  ce  même  tenij 
une  infinité  de  révolutions  autour  du  pôle. 

Si  maintenant  on  cherche  les  positions  qui  ont  précédé 
le  moment  qu'on  a  pris  pour  origine  du  temps,  il  faut  faire 
/  négatif  depuis  zéro  jusqu'à  l'infini;  r  ira  eu  croissant 
depuis  r0  jusqu'à  l'infini,  et  0  depuis  o  jusqu 
qui  donne  la  direction  de  l'asymptote, 

i°  Soit  maintenant    t    ,    .   ; i  =  —  n*,  n  étant 

quantité  réelle. 

L'équation  dilléreniielle  de  la  trajectoire  aura  pour  il 
gralc 

-  =  AsinnG-f-Bcosn&. 

En  déterminant  les  constantes  A  M  H  d'après  les  dou; 
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on  en  déduit 

COta 
tang  n  9  =  cot  s  = > 

commp  on  l'aurait  trouvé  en  posant— jz-  =  o. 

À  partir  de  cette  valeur  particulière,  si  Ton  augmente 
ou  qu'on  diminue  9  de  quantités  égales,  sin  (nQ  -f-  e)  rece- 
vra les  mêmes  valeurs,  et,  par  conséquent,  la  courbe  est 
symétrique  par  rapport  à  la  direction  du  rayon  vecteur 
minimum. 

La  valeur  de  r  deviendra  infinie  lorsqu'on  aura 

sin(/iô -t- t)  =  o,     ou     /i0  -H  i  =r  mit, 
m  désignant  un  nombre  entier  quelconque;  on  aura  alors 

tang/?  9  =  —  tangi  =  —  n  tang  a. 

La  plus  petite  valeur  de  0  qui  satisfera  à  cette  équation 
donnera  la  direction  vers  laquelle  tendra  le  rayon  vecteur 
en  croissant  indéfiniment;  mais  on  ne  l'obtiendra  qu'après 
un  temps  infini,  comme  on  le  reconnaîtrait  facilement  en 
exprimant  t  en  fonction  de  0,  d'après  l'équation 

r2d9  =zcdt. 

3°  Supposons,  en  dernier  lieu,    ,  .  . i  =  /**. 

11  rlvl  snVa 

En  intégrant  l'équation  différentielle  de  la  trajectoire, 

on  trouvera  d'abord 

r 

et  en  déterminant  les  constantes  A  et  B  d'après  l'état  initial; 
on  obtiendra 
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Ou  voit  par  là  que,  0  croissant  indéfiniment,  r  niulia  i 
ïéro. 
Si,  pour  plus  de  simplicité,  on  suppose  a  = 


Celte  spirale  sera  symétrique  par  rapport  à  l'axe  polaîr 
ses  deux  branches  auront  le  pôle  pour  asymptote,  et  il  « 
facile  du  voir  que  le  mobile  y  parviendra  après  un  (eni 
fini.  En  ell'et,  de  l'équation 

f'rfft  =  ait 


i\tjet9 


-»+*r 


Déterminons  la  constante  C,  par  la  condition  qu'on  ait  à  I 
lois  /  =  o,  9  =  o,  on  trouvera 

c=4, 
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Il  est  un  cas  particulier  qui  mérite  d'être  remarqué  :  c'est 
celui  où  il  n'entre  qu'une  seule  exponentielle  dans  l'équa- 
tion de  la  trajectoire,  qui  devient  alors  une  spirale  loga- 
rithmique. Ce  cas  a  lieu  quand  on  a 

cota  =  ±  ». 

Supposons,  par  exemple,  cota  =  —  n.  On  a  pour  l'équa- 
tion de  la  trajectoire 

C'est  ce  qu'on  aurait  pu  reconnaître  immédiatement  au 
moyen  de  l'équation  (3)  qui,  dans  le  cas  actuel,  a  la  forme 

Or,  lorsque  les  constantes  données  satisferont  à  la  condi- 
tion v]  =  -Ç>  il  est  évident  que  l'équation  donnera  une  va- 

leur  constante  pour  le  rapport  .      ■■  qui  est  la  tangente  de 

w 

l'inclinaison  du  rayon  vecteur  sur  la  courbe  ;  or  c'est  là  la 
propriété  caractéristique  de  la  spirale  logarithmique.  Dans 
ce  cas,  la  valeur  de  «*,  qui  est 


devient 


—  —  i,     ou  ■  . i, 

ca  r*p;sin2a 


i 

-?—- 1,     ou     cot'a; 

sin'a 


ce  qui  ramène  à  la  condition  déjà  trouvée. 


CHAPITRE  XII. 

APPLICATION  DE  CE  QH  PRÉCÈDE  AU  SYSTÈME  DO  1IONUE. 


13.  L'observation  attentive  des  mouvements  des  corpa 
célestes,  continuée  pendant  un  grand  nombre  de  ninrllU.  I  D 
a  fait  connaître  plusieurs  lois  générales  qui  ont  pu  servir  «K- 
base  à  l'application  des  théories  mathématiques,  Pour  que 
les  formules  que  nous  avons  établies  puissent  s'appliquer 
au  mouvement  des  planètes  et  de  lous  les  autres  corp9  cé- 
lestes, i!  sullit  d'admettre  que  la  matière  qui  tes  compote 
est  soumise  aux  lois  que  nous  avons  reconnues,  sans  excep- 
tion, dans  les  corps  qui  nous  entourent,  et  qui  ont  pu  i-nv 
soumis  à  nos  expériences.  Or,  s'il  était  possible  d<-  doûttr 
â  priori  que  les  corps  célestes  soient  formes  d'une  matière 
quijouis5edeces  propriétés,  l'accord  entre  les  conséquences 
les  plus  minutieuses  de  celte  hypothèse  ei  l'observation 
des  faits  en  donnerait  la  preuve  à  posteriori. 
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sont  des  ellipses  dont  le  centre  du  soleil  occupe  un  des 
foyers  5 

3°  Les  carrés  des  temps  des  révolutions  des  planètes  au- 
tour du  soleil,  sont  proportionnels  aux  cubes  des  grands 
axes  de  leurs  orbites. 

Voyons  quelles  conséquences  rigoureuses  on  peut  tirer  de 
ces  lois. 

Comme-  nous  ne  savons  pas  si  le  centre  du  soleil  est  im- 
mobile, il  faut  raisonner  comme  s'il  était  en  mouvement. 
Or,  l'expérience  ayant  démon-tré  que  les  aires  décrites  par 
le  rayon  vecteur  d'une  planète  autour  du  centre  du  soleil 
sont  proportionnelles  au  temps,  on  en  conclut,  d'après  la 
théorie  du  mouvement  relatif,  que  la  force  relative  qui  solli- 
cite cette  planète  est  dirigée  vers  le  centre  du  soleil,  quelles 
que  soient  d'ailleurs  la  nature  et  la  loi  de  cette  force.  Ce 
qui  signifie,  comme  nous  le  savons,  que  si,  à  un  instant 
quelconque,  on  appliquait  à  la  planète  une  force  accéléra- 
trice égale,  parallèle  et  de  sens  contraire  à  celle  qui  donne- 
rait au  soleil  le  mouvement  qu'il  a  dans  l'espace,  la  résul- 
tante de  cette  force  et  de  celle  qui  est  réellement  appliquée 
à  la  planète  est  constamment  dirigée  vers  le  centre  du  so- 
leil. Maintenant,  la  seconde  loi  de  Kepler,  faisant  connaî- 
tre la  trajectoire  relative  de  la  planète,  va  déterminer  la 
fonction  qui  représente  l'intensité  de  la  force  relative  qui  la 
fait  décrire. 

Soient  2  a  le  grand  axe  de  cette  ellipse,  e  son  excentri- 
cité, r  le  rayon  vecteur  mené  du  centre  du  soleil  à  une 
position  quelconque  de  la  planète,  et  w  l'angle  que  forme 
son  grand  axe  avec  la  ligne  fixe  passant  par  le  centre  du 
soleil,  à  partir  de  laquelle  nous  comptons  les  angles  0  qui 
déterminent  le  rayon  vecteur.  L'équation  de  cette  courbe 
sera 

a  (r — c1)  1         i4-£cos(0  —  w) 

r  =z -,      ou      -=  - 

i-t-rcos(0  —  w)  /*  ai  —  à2) 


j6 
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Or,  nous  avons  trouva,  pour  l'expression  générale  de  la 
force  ai-célcrairice^,  lu  formule  suivante  : 

J,    *ï\ 

'=M?  +  W> 

L'équation  de  la 

n ,  ijec  toi  re  que  nous  considérons  donne 

Donc 

d>- 

il,  par  suite, 

e'         I 

f-n(1-,  )r- 

Cotte  valeur  é 

tant  positive,  il  s'ensuit  que  le  mouvement 

relatif  d'une  pli 

mète  quelconque  autour  du  soleil  est  j»ro- 

duil  par  une  foi 

■ce  dirigée  vers  le  centre  de  eet  astre  ;  et  sa 

grandeur  varie  i 

n  raison  inverse  du  carré  de  la  distance  a 
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dans  l'unité  de  temps.  Si  donc  T  est  le  temps  de  la  révolu- 
tion entière,  on  aura 


et,  par  conséquent, 

à  l'unité  de  distance  du  centre  du  soleil.  Mais,  d'après  la 

A» 
troisième  loi  de  Kepler,  le  rapport  ~  est  le  même   pour 

toutes  les  planètes;  donc  la  force  qui  sollicite  l'unité  de 
masse  de  chacune  d'elles  vers  le  centre  du  soleil,  est  la 
même  à  la  même  distance  de  ce  point. 

Ainsi  les  mouvements  relatifs  des  planètes  sont  dus  à 
une  force  dirigée  vers  le  centre  du  soleil,  proportionnelle  à 
la  masse  sur  laquelle  elle  agit,  et  en  raison  inverse  du 
carré  de  la  distance  à  ce  centre. 

15.  Mais  il  ne  faut  pas  se  méprendre  sur  le  sens  rigou- 
reux de  ces  conséquences. 

Les  lois  de  Kepler  prouvent  que,  dans  le  mouvement  re- 
latif tel  qu'il  a  lieu  pour  une  planète  quelconque,  la  force 
qui  agit  sur  ce  corps  suit  la  loi  que  nous  venons  de  déter- 
miner; mais  s'ensuit-il  que  cette  loi  serait  la  même  pour 
un  autre  mouvement  de  la  même  planète?  Par  exemple,  ce 
corps,  placé  sans  vitesse  à  différentes  distances  du  centre 
du  soleil,  serait-il  attiré  vers  ce  point  en  raison  inverse  du 
carré  de  la  distance?  Cela  ne  résulte  nullement  de  la  valeur 
trouvée  pour  <f  ;  car  elle  aurait  pu  être  exprimée  en  fonc- 
tion de  det  même  de  t,  et  Ton  en  aurait  conclu,  avec  au- 
tant de  raison,  d'autres  lois  pour  la  force  accélératrice. 
Ces  lois  auraient  été  prouvées  pour  le  mouvement  en  ques- 
tion, mais  non  pour  aucun  autre;  et  il  est  évident  que 


deux  d'entre  elles  au  moins  ne  sauraient  être  générale*. 
puisque  chacune  d'elles  exclut  les  autres. 

Néanmoins  l'ensemble  des  résultais  relatifs  aux  diflé- 
rentes  planètes  peut  conduire  à  la  connaissance  de  la  loi  gé- 
nérale que  suit  la  force  qui  produit  leurs  mou vemculi.  On 
reconnaît  d'abord  qu'elle  ne  peut  dépendre  du  temps;  car, 
pour  chaque  planète,  la  force  sérail  exprimée  jiar  une 
fonction  périodique,  dont  la  période  aurait  la  même  duiéc 
que  la  révolution  de  cette  planète;  ce  qui  ne  saurait  éln-, 
puisque  ces  durées  varient  d'une  planète  à  l'autre.  On  ne 
peut  admettre  non  plus  que  la  force  dépende  de  la  direc- 
tion, caries  calculs  relatifs  à  chaque  planète  ne  s'accorde- 
raient pus  à  donner  une -même  forme  à  celle  fonction.  Au 
contraire,  tous  ces  mouvements  conduisent  à  une  même 
expression  de  la  force  accélératrice  en  fonction  de  U  dis- 
tance ;  on  m'  peut  donc  douter  que  ce  ne  soit  la  la  vrsïe  lot 
suivant  laquelle  la  matière  qui  compose  les  planète»  est 
attirée  vers  le  centre  du  soleil,  autant  toutefois  que  les  lois 
de-  Képlrr  seront  regardées  comme  exactes  et  immuables. 

Celte  action,  dirigée  constamment  vers  le  centre  du  so- 
leil ,  semble  ne  pouvoir  être  attribuée  qu'à  la  matière 
même  qui  compose  ce  corps  ;  et,  si  1  on  étend  aux  corps  ce- 
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d'où  il  résulte  que  l'action  du  soleil  ne  change  pas  sensible- 
ment les  mouvements  relatifs  d'une  planète  et  de  ses  satel- 
lites. 

Or  les  lois  de  Kepler  s'étendent  à  ces  derniers  mouve- 
ments; il  s'ensuit  donc,  par  les  mêmes  raisons  déjà  don- 
nées pour  les  planètes  relativement  au  soleil,  que  les  satel- 
lites d'une  même  planète  sont  sollicités  vers  le  centre  de 
cette  planète  par  des  forces  proportionnelles  à  leurs  masses, 
et  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance  à  ce  centre.  Et 
d'après  ce  principe  de  l'égalité  de  l'action  et  de  la  réaction, 
les  satellites  attirent  leur  planète  commune,  proportion- 
nellement à  leurs  masses  respectives  et  à  la  même  fonction 
des  distances. 

Une  planète  attirant  le  soleil  proportionnellement  à  la 
masse  qu'elle  possède,  il  est  naturel  d'admettre  que  toutes 
les  parties  qui  la  composent  concourent  à  produire  cette 
action  dans  la  proportion  de  leurs  propres  masses,  et 
qu'ainsi  une  molécule  quelconque  de  cette  planète  attire  le 
soleil  dans  le  rapport  de  la  masse  de  cette  molécule  à  celle 
de  la  planète.  Il  est  aussi  naturel  d'admettre  qu'il  en  est  de 
même  pour  l'attraction  qu'exerce  la  planète  sur  ses  satel- 
lites, et  qu'une  molécule  quelconque  de  cette  planète  attire 
un  satellite  dans  le  rapport  de  la  masse  de  cette  molécule  à 
celle  de  la  planète.  Maintenant  les  satellites  d'une  même 
planète  étant  attirés  par  elle,  proportionnellement  à  leurs 
masses,  on  en  conclut  encore  que  leur  réaction,  égale  et 
contraire,  est  proportionnelle  à  leurs  masses,  et  que,  par 
conséquent,  toutes  les  parties  d'un  satellite  attirent  propor- 
tionnellement à  leurs  propres  masses.  Enfin,  par  analogie, 
on  étendra  la  même  propriété  à  la  matière  du  soleil,  et  l'on 
admettra  que  toutes  les  parties  qui  le  composent  attirent 
la  matière  proportionnellement  à  leurs  propres  masses,  et 
en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance.  En  généralisant 
cette  conception,  on  regardera  comme  une  loi  commune 


5o 

.1  truite  t 

,,„,  dcm 

prnpnitn 

■lu  cane 
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i  ni  autre  qui  compose  noue  système  planétaire 
.  molécules  quelconques  s'attirent  l'une  l'autre, 
uiiielleiiient  à  leurs  masses,  et  en  raison  inverse 
de  leur  distance. 


1(1.  Si 

t  formes 


lion.  Btoi 
leurs  sale 
roules,  qi 

i;. il!  r.i 
«rp.j.1 
soleil  des 


corps  célestes  étaient  exactement  spbériques 
<  luchej  concentriques  homogènes,  nous  avons 
•,  dans  la  loi  d'attraction  que  nous  admettons, 
les  uns  sur  les  autres  comme  si  toute  leur 
'■in Tic  en  leur  centre.  Il  n'en  sera  pas  tout  à 
ic  que  leur  figure  diffère  un  peu  de  celle  de  1» 
il  n'en  résultera  que  des  perturbations  dont 
s  tenir  compte  dans  une  première  approxima- 
uii sidérerons  donc  le  soleil,  les  planètes  et 
s  comme  des  points  matériels  de  masses  ili  Me- 
ntirent tous  proportionnellement  à  leurs  mas- 
un  inversedu  carte  delà  distance. 
n  qu'éprouve  une  planète  de  la  part  des  autres 
unie,  produit  dans  son  mouvement  autour  du 
itnrbatious,  qui  sont  l'objet  principal  de  la 
■li-ste;  nou>.  H"  imtb  <-n  <.ei  openms  pas  dai 


* 
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la  planète  autour  du  soleil,  il  faudra  supposer  qu'elle  soit 
sollicitée  par  une  force  égale  à  la  somme 

/M      fm  /(M-h/;i)  .<* 

— r  -h  — r       OU ,  -rrf 

r2         r*  r2  r:f\ 

dirigée  vers  le  soleil,  que  l'on  considérera  alors  comme 
fixe;  car,  d'après  la  théorie  générale  du  mouvement  re- 
latif, on  doit  appliquer  au  point  dont  on  étudie  le  mouve- 
ment, une  force  accélératrice  égale,  parallèle,  et  de  sens 
contraire  à  la  force  accélératrice  qui  agit  sur  l'autre  ;  on 
peut  ensuite  considérer  ce  dernier  comme  fixe,  et  le  mou- 
vement de  Vautre  comme  un  mouvement  absolu.  Quant  à 
la  vitesse  initiale  qu'il  faudra  supposer  au  point  mobile, 
elle  sera  la  résultante  de  sa  vitesse  absolue  initiale,  et 
d'une  vitesse  égale  parallèle  et  de  sens  contraire  à  celle  de 
l'autre. 

Or,  dans  le  mouvement  relatif  d'une  planète  autour  du 

soleil,  nous  avons  trouvé    ■         pour  l'expression  de  la 

force  accélératrice  relative,  en  supposant  la  distance  égale 
à  l'unité;  nous  aurons  donc,  d'après  ce  que  nous  venons 
d'établir, 

Ve 


a* 


On  voit  par  là  que  —  dépendant  de  m  doit  varier  d'une 

planète  à  l'autre,  à  moins  qu'elles  n'aient  des  masses  égales, 
ce  qui  n'a  aucune  vraisemblance.  Mais,  comme  l'observa- 
tion a  conduit  Kepler  à  regarder  ce  rapport  comme  le 
même  pour  toutes  les  planètes,  on  est  obligé  d'en  conclure 
que  le  terme  fm  est  une  très -petite  partie  du  second  mem- 
bre/(M-+- m),  et  que  par  conséquent  la  masse  m  d'une 
planète  quelconque  est  très-petite  par  rapport  à  la  masse  M 
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du  soleil.  Nous  venons  bientôt  l'application  Je  cette  im- 


17.  >iïus  avons  été  conduit  à  la  loi  de  l'attraction  en 
laut  usage  de  I  m  nulles  générales  relatives  aux  forces  cen- 
les;  niais  on  pouvait  y  parvenir  plus  simplement  par  la 
le  considérai  iun  de  ta  force  centripète.  Avant  d'exposer 
le  méthode,  nous  rappellerons  quelques  formules  rela- 
is a  l'ellipse,  el  qui  sont  d'une  application  fréquente. 
Soient  rt  i't  h  {fi g,  3)  les  demi-axes  d'une  ellipse,  c  la 
taure  du  centre  aux  foyers.  Joignons  un  point  quelcon- 
■  M  de  relie  ruurbc  aux  foyers  F,  F';  abaissons  de  F,  F* 
du  centre  O,  les  perpendiculaires  FP,  F'P',  OQ  sur  la 
ladite  eu  SI,  et  lirons  la  normale  MK.  Posous 

OQ=î,     MN=n,     MMF  =  ».i 
ubtiendra  facilement  les  formules  suivantes  : 
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core  immédiatement  la  formule 

Le  rayon  de  courbure  R  est  égal  au  cube  de  la  normale 
divisé  par  le  carré  du  demi-paramètre.  En  effet,  abaissons 
les  perpendiculaires  MI,  M'I'  sur  les  rayons  menés  à  deux 

M'I 
points  infiniment  voisins  M,  M'  5  -rrp-  a  pour  limite  1,  donc 

MI 
aussi  ïjT-r,  •  Donc,  en  désignant  par  a,  a'  les  angles  MF  M', 
M  I 


MF  M',  on  aura 


a  : 

=  a 

'*'' 

Mais 

2O' 

w«^  < 

a  +  a'  = 

a(  1  -h 

l) 

2fla 

ou 

0'  = 

aa 

Or 

R 

_MM' 
""    0'   ~ 

MM'*' 
aa 

* 

a  = 

MI 

MM' 

* 

cosw; 

donc 


"""  <3C0S<»  tf£  61 


On  reconnaît  encore  immédiatement  que  la  projection  de 
la  normale  sur  l'un  des  rayons  vecteurs,  ou  racoso),  est 

égale  au  demi-paramètre  £• 

On  voit  aussi  que  la  projection  du  rayon  de  courbure  sur 
un  des  rayons  vecteurs,  ou  Rcosco,  est  égale  à  — 1  qua- 
trième proportionnelle,  que  l'on  construira  immédiatement, 
de  manière  que  M  soit  une  de  ses  extrémités,  et  l'autre  en 
un  certain  point  de  MF'.  Elevant  en  ce  point  une  perpen- 
diculaire à  MF',  elle  rencontrera  la  normale  au  centre  de 
courbure.  Mais  on  arrivera  encore  à  une  construction  plus 
II.  3 

A- 


■  *. 
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trùuvo  dans    le 
servant  qu'on  a 

R  cos  i»i=- 


Princifies    At 


D'où  il  suit  que  si  par  le  pied  de  la  no 
une  perpendiculaire  jusqu'à  la  renconi 


aie  un    lui   élève 
d'un   des  raTi'in 
urs,  et  que  par  ce  point  de  reuconlre  on  eu  élève  une 
autre  à  ee  rayon  vecteur,  cette  dernière  ligne  coupera  la 
normale  au  centre  de  courbure. 

Ou  a  des  formules  analogues  pour  la  parabole  ri    l'hy- 

IS.  Revenons  maintenant  à  la  question  de  niérfim'que 
Les  aires  el.iut  proportionnelles  au  temps,  la  force  qui  pro- 
duit le  mouvement  relatif  autour  du  soleil,  passe  par  le 
■  entre  de  ci  l  astre;  et  il  s'agit  de  trouver  la  lot  de  celte 
force,  s.icliant  qun  la  courbe  décrite  est  une  ellipse  dont  le 
centre  du  soleil  occupe  un  foyer. 

Désignons  par  9  la  force  accélérât riec  appliquer  au  point 
matériel  M  et  dirigée  suivant  MFj  sa  composante  KÛnM 
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formules  applicables  à  toute  courbe;  et,  remettant  pour/?, 
R  et  cos  o>,  leurs  valeurs  en  ô  et  ô\ 

_  C'a 

Ce  qui  prouve  que  la  force  est  en  raison  inverse  du  carré 
de  la  distance  au  centre  du  soleil. 

On  peut  exprimer  la  constante  C  au  moyen  du  temps  ï 
de  la  révolution  de  la  planète  autour  du  soleil  ;  car  le  double 
de  Taire  de  l'ellipse  étant  iTtaby  on  aura 

CT=:2itab'f 
donc 

et 

?  —  —jr~  '  J7  5 

de  sorte  que  la  force  accélératrice  à  l'unité  de  distance  est 
4  n'a* 

T 

On  retombe  ainsi  sur  les  résultats  trouvés  précédemment. 
Si  la  force  était  dirigée  vers  le  centre  O,  on  aurait 

C  C1  C'.OM       C  \a~)     ^M        (? 

q  T        ç'RcoSo»  q* 


<>=  -<p  =  =  — =  — * — i-.OM=  — -  .  OM, 

qJ        tf'Rcos»  <7»R  q*n*  a*  b1 


résultat  identique  avec  celui  que  nous  avons  déjà  trouvé 
par  l'analyse  (n°  5). 

19.  Avant  d'obtenir  la  démonstration  de  la  loi  de  l'at- 
traction des  planètes,  Newton  l'avait  entrevue  par  des  con- 
sidérations que  nous  allons  indiquer,  et  qui,  sans  avoir  le 
même  degré  de  rigueur,  ne  laissaient  pas  que  de  donner  de 

très-fortes  inductions. 

3. 
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Les  satellites  décrire»!  autour  du  leurs  planèl 
lives  des  orbi  les  sensiblement  circulaires,  auxquelles  a'ap- 
pliqucnl  les  lois  de  Kepler  :  el  les  planètes  décrivant  de» 
orbi  Les  d'excentricités  différentes,  on   peut  supposer,  par 
analogie,  que  les  lois  de  Kepler,  qui  leur  sont  commune*. 
s'appliqueraient  encore  au  cas  d'orbites  Circulaires  :   d  au- 
tant plus  que  les  orbites  réelles  élanrtrès-peu  excentriques, 
on  peut  avec  une  assee  grande  approximation  les  regart 
comme   circulaires.  Ainsi,   on    aura  des   résultats,    sinoi 
exacts,  an  moins  fort  approchés,  en  appliquant  les  lois  t 
Kepler  au  cas  d'orbites  circulaires.   Cela  posé,  la  loi  < 
aires  indique  toujours  que  la  force  qui  agît  sur  chaque  pla- 
nète est  dirigée  vers  le  centre  du  soleil.    La  seconde  1 
qui,  dans  le  cas  général,  prouvait  que,  pour  la  même  pla- 
nète, la   force  accélératrice  variait  en  raison  inverse  ( 
carré  de  la  distance,  montre,  dans   le  cas  actuel,  que 
vitesse  est  constante;  car  les  arcs  de  cercle  sont  prope 
tionnelsaux  secteurs  et,  par  suite,  au  temps;  ou  encore  I 
loice  est  toujours  normale  à  la  trajectoire;   et,  pare 
queut,  la  vitesse  est  invariable.  Or,    la  force  cenlrîpi 
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m 

ce  qui  s'accorde  avec  la  valeur  générale  •  «  —  >  dans  la- 

quelle on  supposerait  r  =  a  =  R. 

Passons  maintenant  à  la  troisième  loi,  qui,  dans  le  cas 
général,  étendait  la  loi  d'attraction  trouvée  pour  les  di- 
verses positions  sur  une  même  orbite,  aux  positions  rela- 
tives à  des  orbites  différentes.  Dans  le  cas  actuel,  le  résultat 
analogue  que  nous  allons  trouver  ne  sera  pas  une  extension, 
mais  bien  la  première  manifestation  de  cette  même  loi. 
Soient  9,  <f'  les  forces  accélératrices  relatives  à  deux  pla- 
nètes quelconques,  dont  les  distances  au  soleil  sont  R,  R', 
et  les  durées  des  révolutions  T,  T'.  On  aura,  d'après  les 

valeurs  de  9  et  <{/, 

R     R' 

il   *   ta      *  '    —    •    —    • 
T    '    T       •  «     rp    •     y.,t   î 

or,  la  troisième  loi  de  Kepler  donne 

T5:  T"  ::  Rs:  R'*. 

Remplaçant,  dans  le  second  rapport  de  la  proportion 
précédente,  Tf  et  T'1  par  les  quantités  proportionnelles 
Rf,  R7»,  elle  devient 

ce  qui  prouve  que  la  force  appliquée  à  l'unité  de  masse 
varie  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance  au  centre  du 
soleil. 

Les  satellites  d'une  même  planète  étant  soumis  aux 
mêmes  lois,  relativement  a  leur  planète,  on  en  conclut 
que  l'attraction  des  satellites  varie  de  même  en  raison  in- 
verse du  carré  de  la  distance  au  centre  de  la  planète  autour 
de  laquelle  ils  opèrent  leur  mouvement.  La  terre,  n'ayant 
qu'un  satellite,  ne  pouvait  fournir  une  vérifleation  sem* 
blable  de  cette  loi  d'attraction -,  mais  elle  en  donnait  une 
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autre  qui  n'a  pas  échappé  à  JNl-wIou.  Ea  eflet,  si  de  le 
semble  (1rs  pliénoinènes  précédents  on  lire,  comme  nous 
l'avons  déjà  fait  ci-dessus,  la  conséquence  que  deux  molé- 
cules quelconques  de.  matière  s'attirent,  proportinmifllr- 
ment  à  leurs  niasses,  el  en  raison  inverse  du  carré  de  leur 
dislance,  In  terre  pouvant  être  considérée  comme  compo- 
sée de  couches  concentriques  homogènes,  son  action  sur  un 
point  situé  à  sa  surface,  ou  au  delà,  est  la  même  que  si  toute 
sa  masse  était  réunie  à  son  centre.  Or,  la  distance  des  cen- 
tres de  la  lune  el  de  la  terre  ayant  pour  valeur  moyenne 
soixante  rayons  terrestres,  la  pesanteur  à  la  surface  de  1 1 
terre  doit  elre  36oo  fois  plus  grande  que  l'attraction  exer- 
cée par  la  terre  sur  une  même  masse  située  sur  la  lune  :  ce 
même  rapport  doit  donc  exister  entre  les  espaces  parcourus 
dans  un  même  temps  par  les  corps  tombant  à  la  surface  de 
la  terre,  et  par  la  lune  dans  le  sens  de  l'attraction  de  1 
icrre. 

Or  celte  vérification,  bien  facile  à  faire,  réussit  < 
plélcmeui. 

En  elïet,  si,  pour  simplifier  le  calcul,  nous  considéron* 
l'elliiise   tiï'i-neii  pïCHiilrinue  nue  décrit    la    lune,    comme 


tare  oe 
i  de  U 

t  corn- 


'.f 
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ce  qui  ne  diffère  pas  sensiblement  de  ^.  ;  et  Ton  ne  trou- 
verait aucune  erreur  appréciable  en  ayant  égard  à  diverses 
circonstances  que  nous  avons  négligées. 

Le  résultat  de  ce  calcul  fournissait  donc  une  confirma- 
tion de  celte  supposition,  que  toutes  les  molécules  de  la  ma- 
tière s'attirent  proportionnellement  aux  masses,  et  en  raison 
inverse  du  carré  de  la  distance  ;  et  que  la  pesanteur  à  la  sur- 
face de  la  terre  est  un  effet  de  cette  attraction,  aussi  bien 
que  la  pesanteur  à  laquelle  la  lune  est  soumise  vers  le  même 
centre. 

20.  Masses  clés  planètes.  —  Il  est  facile  de  déterminer 
le  rapport  de  la*  masse  d'une  planète  a  celle  du  soleil,  lors* 
que  cette  planète  est  accompagnée  d'un  satellite  ayant  une 
niasse  relativement  très-petite.  En  effet,  représentons  par 
M  la  masse  du  soleil,  par  w#,  m'  celles  de  la  planète  et  de 
son  satellite,  par  2  a,  a  a1  les  grands  axes  des  orbites  de  la 
planète  et  du  satellite,  et  par  T,  T' les  temps  de  leurs  révo- 
lutions; on  aura,  d'après  ce  qui  précède, 

in2  a3 

1^-  =/(M  4-  m), 

4*""  ri         .         m 

d'où 

a'*T>        jff-f-//*' 


■*— —  • 


<tlV2        M  -t-  m 

Or  le  second  membre  peut  être  regardé  comme  sensible- 
ment égal  à  r-j  parce  que  m  est  très-petit  par  rapport  à 
M,  ainsi  que  ni  par  rapport  à  m.  On  peut  donc  écrire 
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T  et  ï'  sont  connus  par  l'observât! ou,  et  il  suffit  de  < 
naitrc  une  valeur  approchée  de  —  pour  en  déduire,  avec 
une  approximation  du  même  ordre,  le  rapport  de  la  musc 
de  la  planète  à  relie  du  soleil.  Newton  a  trouvé,  par  ce  pro- 
cédé, j—-;  pour  lo  rapport  de  la  niasse  de  Jupiter  à  celle  du 
soleil.  Des  procédés  plus  précis  ont  donné  7—,  ce  qui  en 
diffère  très-peu. 

21  .    La  masse  de  la  terre  ne  peut  se  déterminer  très-exac- 


tement pai 


lélhode  que  1 


1  avons  ind: 


quee  pour  h-* 


planètes  qui  ont  des  satellites,  parce  que  la  masse  d«*  la  I 
ne  peut  être  infligée  par  rapport  à  celle  de  la  terre  ;  néan- 
moins cette  méthode  donnera  un  moyen  de  vérïliraticm 
lorsque  l'on  connaîtra  le  rapport  de  ces  deux  masses.  Mais 
on  peut  parvenir  à  connaître  la  masse  de  la  terre  par  un 
autre  moyen  qui  ne  saurait  être  employé  pour  aucune 
autre  planète,  et  qui  résulte  de  la  connaissance  que  nom 
avons  de  l'attraction  qu'elle  exerce  sur  les  corps  situés  a  sa 
surface.  Cette  attraction  est  égale  à  la  pesanteur,  augmen- 
tée de  la  composante  verticale  de  la  force  centrifuge.  De 
plus,  il  faut  avoir  égard  k  l'aplatissement  de  la  terre,  et  l'on 
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On  peut  tirer  de  là  la  valeur  de  y,  et  la  reporter  dan* 
la  formule  =f{M  4-  m)  qui  se  rapporte  au  mouvez >*" 

ment  de  la  terre  autour  du  soleil.  Il  en  résulte 


d'où 


*  _^         »  • 


—  i. 


Mais  on  a 


m        Gr'T 


T  =  864oo.  (365,256374), 


v%s 


et  la  valeur  de  la  parallaxe  du  soleil  donne  ^ 

az=z  23984.^; 
en  effectuant  les  calculs,  on  trouvera 

-  =  35{592,      on     S=35^- 

Il  est  facile  de  déduire  de  là  le  rapport  de  la  densité  de  la         ^. 
terre  à  celle  du  soleil.  En  effet,  le  diamètre  du  soleil  est  égal..     ~ 
à  110  fois  celui  de  la  terre,  et  les  densités  de  deux  corpr 
sont  entre  elles  comme  leurs  masses  divisées  par  leurs  vo- 
lumes; d'où  Ton  conclut  facilement  que  la  densité  de  la 
terre  est  à  peu  près  quadruple  de  celle  du  soleil. 

Si,  d'après  cela,  on  calcule  la  pesanteur  à  la  surface  du 
soleil,  on  trouve  qu'une  même  masse  y  pèse  29  fois  et  demie 
autant  qu'elle  pèserait  à  la  surface  de  la  terre;  et  que  les 
corps,  abandonnés  à  la  libre  action  de  cette  force,  y  par* 
courraient  un  espace  d'environ  i45  mètres  dans  la  première 
seconde,  tandis  qu'à  la  surface  de  la  terre  l'espace  qu'ils 

parcourent  dans  le  même  temps  n'est  que  — 


peu* 

Le 

leil. 

élira 
L'at 

'indiquer 
tilcs  i|bi 

Les  ma 


Ac 


insscs  des  planètes  qui  n'ont  pas  de  satellites  no 
déterminées  par  le  procédé  du  nu  20,  ei  l'on 
turtx'la,  aux  perturbations  que  leurs  actions 
(induisent  dans  leur  mouvement  autour  du  so- 
u  d'une  planète  étant  proportionnelle  à  sa 
un  nil  à  priori  que  le  trouble  apporté  par  celte 
m  mouvement  produit  parcelle  du  soleil,  peut 
a  connaissance  du  rapport  de  la  masse  de  cette 
lr  du  soleil.  Cette  importante  question  est  du 
i  mécanique  céleste,  et  nous  nous  bornons  à 
IV  procédé  peut  s'appliquer  également  aux  pla- 
ît dfis  satelliies,  et  c'est  ainsi  qu'on  a  trouvé 
masse  de  Jupiter. 

:  i  des  satellites  d'une  même  planète  pourront 
r  i  oiuparées  à  celles  de  leur  planète  au  moyeu 
ilîtins  que  leurs  actions  mutuelles  apportent  a 
tient  nu  tour  de  cette  planète  ;  et  l'on  en  déduira 
de  leurs  masses  à  celle  du  soleil,  puisqu'on 
lî  île  la  masse  de  la  planète  à  celle  du  soleil.  Il  y 
iceptioD  pour  l,i  terre  qui  n'a  qu'un 
même  avantage  dont  on  a 
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de  la  masse  de  la  lune  à  celle  du  soleil,  et,  par  suite,  à  celle 
de  la  terre.  On  trouve  ainsi  que  la  masse  de  la  lune  est  -~  de 
celle  de  la  terre. 

En  considérant  la  terre  et  une  autre  planète  quelconque 
dont  m,  soit  la  masse,  Tj  le  temps  de  la  révolution,  et  a&  le 
demi  grand  axe  de  l'orbite,  on  obtiendra  l'équation 


aJT        M  H- m, 


AJÏ;         M -h  m 

Si  donc  mx  et  T,  sont  connus,  on  déterminera  le  rapport 

—y  et,  par  suite,  a,,  puisque  a  est  connu.  Cette  équation 

ne  serait  pas  propre  à  faire  connaître  ml9  parce  qu'une  er- 
reur dans  le  premier  membre,  de  Tordre  de  celle  que  nous 
avons  pu  admettre  dans  le  n°  20,   où  le  second  membre 

était  ■=£*  en  produirait  ici  une  beaucoup  plus  considérable 

sur  ce  rapport  qui  n'est  qu'une  très-petite  partie  du  second 
membre,  de  sorte  que  Terreur  pourrait  être  comparable  à 
la  quantité  inconnue. 

23,  Jusqu'ici  nous  n'avons  déterminé  que  les  rapports 
des  masses  des  planètes  et  du  soleil;  mais  on  peut  obtenir 
une  valeur  approchée  de  celle  de  la  terre,  et  toutes  les  au- 
tres s'ensuivront.  Il  suffit,  pour  cela,  de  connaître  le  rap- 
port de  l'attraction  exercée  par  une  masse  connue  sur  un 
corps  quelconque  à  une  distance  donnée,  au  poids  de  ce 
corps;  et  c'est  à  quoi  l'on  peut  parvenir,  soit  par  l'équi- 
libre, soit  par  des  mouvements  oscillatoires  :  nous  nous 
contenterons  de  donner  une  idée  du  premier  moyen. 

Supposons  une  boule  d'un  petit  diamètre  suspendue  par 
un  fil  dont  la  longueur  est  /  et  soumis  à  l'action  d'une 
sphère  ayant  pour  rayon  R,  pour  densité  D,  et  son  centre 
dans  le  plan  horizontal  mené  par  l'extrémité  du  pendule,  a 
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une  distance  a  de  ce  point.  Soient  rivi  r  \a  densité  moyenne 
et  le  rayon  de  la  [erre,  et  «  l'angle  formé  avec  la  verticale 
par  le  pendule  en  équilibre. 

L'attraction  evercée  par  la  sphère  sur  la  petite  boule 


dont  i 


s  désignerons  la  masse  par  m,  sera  j 


_  B'  Xtfm 


son  bras  de  levier  Içosx.  L'attraction  exercée  par  la  terre 
sera  jît  rdjrn,  et  son  bras  de  levier  /sina.  Les  moments  de 
ces  deux  forces  devant  être  égaux  pour  l'équilibre,  on  en 
conclut,  en  supprimant  les  facteurs  c 


R!D 


=  rdsma,      d'oil 


R'D 

a'rd 


Si  donc  on  peut  observer  l'angle  «,  qui  sera  nécessairement 
très-petit-  tout  sera  connu  dans  cette  équation,  excepté  H 
qui  se  trouvera  déterminé. 

Une  observa  lion  de  ce  genre  faite  par  Maskelyuc,  cii 
Ecosse,  dans  le  voisinage  d'une  montagne  dont  il  avait  éva- 
lué approximativement  la  masse  et  la  distance  mnyrniie, 
lui  a  donné,  pour  la  densité  moyenne  de  la  terre,  une  valeur 
égale  à  quatre  ou  cinq  fois  celle  de  l'eau. 


DYNAMIQUE.  45 


CHAPITRE  XIII. 

CALCUL  DU  MOUVEMENT  DES  PLANÈTES  AUTOUR  DU  SOLEIL. 


24.  Nous  avons  reconnu  que  les  mouvements  des  pla- 
nètes autour  du  soleil  sont  produits  par  une  force  attrac- 
tive, agissant  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance;  et 
que  la  loi  de  la  force  serait  encore  la  même  si  les  trajec- 
toires, au  lieu  d'être  des  ellipses,  étaient  des  paraboles  ou 
des  hyperboles.  Nous  allons  maintenant  traiter  la  question 
inverse;  nous  considérerons  une  force  dont  l'intensité  varie 
en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance,  et  nous  nous  pro- 
poserons de  déterminer  de  la  manière  la  plus  générale  les 
trajectoires  quelle  peut  faire  décrire  au  point  attiré,  et  la 
position  de  ce  point  à  chaque  instant. 

Il  y  a  deux  cas  à  examiner,  suivant  que  le  centre  d'at- 
traction est  fixe  ou  mobile.  Il  est  d'ailleurs  très-facile  de 
faire  rentrer  le  second  cas  dans  le  premier,  en  supposant 
que  les  deux  points  ne  soient  soumis  qu'à  leur  action  mu- 
tuelle, et  en  outre  à  des  forces  accélératrices  égales  et  pa- 
rallèles, qui  ne  pourront  avoir  aucune  influence  sur  les 
mouvements  relatifs. 

En  effet,  soit  P  l'action  mutuelle  des  deux  points  dont 

les  masses  sont  respectivement  M  et  m  ;  la  force  accéléra- 

P 
trice  appliquée  au  point  m  sera  —  Si  donc  on  cherche  le 

mouvement  relatif  de  m  autour  de  M,  il  faut  supposer  ce 
dernier  point  immobile,  et  considérer  le  premier  comme 
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attiré  vers  lui  par  une  force  accélérai  ri  ce  égale  s 


Al' 


(=-i> 


Quant  à  la  vitesse  initiale  qu'il  faudra  attribuer  à  m,  elle 
réstillera  de  la  composition  de  sa  vitesse  initiale  absolue  n 
de  celle  de  M  prise  en  sens  contraire. 

Ainsi,  le  mouvement  relatif  de  deux  points  qui  s'attirent 
suivant  une  loi  quelconque,  est  ramené  au  mouvement  ab- 
solu d'un  point  attiré  vers  un  centre  fixe  par  une  force  qui 
suit  la  même  loi ,  et  ne  diffère  de  la  première  qui*  par  un 
coefficient  constant. 

25.  Nous  pouvons  donc  nous  pincer  dans  I  livpotbêsc 
d'un  centre  d'action  immobile,  et  nous  représenterous  par 

~  la  l'on  e  accélératrice   qu'il  produit  sur  le  mobile.    i.e* 

équations  du  mouvement  seront 

'£!f  —  _£f        a*f  -r-  -   W- 

,tt-    ~  r'  '        Jt>   ~  f  ' 

I  >.=    ..,.;.,„;„oc    ri  ne     alpoc  ni    (toc    ir.i-...i  vli.H  ilrmn. 


: 
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Elle  devient,  en  posant  -  =  z, 
(3)  _-_*»,»  + 2fl*  + a. 

Cherchons  d'abord  le  valeur  des  constantes  b  et  c,  en  sup- 
posant qu'on  donne  la  position  initiale  du  point,  ainsi  que 
la  grandeur  et  la  direction  de  sa  vitesse  initiale.  Si  l'on 
désigne  par  r0  et  f0  les  valeurs  initiales  de  r  et  de  e,  l'équa- 
tion (2) donnera 


2fi 


Quanta  la  constante  c,  nous  avons  déterminé  généralement 
sa  valeur  dans  le  n°  1  ;  elle  est 

r  =  r9  v9  sina, 

a  désignant  l'angle  que  la  direction  de  la  vitesse  fait  avec 
celle  du  rayon  vecteur  au  commencement  du  mouvement. 
Les  deux  constantes  £  et  r  sont  donc  déterminées. 

26.  Pour  connaître  l'équation  finie  de  la  trajectoire, 

il  faut  intégrer  l'équation  (  3  )  qui  peut  se  mettre  sous  la 

forme 

dz 


dB  = 


v- 


2t*  b 

z2  -h  —  *  H 


et  il  s'agit  d'abord  de  savoir  lequel  des  deux  signes  il  con- 
vient de  prendre. 

Nous  considérerons  d9  comme  toujours  positif;  dz  sera 
positif  quand  le  rayon  vecteur  décroîtra  lorsque  0  croîtra, 
et  négatif  dans  le  cas  contraire-,  dans  le  premier  cas,  on 
prendra  le  signe  +  pour  le  second  membre  de  l'équation, 
et  le  signe  —  dans  le  second  cas,  le  radical  étant  toujours 
considéré  comme  positif. 


* 


ij 


.» 
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11  faut  dont;  d'abord  chercher  où  ont  lieu  les  changement*. 
de  signe  de  dz\  ils  correspondent  aux  valeurs  maxima  nu 
niiniuia  de  z,  et  un  les  ob lient  eu  posant 


-6  =  0 


V?- 


Lorsque  2  passera  par  l'une  quelconque  de  ces  valeurs, 
on  devra  changer  le  signe  de  dz  et  le  conserver  jusqu'à  ce 
que  z  arrive  à  l'autre  valeur;  alors  ou  changera  de  nouveau 
le  signe  de  dz,  et  ainsi  de  suite  indéfiniment. 

Supposons,  pour  Gxer  les  idées,  qu'à  partir  de  la  poci- 
lion  initiale  correspondante  à  r=r0,  les  rayons  commen- 
cent par  croître,  c'esi-à-dirc  que  l'angle  «  soit  aigu  :  alors, 
riz  étant  négatif,  on  a 


(4)  ,«  = 


v- 


1  \/^H: 
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intégrations  où  entrent  des  arcs  de  cercle,  et  qui  Se  rap- 
portent aux  limites  entre  lesquelles  les  différentielles  con- 
servent la  même  expression.  Ainsi,  par  exemple,  la  diffé- 
rentielle de  arccosii  est  —  quand  Tare  a  son  sinus 

V^i  —  tt* 

positif  j  elle  est,  au  contraire,  ,        quand  le  sinus  est 

négatif.  Tl 

L'équation  (5)  n'est  donc  exacte  qu'en  supposant, 
comme  on  peut  toujours  le  faire,  que  Ton  prenne,  pour 
la  valeur  initiale  de  l'arc  qui  y  entre,  une  quantité  com- 
prise entre  o  et  n,  et  l'on  pourra  l'employer  tant  que  la  va- 
leur croissante  de  cet  arc  restera  comprise  dans  les  mêmes 
limites,  c'est-à-dire  jusqu'à  la  valeur  de  z,  pour  laquelle  on 
aura 


C2Z fl 

vV  -H  bc2 


i ,       ou 


c1         y   c %        c7  ' 


et  quand  z  aura  passé  par  cette  valeur,  il  faudrait  changer 
de  signe  le  second  membre  de  l'équation  (4)  pour  qu'il  fût 
toujours  la  différentielle  de  l'arc.  Mais  cette  valeur  de  z  est 
précisément  Tune  de  celles  où  l'on  doit  changer  de  signe  le 
second  membre  de  cette  équation  pour  qu'il  soit  le  même 
que  celui  du  premier.  Donc  l'équation  (5)  subsiste  au  delà 
de  cette  valeur,  et  jusqu'à  cequel'arc  soit  devenu  égal  à  2  7r, 
puisque  alors  le  sinus  redevenant  positif,  on  devra  changer 
le  signe  de  dz  pour  avoir  encore  la  différentielle  de  l'arc. 
Or,  quand  cet  arc  devient  2  7T,  son  cosinus  devient  i,  et 
l'on  a 


p.  lu?  h 

~7  +  V^  +  ?' 


et  c'est  encore  là  une  valeur  de  z  après  laquelle  on  doit 
changer  le  signe  de  dz  pour  que  les  deux  membres  de 
l'équation  (4)   soient  de  même  signe.  Donc  enfin,  dans 

h.  4 
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I,  l'équation  (5)  sub*JMe  ttnl, 
ion.  Et  la  discussion  sérail  entièrement 
avait  supposé  l'angle  a  obtus,  c'est-à-dire 
imençaienl  par  décroîtra  :  l'arc  se  trouve- 
nt1 contraire  dans  l'équation  (5),  <i  cette 
c  conservée  dans  toute  l'étendue  du  mnu- 
emcnt.  Ce  changement  de  sigue  donnerait  pour  0,  une 
,deur  diltërenie  de  la  précédente;  niais,  à  cela  pies,  le  rr- 
nllal  ne  dinérerait  pas  de  celui  que  nous  allons  déduire  de 
équmkm  (5). 
Cille  équulîon  peut  être  mise  sous  la  forme 


aucune  modifie! 
semblable  si  Toi 
si  les  rayons  eu 

forme  devrait  èi 


L=  =  co»(0—  9,); 

iJ  -+-  oc'  ' 


« 
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si  Ton  pose 


c' 


(7)         9  —  0,  =  w,     c2=i+—,     a{i—c2)=p~ — 

f*  f* 

La  seconde  de  ces  équations  ne  peut  avoir  lieu  que  si  b 
est  négatif,  puisque  dans  l'ellipse  on  a  e  <^  1 .  Dans  ce  cas, 
e  est  déterminé  par  cette  équation,  et  est  réel,  puisque  le 
second  membre  est  positif;  a  est  déterminé  par  la  dernière, 
et  la  première  apprend  que  Qx  est  l'angle  formé  avec  l'axe 
des  x  par  l'axe  de  l'ellipse,  du  côté  du  sommet  le  plus  voi- 
sin de  l'origine  des  coordonnées. 

L'équation  d'une  parabole  dont  le  paramètre  est  -ip  est 

/•  =  — — y  les  angles  étant  comptés  à  partir  de  la  droite 

I  -h  COS  w  °  r  r 

menée  du  foyer  au  sommet.  L'équation  (6)  sera  identique 
avec  elle  si  Ton  a 

c2 

0  —  6,  =  w,     b  =  o,     p  =  — • 

Ainsi,  dans  le  cas  de  b  =  o,  la  trajectoire  est  une  para- 
bole dont  Taxe  est  la  droite  menée  par  l'origine,  et  faisant 
l'angle  Qx  avec  l'axe  des  x*,  le  sommet  est  du  côté  correspon- 

dant  à  cette  direction,  et  le  paramètre  est  — . 

Enfin,  si  l'on  ai>o,  l'équation  (6)  pourra  être  iden- 
tifiée avec  la  suivante  : 

a(e2  —  ï)  p 

r= =:  — » 

1  -h  £COS&>         1  •+-  t  cosw 

dans  laquelle  e  est  supposé  plus  grand  que  l'unité,  et  qui 
représente  une  branche  d'hyperbole,  dans  l'intérieur  de  la- 
quelle est  le  foyer  pris  pour  pôle  :  les  angles  w  sont  comptes 
à  partir  de  la  droite  menée  du  foyer  au  sommet  de  cette 
branche.  Il  suffira,  pour  établir  l'identité  des  deux  équa- 

4- 
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'>  —  o,  — 

G.  Ap.it. 
du»  h  m  tir 

•m  déterminent  ^  et  .?,  et,  par  comeV|ueni, 
/»  >■  o,  U  trajectoire  est  ut»  brandir-  d  bv- 

|,..t...lc-  .l.,„l 

'm-iiîioe  occupe  le  foyer,  et  dont  l'axe  fait  un 
axe  des  X. 

On  v..ii  pi 

r-'-.:' 

•  ■•■  ijiii  précède  i|ue, quelle  que  soil  1.,  -., 
c  en  vertu  de  la  force  centrale,  ou  a  toujours 

iii'it 

i-ii.nit  son  demi-paramètre.  Ainsi  la    con- 

ilfiiiblc  de  l'iùre  décrue  dan»  l'imité  de  temps 

nette  i  11  rarfi 

i  rieur  du  mobile,  c-.t   tOUJQttn   pr< >p« ri î on- 
u   carrée  du  para  mène  de  sa  trajectoire  :  elle 

pat  égale  n  cel 

n    racine  multipliée  par  »/fi. 

21.  O,,  p™ 

i  facilement  obtenir  l'équation  de  la  trajee- 

H, nées  recttngles,  n  l'on  retrouvera  les  resul- 

tais  qui!  min-' 

M' lions  de  déduire  de  l'équation  pulairc.  On 

prendra  pour 

;i\ede«  X  U  droite   incitée  de  l'origine  août 

Il      ..._!..    r.      _..._ 

r ■!_ :  .1 , 
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les  trois  cas,  Taxe;  sur  lequel  sont  comptés  les  x  est  un  axe 
de  la  courbe,  et  l'origine  est  un  foyer,  puisque  la  valeur  de 
r  en  fonction  de  x  est  rationnelle. 

On  peut  observer  que  la  nature  de  la  trajectoire  ne  de- 

pendant  que  de  &,  dont  la  valeur  est  t>J ->   ne  dépend 

que  de  la  distance  initiale  et  de  la  grandeur  de  la  vitesse 
initiale,  mais  nullement  de  la  direction  de  cette  vitesse.  Ce 
résultat  coïncide  avec  celui  que  nous  avions  déjà  obtenu 
par  une  autre  voie. 

L'équation  de  la  trajectoire  étant  connue,  il  ne  reste  plus 
qu'à  déterminer  les  coordonnées  du  mobile  en  fonction  de 
i  :  c'est  là  ce  que  l'on  appelle  ordinairement  le  problème  de 
Kepler. 

Nous  ferons  le  calcul  dans  le  cas  où  la  courbe  est  une 
ellipse,  comme  cela  a  lieu  pour  toutes  les  planètes  :  nous 
la  rapporterons  à  des  coordonnées  polaires  r,  0,  et  nous 
compterons  les  angles  à  partir  de  la  direction  de  la  droite 
qui  va  du  foyer  au  sommet  le  plus  voisin.  Cela  levient  à 
supposer  0,  =  o,  ou  c*>  =  0-,  nous  aurous  alors 

n(\  —  e3) 

r=  — : £•, 

i  -h  ecosG 

dans  laquelle  a  et  e  sont  des  quantités  que  nous  avons  déter- 
minées d'après  les  données  initiales. 

Si  l'on  élimine  une  des  deux  quantités  Q  et  /■  entre  les 
équations  (i),  (2),  on  en  obtiendra  une  entre  t  et  l'une  des 
coordonnées  j  en  l'intégrant,  on  connaîtra  celle  coordon- 
née en  fonction  de  f,  et  l'autre  coordonnée  s'en  déduira  en 
fonction  de  /,  d'après  r  équation  de  la  trajectoire. 

Kl i minant  ainsi  r/0,  on  obtient 

ffr2  c-         ?.u 


_. 

^mmmJÊmm 

M 



dVi 

,1,  -  +             "" 

ybr3  -h  ïjir —  r" 

S,  l'on  pr. 

ikI  pour  origine  des  temps  liustatn  où  l'on  a 

J  =  o,lajJai 

le  te  est  au  sommet  le  plus  voisin  du  fojcr,  qui 

correspond  à 

/'  =  ti(i — r),  et  qu'on  nomme  le  pêrihrhr. 

U  poinl  dis 

moralement  opposé  de  l'ellipse  se  nomme 

VapMlùt;  le 

rayon  vecteur  est  alors  à  sa  plus  grande  va* 

leur,  dont  l'o 

«(pression  est  r=  a  (i  +  e).  D'après  cela,  Ar 

c-st  positif  <lr 

puis  le  périhélie  jusqu'à  l'aphélie,  et  m'-itit 

llc|H.is.ril,TI 

lier  point  jusqu'au  retour  au  péril»1  lie.  Ainsi, 

dans  ta  prête 

ière  moitié  de  la  trajectoire,  on  doit  prendre 

''''"'""1" 

rfr             "* 

V^ +  '/"-- 

et  dans  l'atil 

re   moitié   on   changera    le  signe    du    second 

.nombre.  On 

intégrerait    facilement    celte    expression    au 

moyen  d'un  . 

u  de  cercle  cl  d'un   radical  algébrique.  CttM 

lunno  serait 

peu  favorable  au  calcul  de  r  en  fonction  de 

Ce!  il  „!  pie 

s  convenable  d'introduire  une  nouvelle  varia- 
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que  u  n'est  autre  chose  que  l'angle  AON,  N  étant  le  point 
du  cercle  décrit  sur  le  grand  axe,  qui  a  la  même  abscisse  que 
le  point  M  de  l'ellipse. 

En  faisant  cette  substitution  dans  la  valeur  de  dt,  et  re- 
mettant, au  lieu  des  constantes  A,  c,  leurs  valeurs  tirées 
des  équations  (7),  qui  sont 

b  =  —  £,     c*=ii<ï(i—  é1), 
a  1      \  / 

il  vient 

de  =  a  l/-«(i  —  ecosu)  du. 

Vf* 

Si  Ton  intègre  cette  équation,  en  observant  qu'on  a  en 
même  temps  t  =  o,  u  =  o,  et  si  Ton  fait,  pour  abréger, 


«y/M' 


on  obtient 

nt  =r  u  —  e  sin  u  ; 


cette  équation  détermine  u  en  fonction  de  I,  et  Ton  aura 
ensuite  r  au  moyen  de  l'équation 

r  =  a  (1  —  ecosu). 

Enfin  0  sera  connu  d'après  l'équation  de  la  trajectoire.  On 
aura  d'abord,  en  égalant  les  deux  valeurs  de  r, 


1  —  ecosu  = 


1  —  e7 


1  -h  r  cos  G 


d'où 


par  suite, 


cosk  —  e 
cos  6  = ; 

1    —  t'COS/i 


(1  —  r)(i  H-cos//) 
1  -h  cosô  =  - ' , 

I   f  cos// 

11  4-  '*)  (1  —  cos//) 

1  -  cosô  =  i ^ *  -, 

l  —  e  cos  14 
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«dmMiil  i*s 

Ii;it\  équation*  mt-uilm-  à  incnibrr, 

tany'  ;û  = long  J  h; 

!.:,:,.,,,!  !,,,.„ 

im:s  avec  le  même  signe,  (iiiisigiit.'  u  i-l  6  vint 

nul»  ci  même 

temps,  on  a 

Una^«s*Wl— ~tMCi«, 

Un  poW.il   , 

roi.-  obtenir  directement  celle  valeur  de  6 

i'ii  fuiieli.iu  (11- 

».  En  effet, 

■<•>='-*-- 

rdr                                   ,h,             , . 

rv'îr'+îpir  — c'         1  — "COSK  * 

l'ulli  intégrer 

ette  équation,  on  posera 

UnK>=S, 

— —  =jrfj; 

oW-uu™ 

lite  que  l'on  l 

DYNAMIQUE.  5j 

OU 


tang{6  =  i/__.rangi«. 


La  coordonnée  9  est  donc  connue  en  fonction  de  u,  et,  par 
suite,  de  /. 

28.  La  durée  T  de  la  révolution  de  la  planète  se  déduira 
de  l'équation  nt=u  —  esinu,  en  y  faisant  u=  air,  ce 

qui  donne  T  =  —  =  a  7r  a  1  /- • 
1  n  Vf* 

C'est  aussi  la  valeur  que  Ton  obtiendrait  en  divisant  Faire 
de  l'ellipse  par  celle  que  décrit  le  rayon  vecteur  pendant 

l'unité  de  temps,  et  dont  la  valeur  est  |c,  ou  \^(ia  (i —  c*). 

En  effet,  les  demi-axes  de  l'ellipse  étant  a  et  a  ^  i  — r  #,' 

son  aire  est  égale  à  ita*  y' i  — e*  ;  et  si  on  la  divise  par 

- ^fia  (i  —  e*),  on  trouve  2ita  !/-• 

Quant  à  la  vitesse  en  chaque  point,  elle  est  donnée  par 
l'équation  v*  =  f*  ( )»  qui  se  déduit  de  la  formule  (a) 

en  y  remplaçant  b  par  sa  valeur  —  -  • 

29.  Les  formules  précédentes  qui  expriment  f,  0  au 
moyen  de  la  variable  auxiliaire  m,  peuvent  facilement  être 
démontrées  géométriquement. 

Soient  O  [Jlg*  4  )  'e  centre  de  l'ellipse,  F  le  foyer  que 
l'on  considère,  M  un  point  quelconque  de  la  courbe,  IN  le 
point  où  l'ordonnée  MP  prolongée  rencontre  le  cercle  dé- 
crit sur  le  grand  axe  A  A'  comme  diamètre  ;  on  aura 

MP 


MFA  =  0,     MF  =  r,      OF  =  ae,      —  =  -  =  \J  i  —  e1. 

ISP        a 

Cherchons  d'abord  t  en  fonction  de  u\  et,  pour  cela,  consi- 
dérons le  secteur  elliptique  MFA  décrit  pendant  le  temps  t . 


;iS  Livne  n. 

Le  doulilc  île  Taire  décrite  dans  l'unité  de  temps  ayain  cté 

désigné  |>nr  c  dont  la  valeur  est,  comme  nous  Pavons  va, 

vV«(i—  <=}.">  aura 


scctMFA=  i(vV0l' 


r»)  = 


e  précédemment, 


Or  ou  peut  avoir  une  seconde  expression  du  même  sec leur 
eu  fonction  de  it.  En  efi'et,  on  a,  en  observant  que  les  or- 
données correspondantes  à  la  même  abscisse  dans  l'ellipse 
il  le  cercle  sont  dans  le  rapport  constant  de  b  ;  a, 

sert  MFA  -  -sert  RFA  =  y''  —  <■'  l^OA  —  NOF  ; 
"S     «0A^«,     NOF=^^H_M  =  ^^S 


sect  MFA  =  "'-*-' 

FValanl  les  dnnv  vaUm»  Su  UWI 


-(«  —  i-sinn). 
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que  Ton  peut  négliger  les  puissances  de  e  supérieures  à  la 
première  ;  ce  qui  est  permis  pour  la  plupart  des  planètes, 
avec  une  assez  grande  approximation. 
L'équation  u  =  nt  -h  e  sinu  donne 

u  =  nt  -f-  e  sin  (nt  -+-  e  sin  u  ), 
et,  en  négligeant  e*, 

u  =  nt  4-  e  sin  wf . 

Or  on  a 

r  =z  a(\  —  ecosu)  ; 

donc,  en  négligeant  encore  e%  on  aura 

r  =  a  (i  —  ecosnt). 

Il  ne  reste  plus  à  déterminer  que  0.  On  pourrait  le  tirer  de 
l'équation  de  la  trajectoire,  dans  laquelle  on  remettrait  pour 
r  la  valeur  que  nous  venons  de  trouver.  Mais  il  vaut  mieux 
le  calculer  directement  d'après  l'équation 


r*  //0  =  cdt  =  dt  vV  a  (  i  —  e2  ). 

En  négligeant  le  carré  de  e,  l'équation  de  la  trajectoire 
donne 

r=a{\ — rcosO)     et     r»  =  à1  (i — 2?cos0), 

et,  par  suite, 

v7^ 
fl  \[a 

d'où,  en  intégrant  et  observant  qu'on  a  en  même  temps 

/  =  o,  0  =  o, 

nt  =  0  —  a  r  sin  0 , 

et,  par  suite,  en  négligeante1, 

Q  =  nt  +■  2c  sin  /if. 
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31.  Le  mouvement  angulaire  de  l.i  platièn?  -nuii  i 
liuiiie,  si  l'on  pouvait  négliger  le  terme  îeainni.  MûftO 
peut  toujours  si-  représenter  un  point  dont  le  mouvement 
angulaire  aurait  pour  équation  S  =  ni,  et  qui  partirait  do 
périhélie  en  même  temps  que  la  planète;  il  pMMmil  en- 
core en  même  temps  qu'elle  à  l'aphélie,  parce  que  pource 
point  on  aB=r.,  et  par  conséquent  sin  n(  =  «.  Dans  I* 
première  moitié  île  la  trajectoire,  la  planète  réelle  est  eu 
avant  du  la  planète  fictive,  d'uneqiianiiié  angulaire  dont  lt 
taleiir  approchée  est  aesin  ni,  et  qui-  l'on  nomme  féetH> 
li"i/  du  cent  ri  -..  Danslaseconde  moitié,  au  contra  ire,  c'est  la 
planète  réelle  qui  est  en  arrière  Je  l'autre,  puisque  sin  ni 
est  négatif  ;  elle  la  rejoint  nu  périhélie,  et  le  mène  imiu- 
i  etneut  recommence  cl  se  reproduit  indéfiniment. 

On  dorme  à  ici  angle  nt  le  nom  à' anomalie  moyenne 
on  l'appelle  encore  le  moyen  mouvement  delà  planète. 

La  considération  <!•  cet  astre  fictif  est  utîledans  le  cas  itr 
l.i  terre  pour  la  détermination  du  temps  moyen.  On  rorrige 
ainsi  l'inégalité  du  mouvement  du  soleil  dans  léi-tijuiqtn- , 
il  reste  encore  à  corriger  celle  qui  provient  de  l'imlin 
du  plan  de  l'édipliquc  sur  celui  de  l'équatcur;   et  e*( 

;  i .,.,  i,irvi,„,.n  ;»»;«.»! ....  («wi.,^  u>t»<L«Tr 


le; 

a 
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Formule  de  Lagrange  pour  le  développement  de  certaines 

fondions  implicites. 

32.  Considérons  la  fonction  z  de  la  variable  a*,  détermi- 
née par  l'équation 

(i)  s=*-»-a/(*), 

/désignant  une  fonction  donnée  quelconque,  et  «une  quan-  JK 
tité  très-petite,  par  rapport  a,ux  puissances  de  laquelle  nous 
nous  proposons  de  développer  z.  Les  coefficients  de  ces 
puissances  seront  des  fonctions  de  x  qu'il  s'agit  de  déter- 
miner, et,  d'après  le  théorème  de  Maclaurin,  seront  les 
valeurs  que  Ton  obtient  en  faisant  a  =  o  dans  2,  et  toutes 
ses  dérivées  par  rapport  à  a,  x  étant  regardé  comme  une 
constante.  La  question  se  réduit  à  trouver  la  loi  de  ces  dé- 
rivées. 

Ce  premier  problème  n'est  qu'un  cas  particulier  de  celui 
que  nous  avons  en  vue,  et  qui  a  pour  objet  le  développe- 
ment d'une  fonction  quelconque  de  2,  suivant  les  puis- 
sances de  a. 

Au  lieu  du  développement  que  nous  cherchons,  on  pour- 
rait, par  des  substitutions  successives,  obtenir  des  valeurs 
de  plus  en  plus  approchées  de  z.  Ainsi,  en  substituant, 
dans  le  second  membre  de  l'équation  (1),  à  z  sa  première 
valeur  approchée  x,  on  aurait 

Substituant  maintenant  cette  nouvelle  valeur  plus  appro- 
chée dans  le  même  membre,  on  obtiendrait 

z  =  x-+-  a/[.r -h  «/(*)], 

et  l'on  pourrait  continuer  ainsi  indéfiniment  j  mais  on  au- 
rait, de  celte  manière,  des  formules  très-compliquées,  et 
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»prè>  la  ib 

rmulo  de  Maclauri 
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Il  fa. 

.1  doue  coi 

maître  la  valeur  A 

a  î  et  de  ses  dérivées  pr 

'»PP 

irl  à  »,  qo 

a  ad  on  y  fait  a  = 

o.  L'énuatiuu  (i)  nionir.- 

'!'"■  ' 

m;  réduit 

,  dans  ce  cas,  à  x; 

ainsi  t%  ea  X,  cl  îl  reste 

à  trouver  gi'néi 

i          (d"A 

'.ilcmcnt  l-r-^1  ■ 
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Ut  cela,  i 

unimeiiçons  par  diilémiiïer  partie] liment 

iv,,., 

«Un  (.)  , 
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COU.UIlTI 

es   comme  variai)! 
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d*Z 

Pour  obtenir  -—  i  difïerentions  les  deux  membres  de  l'éciua- 

da.2  l 

tion  (2)  par  rapport  à  a,  il  vient 

d2  z        „  .   .  dz  dz        „.  .    d2z 

d*z 
011  obtiendra  en    différentiant    par   rapport   à   x    la 

valeur  de  —  9  fournie  par  l'équation  (a)  ;  ce  qui  donne 

et,  substituant,  dans  le  premier   terme  de  l'avaut-dernière 

équation,  à   —  sa  valeur  donuée  par  l'équation  (a),  ou 

d*z 
aura  la  valeur  suivante  de  —  au  moyen  de  dérivées  de 

z  par  rapport  à  jr, 

d*z  -,   ,  -, ,  x(dz\*       ,~^d2z 

_  =  ,/(,)/<(,)  {-)  +  (/,)'_; 

et  comme  ce  second  membre  est  la  dérivée,  par  rapport  à 

dz 
x,  de  (/z)1  —  »  ou  aura  enfin 

CIJC 


(3)      •  -     - 


et  faisant  a  =  o, 

/^\        rf.f/r)' 


Or  nous  allons  voir  que  toutes  les  dérivées  suivantes  de 
z  par  rapport  à  a  s'obtiennent,  pour  a  =  o,  par  des  diflfé- 


H 

T  IV  U    il. 

,  .-i.ii 

liions  par   rapport   A  x,  cflVcl  lires  BUT  Il-s   il.ll. 

|iui«- 

"'«• J[r). 

l'.l 

in  a\oii   l.i  valeurdc  — ,  i)  faudrait  d  if  fer  eu  lier,  p*r 

rappi 

ni    li  a,    lr    second   membre   de  l'équation    (3);    cl, 

mi 

ic-    1  ordre    '!i's    iliifétnilialiotis  pur  rapport   à  X  et  a 

M    i 

iiilifleretiL,    on    pourra   comini'iwrr   par   diffJreniiri' 

<,/')• 

—  par  rapport  à  a,  puis  le  résulta!  par  rapport  à  x. 

Mail, 

pour  n'avoir  pas  à  recommencer  toujours  le*  menai 

; , .  1 . . . 

iiou>,  nous  allons  considérer  généralement  o{z)  -j-- 

™  1" 

l'mln;  la  dérivée  par  rapport  -i  a,  et  la  nmewr  1  <!■■■- 

,1,'Til 

■<■-  par  iijipûrl  A  _>  . 

On 

aJ'ahord 

"""   |,0m'  rf«'  .irrfa  'l'S  mémeS  ïa'aUrS  ''UC  P******»" 

llll   M. 

irin  .■N[)!es»ion  devient 

DYNAMIQUE.  65 

Si  l'on  suppose  maintenant  <f  (s)  =  (,/i)%  on  aura  - 

da.  dx 

et,   par  conséquent,  en  différentiant  l'équation   (3)   par 
rapport  à  or,  on  obtiendra 


d 
d>z 


■[<"=] 


dz*  dx* 

d*z 

Supposant  ensuite  9  (z)  =  (/*)%  on  passera  à  — »  et  la  loi 

que  ces  premières  formules  manifestent  s'observera  indéfi- 
niment^ car,  si  Ton  a 

dat.n  dxH-% 

en  diflerentiant  les  deux  membres  par  rapport  à  a,  en  fai- 
sant usage  de  l'équation  (4),  et  en  prenant  <f(z)  =  (/*)", 
on  obtiendra 


rf~.a_''[W"£ 


</«"+'  </*" 


ce  qui  fait  voir  que  la  loi  supposée  pour  Tordre  n  a  lieu  pour 
le  suivant,  et  comme  elle  se  vérifie  pour  les  premières  déri- 
vées, elle  a  lieu  pour  toutes  ;  on  a  donc  généralement  la 
formule 


_ rf"'  [wê] 


(5)  £f_ 

v    y  d**  dx—1 

Si  Ton  y  fait  a  =  o,  on  aura 

dz 


*=*>     S  =  ,; 


II. 


33.   Passons  au  problème  plus  général  dont  l'objet  s 
Je  développement  d'une  fonction  quelconque  F(  a),  sui>  m 
lus  puissantes  de  a,  en  supposant  que  z  soit  toujours  déu 
miné  par  l'équation  (i). 

I.a  fornmli1  de  Maclauriu  donne 


»M=r(l 


(tiY\ 


id> 


«V,  i.s 


Le  premier  terme  n'est  autre  chose  que  F(x),  puisque  z 
devient  x,  pour  oc  =  o.  Reste  à  déterminer  e 
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Cette  équation  conduit  de  même  à  la  suivante  : 


ri*  F 


_rf{r(.)u>^]_ 


do*  dx' 


et  ainsi  de  suite,  en  augmentant  à  chaque  fois  l'exposant 
de  f(z)  d'une  unité,  ainsi  que  l'indice  de  la  différend  a- 
tion  du  produit  entre  ces  parenthèses.  On  a  donc  généra- 
lement 


„     ^[i-MW-s] 


d' 

~da.m  ~~  dx>—x 

Si  maintenant  on  fait  a  =  o  dans  cette  formule,  il  faudra 
remplacer  z  par  x  et  —  par  1  \  d'où  résultera 

'd»V\  _</"*-' [F' (g) (A)-] 

On  connaîtra  donc  tous  les  coefficients  du  développement 
deF(z)  en  différend  an  t,  par  rapport  à  x,  des  fonctions 
connues  de  cette  variable.  La  formule  à  laquelle  on  parvient 
ainsi  est 

(7        S  a-  d— '[F'(.r)(/r)«] 


1 .2. .    m  dxr~' 

S 

Solution  du  problème  de  Kepler. 

34.  Ce  problème  a  pour  objet  le  développement  des  va- 
leurs des  deux  coordonnées  polaires  r  et  0  d'une  planète, 
en  fonction  de  la  variable  indépendante  t.  Nous  le  résou- 

5. 


6S 

L1VU  if, 

Jran.,  po 

ne  le 

ras  du  mouvement  elli{)lii|U<.  et  «lait*  1  livji" 

ilièseoùosen 

lil  une  très-petite  fraction,  comme  cola  ■  liro 

exemple. 

lupa 

ri  des  planètes  ;  pour  l'orbite  de  la  terre  par 
e  =  o,oi6853i8. 

Rom  a 

vons 

obtenu  entre  r,  0,  f  et  la  variable  auxiliaire 

'/,  les  iroi 

i  eu. 

la  lions  suivantes  : 

(8) 

«  =  „,+  ,•*,„„, 

(9) 

'—*•—.—-*- 

(10] 

u^\o  =  U~-^u,^;'ii 

elles  délc 

:  mi lieraient  commodément  1,  cet  0  pour  une  >a- 

leur  ipieli 

onq 

lu'  de  u;  mais  ce  ne  sciait  que  par  «les  inter- 

polalÏQus 

péni 

liles  que  l'on  pourrait  connaître  r  cl  5  pour 

une  valeur  di 

muée  de  (,  et  c'est  pour  éviter  ecl  îticonvé- 

nient  ou* 

m  a 

clii'i  elié  à  cvpt  iraer  directement  ces  quantité* 

en  fonetii 

m  de  t. 

I.  équa 

lia» 

(8)  rentre  dans  l'équation  (.}  ci»  faisant  dam 

DYNAMIQUE.  6iJ 

deux  suites  d'équations 

2  sin2  x  =  —  cos2  x  -h  i , 

a'  sin*  x  =  —  sin  3  x  -f-  3  sin  x , 

23  sin4  x  =  cos4  «*  —  4  cos  2x  -h  3 , 

2*  sinfcx  =  sin5x  —  5 sin 3 x  -+-  losinx, 

2isin*x  =  —  cosôx  -f  6cos4* —  i5co$2x-f-  io, 

et  eu  différentiant,  après  avoir  divisé  par  la  puissance  de  a, 
qui  est  facteur  dans  les  premiers  membres, 

d.sin'x 

; =  S1I12X, 

dx 

rf'.sin'x       3Jsin3x —  3sitix 

dx*  ?  ' 

r/3.sin*x 

— —- —  =  2lsin4x  —  4sin2x, 
«x* 

*/*.sin'x       54sin5x —  5.34sin3x  -f-  iosinx 


dx*  24 

— ^ =  3*  sin  6  x  —  6.2*  sin4x-f- 3.5sin2.r . 

dx* 

Faisant  ces  substitutions,  puis  remplaçant  x  par  nt,  on  a 

e%  • 

u  =  nt  +  esmnt-i —  siD2/?f 

2 

—  (  3  sin  3/i/  —  sin  /if) 


2 


e4 


(n)   (  H -(2sin4"' — sin2/î/) 


2.3 

— -(53  sin 5 nt —  34  sin  3/*/ -h  2  sin/?/) 
27.3  v 

(34  sin6  nt  —  i*  sin  !±nt  +■  5  sin  2/f/)-f- ... . 


eB 


\  "h24.3.5 

Maintenant  que  Ton  peut  trouver  u  d'après  une  valeur 
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quelconque  de  t,  on  pourrait,  au  moyen  îles  équation»  (9) 
et  (10)  ,  connaître  /•  et  0  pour  chaque  valeur  de  t  ;  mai*  il 
vaut  mieux  encore  éviter  l'intermédiaire  n,  et  exprimer 
immédiatement  ces  quantités  en  fonction  de  t. 

35.  Expression  du  rayon  vecteur  en  fonction  tiu  temps. 

—  D'après  1  équation  (9),  -  est  une  louction  connue  de  u. 

et  pourra  se  déterminer  au  moyen  de  la  formule  (7),  dan» 
laquelle  il  faillira  faire 

f(*)=.- 

pM  .uile, 

F'(*)=, 

i't,  comme  dans  le  cas  précéden 
,  =  «,    /{,)  =  , 
On  aura  donc  d'abord 

-  =  1  —  ecos  x  -t-  r'sia'x-f 


r    ,V.sm'.r            <■'     d 

'.sin'j- 

a      dx           a. 3 

rf*> 

r*      d'.sin'j- 

DYNAMIQUE.  Jl 

Substituant  dans  la  valeur  de  ~>  et  remettant  nt  au  lieu 

a 

de  x,  on  a  la  formule  cherchée 

r  e*  é* 

-  =  i  —  ecosnt (coS2/?r —  i) .  (3cos3/îf — 3cos/ff) 

a  2  \  '      23  v 

eK  e* 

[12)    (  — —  (cos4"f — cosa/ir) p^(53cos/ir — 5.3scos3/?r+5.2cos/tf) 

13  2.3 

i =  (3*cos6/i/ — 2fccos4«f-H5cos2/if) —  .... 

36.  Expression  de  V anomalie  vraie  en  fonction  du 
temps.  —  Il  ne  reste  plus  qu'à  exprimer  0  en  fonction  de  t. 
L'équation  (io),  au  moyen  de  transformations  élégantes 
dues  à  Lagrange,  fera  d'abord  connaître  0  en  fonction  de 
sinu,  sin  2  w,  etc.  Remplaçant  ensuite  ces  dernières  quan- 
tités par  les  développements  ordonnés  suivant  les  puissances 
de  e,  on  aura  la  solution  de  la  question. 

Substituant  d'abord  aux  tangentes  les  rapports  du  sinus 
au  cosinus,  et  à  ceux-ci  leurs  expressions  en  exponentielles 
imaginaires,  l'équation  (10)  deviendra,  en  désignant  par  e 
la  base  du  système  de  logarithmes  népériens, 


d'où  l'on  tire 


Qtr-  _  ^-'  {s/i+e+<Ji—e)  -f-  \/i  —  e  —  )/T+, 

S"  "~l   —    "        ^_z 
./ 


Posons 

^_V/i4-g —  y7!  — e  _  e 

A  —  ,  > 

y  i  -H  <?  -+-  y  i  —  *        i-f-V7'  —  ** 
nous  aurons 


I 


—  X,"'-»  i-àc"^ 


2bl 

7* 

Livne  ii. 

ri,  prenant  les 
tant  par  <J —  t., 

logarithmes  des  deux  membre*,  puis 

j;»i- 

K.-i.-./^-n—*.-^ 

i/î-j 

On  peut  déveln 

iiper  les  logarithmes,  puisque  1  est 

plu 

petit 

ijuo  l'unité;  et 

si  l'on  remplace  les  exponentiel! 

i'S  imsgî- 

«aires  par  tins  s 

iniis  et  cosinus,  on  aura  enfin 

-+*(" 

*sina"      3*,n  "     4 

) 

Il  f'aui  maint 

niant  substituer  à  m,  siii  u,  sin  ni 

t,... 

leun 

développement: 
d'après  la   fort 

<  ordonnés,  par  rapport  aux  puissances 
nule  de  Lagriittge.  La  valeur  de  u  est 

dee. 

donnée  par  l'équation  (i  ();  et  sin  u  s'en  déduit  d 

apré 

,i* 

rjUfttïon  (8),  <] 

ii  donne 

m 

»  =  -~_.  =  sin  ni  +  -  sîn  J»/ 
h — ■  (3sin3n(  — sinnr)  -f- 

On  trouvera  en 

suite,  par  la  formule  de  Lagrangi 

• 

DYNAMIQUE.  j[\ 

Pour  cela,  posons 

i  -t-  y7'  — c*  =  E; 


d'où 


E  =  2 : 

E' 


nous  pourrons  développer  E"P,  suivant  les  puissances  de  <**, 
au  moyen  de  la  formule  (7),  dans  laquelle  il  faudra  sup- 
poser 

On  aura  ainsi 

n-,  =  1.  +  JL  *  +  pJp±*1  * 

1P  ^  2/H"a  2 . 1?+* 

p[p  +  4)(p+5)  ,,  . 

2.3.2/""  *"»-•••. 

el,vommc  on  a 

À=r«fE-'f 

on  aura 

&         p  p  (  P  -+-  3  ) 

iP        2/*-*  2.2''-M 

2.3.  2'+« 

Substiluant  aux  diverses  puissances  de  À  les  valeurs  résul- 
tant de  cette  formule,  on  aura,  en  négligeant  les  puissances 
de  e  supérieures  à  la  sixième, 


0  =  ni  -+-  (  2  e  —  -7  c*  H -7  **  )  sin  /ïf 

^e7  —  ~e*  H —  **  J  sin  1  nt  -f-  [  —  v* —  ~ r*  )  sin  3  /// 

192     /  \|2  (>4     / 


1 

4 
5       11 

<l3M  ,iG3  45i 


/io3  45i      \    .    , 

— F'   —  tïT  p     sin4//f 

1007        .                   1323        .    ,. 
— r-^  rs sin  5/1/ H tt—  r1,  Sin  h/7/, 


■M — ! 

;6 
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statu  l:i  position  du  tous  les  points,  ri  par  suite  lotitrs   les 

circonstances  du   mouvement.  Ces  équation*  s'obtiennent 

nmofnfep 

ineipe  suivant,  qui  est  dû  à  d'AIcmbcrt. 

Principe  de  d'Atembert. 

38.   Ce  priti 

l'ipe  a  pour  objet  de  ramener  la  détermina- 

lion  du  mouvei 

iietit  d'un  système  quelconque  à  la  cunside- 

raliuu  de  l'équ 

ilibre  de  ce  méuie  système. 

Lorsque  dus 

pointa  sont  soumis  à  certaines  liaisons,  le» 

forces  qui    leu 

r  sont  appliquées   ne   leur  donnent  pas  le 

même  imiuven 

icnt  que  s'ils  étaient  entièrement  isolés  el 

libres.  Si  l'on 

pouvait  évaluer  les  forces  qui  proviennent 

de  ces  liaisons, 

en  les  joignaut  pour  chaque  point  à  •  ■  II 

qui  y  sont  di roi 

le  ment  appliquées,  on  pourrait  le»  conside- 

rer  touscoromi 

■  entièrement  libres  ci  isolés.  Désignons  par 

nt  la  masse  de 

l'un  quelconque  d'entre  eux,  cl  par.r,_r,  * 

ses    coordonne 

es  ;    les   trois   composantes    de    toutes    1rs 

forces   ainsi  ca 

!  culées  devraient  donc  respectivement  être 

égalées  à 

<f'jr            d'y            tf> 

'"  Jp*       W"rf^'       m~df>, 
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iruirc  P  et  Q,,  puisque  la  force  Q  produirait  sur  ce  point 
libre  le  mouvement  qu'il  suit  réellement.  Et,  en  effet,  si  les 
forces  P  et  Qt  n'étaient  pas  détruites  par  celles  qui  pro- 
viennent des  liaisons,  elles  se  composeraient  avec  elles  et 
donneraient  une  résultante  qui,  conjointement  avec  Q,  de- 
vrait produire  sur  le  point  libre  le  même  mouvement  que  la 
force  Q  seule,  ce  qui  est  absurde.  D'où  il  suit  que  les  liai- 
sons du  système  développent  à  chaque  instant  des  forces  qui 
font  équilibre  aux  forces  Pet  Qi,  relatives  à  tous  les  points. 
On  peut  donc  énoncer  le  principe  suivant,  qui  est  dû  à 
d'Alembert  : 

Dans  le  mouvement  d'un  système  quelconque  de  points 
soumis  à  des  liaisons  quelconques,  et  sollicités  par  des 
forces  quelconques  y  il  y  a  équilibre  à  chaque  instant,  au 
moyen  de  ces  liaisons,  entre  ces  forces  et  des  forces  égales 
et  directement  opposées  à  celles  qui  produiraient  sur  cha- 
que point  matériel,  supposé  libre,  le  mouvement  quil  suit 
réellement;  ou,  en  d'autres  termes,  entre  ces  forces  et 
les  forces  d'inertie  développées  par  chaque  point  du 
système. 

Quant  aux  efforts  exercés  sur  le  système,  ils  peuvent  va- 
rier à  chaque  instant,  et  sont  produits  par  les  forces  varia- 
bles qui  s'y  fout  continuellement  équilibre. 

39.  Voyons  comment  ce  principe  conduit  à  la  détermi- 
nation du  mouvement  de  chaque  point,  en  fournissant 
autant  d'équations  qu'il  y  a  de  coordonnées  indépendantes. 
Désignons  par  X,  Y,  Z  les  composantes  connues  de  la 
force  totale  appliquée  au  point  dont  la  masse  est  m;  par 
X'jY'jZ'  celles  qui  se  rapportent  au  point  m',  et  ainsi  de 
suite,  ces  forces  pouvant  être  nulles  pour  uu  nombre  quel- 
conque de  ces  points  -,  d'après  ce  que  nous  avons  dit,  il  de- 
vra y  avoir  à  chaque  instant  équilibre  sur  le  système  entre 
ces  forces  et  celles  dont  les  composantes  sont,  pour  chacun 


speciivement, 
d'y 


ni    les   coordonnées    de   ces    différents 
il  doit  y  avoir  équilibre  entre 
appliquées  respectivement  aux  points 
des  coordonnées 
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seront  supposées  nulles  pour  ceux  auxquels  aucune  force  ne 
sera  appliquée. 

L'équation  (i)  renferme  Zn  variations,  le  nombre  des 
points  étant  n  ;  et  elles  doivent  satisfaire  aux  k  équations 
différentielles  des  équations  données  L  =  o,  M  =  o, 
N  =  o, . . . ,  ce  qui  donne 

dL  %         dL  .         dL%         dL%   , 

dx  dy  dz  €tx'  ' 

(2)    IdVL  %         dU  %         */M%         dM%   , 


Eliminant  k  variations,  au  moyen  de  ces  équations,  il  n'en 
restera  plus  que  3n —  k  complètement  indéterminées.  En 
égalant  à  zéro  les  coefficients  de  chacune  d'elles,  on  ob- 
tiendra 3  ra  —  k  équations  qui,  jointes  aux  k  premières,  dé- 
termineront les  coordonnées  de  tous  les  points  en  fonction 
du  temps.  Le  problème  se  trouve  donc  ainsi  ramené  à  l'in- 
tégration d'équations  différentielles. 

40.  Si  l'on  multiplie  les  équations  (2)  par  des  indéter- 
minées X,  p.,  v,...,  qu'on  les  ajoute  à  l'équation  (1),  et  qu'on 
égale  à  zéro  les  coefficients  de  chacune  des  variations,  on 

aura 

d*x         dL         dM         rfN 

x-^^r+>^+^^^v-+...  =  0> 

d*y  dL  dM         dît 

di1  dy  dy  dy  ' 

d'z  dL  dM         rfN 

Z  —  m  — -  -f-  a  — -f-  f* -7- -+- *  T" -H .  •  .  =  0, 
de*  dz        r  dz  dz  ' 

,d*x*        dL  dM         dV 

dP  d*        r  dx1  dx1  ' 


Si  Ton  élimine  les  k  indéterminées  X,  p,  v,...,  on  ob- 
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tiendra  lin — /.  équations  ditïéiriiiit-lles  du  second  ordre 
entre  x,  y,  s,  x',...  et  le  temps  /.  Ces  équations  mtihh  \m 
mêmes  que  si  Ion  avait  éliminé  A  variations,  coin  nu;  nous 
l'avons  d'abord  indiqué;  mais  ce  procède  a  l'avantage  que 
nous  avons  déjà  reconnu,  quand  nous  l'avons  appliqué  an 
principe  des  vitesses  virtuelles;  i]  détermine  les  forces  dont 
les  équations  de  condition  tiennent  lieu;  et  les  valeurs  de* 
quantités  i,  u,  y,..,  feront  connaître  les  efforts  qu'éprou- 
\ent  à  chaque  instant  les  liens  qui  assujettissent  lea  pointi 
h  satisfaire  à  res  équations. 

Si  le  syslème  est  déterminé  par  d'autres  variables  que 
ks  coordonnées  de  ses  points,  on  suivra  toujours  la  inemr 
marche  :  et  l'application  du  principe  des  vitesses  VÏrUMÏlN 
fera  toujours  connaître  autant  d'équations  qu'il  y  a  <!<■  jm 
riahles  indépendantes;  de  sorte  qu'en  les  joignant  aux  équa- 
tions de  condition,  on  pourra  toujours  déterminer  tmiio  I>  • 
variables  en  fonction  du  temps:  ce  qui  est  préeisémi-i 
l'objet  que  l'on  se  propose. 

M  .  Détermination  des  co/tstatitei.  — Les  constante*  il 
Iroiluites  par  l'intégration  des  3«  — A  équations  diff 
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3n  —  k  composantes  des  vitesses  initiales.  Ainsi,  pour  que 
l'état  initial  soit  entièrement  déterminé,  ce  qui  est  indis- 
pensable, il  faut  que  Ton  se  donne  6/» — a  k  quantités, 
qui  peuvent  être  choisies  tout  à  fait  arbitrairement;  mais 
on  ne  peut  pas  s'en  donner  davantage. 

Cela  posé,  quand  on  aura  intégré  le  système  des  équa- 
tions différentiel  les,  on  aura,  pour  déterminer  toutes  les 
coordonnées  des  n  points,  d'abord  les  k  équations  données, 
et  ensuite  in  —  k  équations,  renfermant  6n  —  nk  con- 
stantes arbitraires.  Ces  3/* — k  équations  devant  être  satis- 
faites à  chaque  instant,  ou  y  fera  t  =  o,  et  on  remplacera 
les  coordonnées  par  leurs  valeurs  initiales  :  il  en  résultera 
3  n  — k  équations  entre  les  constantes  et  des  quantités  con- 
nues; les  k  équations  restantes  seront  nécessairement  satis- 
faites, puisque  Ton  a  dû  choisir  les  coordonnées  initiales, 
de  telle  sorte  que  les  liaisons  exigées  aient  lieu.  Diffé- 
rentiant  ensuite  Jes  3/i  —  A  équations  entre  les  coordon- 
nées, on  en  aura  un  égal  nombre  entre  les  composantes 
des  vitesses;  et  si.  l'on  y  substitue  les  valeurs  initiales  des 
coordonnées  et  de  ces  composantes,  on  aura  3/i — k  nou- 
velles équations  entre  les  constantes  arbitraires  et  des  quan- 
tités connues.  On  aura  donc  enfin  6n  —  a  Ar  équations  pour 
déterminer  les  6n — a  k  constantes.  On  en  pourra  donc 
tirer  les  valeurs  de  ces  inconnues,  et  les  coordonnées  de 
tous  les  points  du  système  seront  complètement  détermi- 
nées en  fonction  du  temps. 

Ce  que  l'on  entend  par  forces  instantanées.  Leur  mesure. 
Détermination  du  mouvement  qu  elles  produisent.  Su- 
perposition de  leurs  ejfets. 

42.  Nous  avons  démontré,  dans  le  n*  213,  tome  Ier, 
qu'une  force  constante  pouvait  être  mesurée  par  la  quantité 
de  mouvement  qu'elle  a  produite,  divisée  par  le  temps 
II.  6 


Sa  uiu  », 

emploie  .'i  la    [«■(■«luire J    il  mi    il    i -ilsullt:  que    futur   J. 

une  ([uaulilé  di"  riiouv. :1111ml  «Icli'iuiinée,  il  laut  que  1.»  -I 

nie  ili'  r ;i «  1  i ti  1 1  soh  d'autant  moindre  que  la  fqrcD  iiuijlit 
.■si  plus  grande,  niais  qu'il  n'y  a  tuctuifi  force  qui  jjuiiM- 
nu  unir  sans  employer  un  certain  tempj.  Néanmoins.  • 
l'.lir!  csi  pro  S 1 1  ï  1  «Ijii.s  1111  temps  si  iihiiI, '|ur  rifii  u'aii  |i 
changer  mj  lisiblement  (Uns  ]■■>  poulinai  dt| 
[îotii'ra,  dans  la  plupart  des  cas,  lui  in  alittrartioji  1 
lemps;  eL  pour  indiquer  rcla,  nous  donnerons  i  11  I 
le  nom  île  farva  i/uUUWtqpâ', 

Pour  mesurer,  soit  la  valeur  constante,  «l'imu  parei 
foret* ,  soit  sa  valeur  moyenne,  si  elle  est  vaiialiln, 
puurra.it  la  rapporter  à  l'unité  ordinaire,  et  l'u 
pour  mesure  la  quanti  l«  de  mouvement  ].m ... 
par  la  durée  du  l'action.  Mais  celte  durée  n  etaut  | 
préaable.,  au  moins  dans  la  cas  où  il  peut  y  avoir  qui 
milité  à  considérer  ce  genre  de  foret-,  il  vaut  mieux  ne  y, 
l'introduire  'Unis  la  maure,  el  se  borner  •>  la  qu.nuiîr  ( 
mouvement.  On  supposera  alors  â  l'action  la  durée  qur  I' 
voudra,  pourvu  qu'elle  soit  extrêmement  petite;  1  . 
n'eu  dépendront  nullement,  comme  110115  allon    te 
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nièreque  si  la  vitesse  initiale  était  nulle,  il  s'ensuit  que  les 
composantes  de  la  force  instantanée  qui  agit  sur  un  point 
matériel  en  mouvement,  sont  mesurées  par  les  quantités  de 
mouvement  Correspondantes  aux  accroissements  des  com- 
posantes de  la  vitesse  de  ce  point. 

43.  Pour  déterminer  l'effet  de  forces  instantanées  sur  unr 
système  quelconque  déjà  en  mouvement,  appliquons  l'é- 
quation (1)  à  ces  forces,  en  négligeant  toutes  les  autres  qui 
ne  peuvent  produire  aucun  effet  appréciable  pendant  la 
durée  totale  9  de  ces  actions,  dont  les  unes  peuvent  cesser 
avant  les  autres.  Les  valeurs  de  x,  y,  z,  x', . . .,  peuvent 
être  regardées  comme  invariables  pendant  ce  temps;  et  il 
est  facile  de  voir  qu'il  en  est  de  même  de  $x,  $yy  $z, . .  • . 
En  effet,  ces  variations  satisfont  aux  équations  différen- 
tielles de  L  =  o,  M  =  o, . . . ,  dans  lesquelles  t  est  considéré 
comme  une  constante.  Or,  cette  constante  ne  changeant 
qu'infiniment  peu,  dans  l'intervalle  de  temps  que  Ton 
considère,  les  quantités  $x,  fyv  . .  ne  peuvent  changer 
que  de  quantités  infiniment  petites  par  rapport  à  elles- 
mêmes,  et  doivent  par  conséquent  être  considérées  comme 
invariables.  Intégrons  maintenant  F  équation  (î)  par  rapport 
à  t9  cn'prenant  pour  limites  le  commencement  et  la  fin  de 
l'intervalle  8;  désignons  par  mX,  m  Y,  wZ  les  compo- 
santes de  la  force  appliquée  au  point  dont  la  masse  est  m  ; 

et  car  A^,  A^-,  A  ^  les  intégrales  de  — ^  dt,  -^  di, 

d'z    ,  .  , .  ,  .    .     dx     dr 

-jj  at1  qui  sout  les  accroissements  des  quantités  —  ?  .—* 
— -,  nous  obtiendrons  ainsi  l'équation 


2 


.1(/"-*î)'"(/'--4)\_# 


(/**-»*•■ 


6. 
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Or,  la  force 

appliquée  à  la   masse  m  avant  {tour  co»- 

posantes  m\, 

mX,  mZ,  les  intégrale*  m'/XJ/,  m/Xril. 

tuf7i(it  sont 

1rs  composantes  de  la   quantité  •}<•    inomr 

ment  que  pro. 

luirait  celle  force  d; 

iu  h-  lunijrt  0,  et,  par 

conséquent,  l( 

■s   composâmes    de 

la    force    ïnjfttulunêr, 

d'api  es  le  seus 

<me  nous  attachons 

h  celte  iléiioniiiiJti.in. 

Si  ou  les  repr< 

;<cnte  parX,,  Y,    Z, 

,  l'équation  précédente 

devient 

«  4,x 

,_»4)3.+(v, 
**• 

Mais  si  la   masse  m  était   libre, 

les  composâmes  de  U 

force    insianla 

née  qui  cliaugnail 

les  composantes  de  a 

vitesse,  de  la  même  manière  qu'elle; 

i  l'ont  été,  ïer.iieni 

dx              dr 

dt 

m\ — i     mi— , 

mi  — 

dt               dt  ' 

'" 

Donc  l'équal 

ion  (3)  exprime  qu'i 

1  y  a  équilibre  entre  )n 

forces  instantanées  qui  ont  agi,  et 

les  forces  instantanée*. 
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si  le  système  était  en  repos  au  momenl  où  agissent  les  forces 
instantanées. 

Et  Ton  voit  encore  que  les  vitesses,  après  reflet  des  forces 
instantanées,  sont  les  mêmes  que  si  le  système  partait  du 
repos  et  fut  sollicité  par  les  forces  instantanées  données, 
auxquelles  on  joindrait  d'autres  forces  instantanées  capables 
de  communiquer  au  système  en  repos  les  vitesses  dont  ses 
différents  points  sont  animés  à  l'instant  que  l'on  considère. 

.  44.  Lorsque  Ton  aura  éliminé  de  l'équation  (3)  toutes 
les  variations  qui  dépendent  des  autres,  et  qu'on  aura  égalé 
à  zéro  les  coefficients  de  celles  qui  resteront,  les  équations 
ainsi  obtenues  renfermeront  linéairement  les  composantes 
des  forces  instantanées,  et  les  accroissements  des  compo- 
santes des  quantités  de  mouvement;  et,  de  plus,  aucun 
terme  ne  sera  indépendant  de  ces  quantités.  Ces  équations, 
jointes  aux  équations  de  condition,  dont  on  déduira,  par 
la  différentiation,  des  équations  renfermant  linéairement 
à  tous  leurs  termes  les  accroissements  des  composantes 
des  vitesses,  détermineront  toutes  les  quantités  inconnues 

a  d* 

£*  —, .... 

de 

Or,  d'après  la  théorie  des  équations  du  premier  degré, 
les  dénominateurs  de  leurs  valeurs  seront  indépendants 
de  X|,  Y,,  Zj,  X, , . . . ,  et  leurs  numérateurs  les  Renferme- 
ront linéairement  et  sans  termes  indépendants.  Donc,  si 
les  forces  instantanées  varient  toutes  dans  un  même  rap- 
port, les  accroissements,  des  composantes  des  vitesses  va 
rieront  dans  ce  même  rapport.  Et  plus  généralement,  si 
Von  considère  autant  de  systèmes  que  Von  voudra  de 
forces  instantanées,  les  accroissements  des  composantes 
des  vitesses  de  chaque  point,  seront  les  sommes  des  accrois- 
sements qui  correspondraient  à  chaque  système  de  forces 
agissant  séparément  sur  le  système  des  points  en  repos. 
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a  arriv 

L'tait 

à  la  même  conséq 

lucnce  uns  s  appuyer  tui 

la  résolut! o 

nde; 

i  équations  du  premier  degré. 

el  par  la  seule 

obsc 

î  valicm 

qiK 

nom  avons  faite  sur  la  forme  des  équation» 

Oeil 

injcsli 

Ai 

mi,  h 

s  en 

tis  mie  produira 

t  chttWW 

des  forna,  si 

elle; 

tgissail 

seu 

K-,  se  produisant 

eu  même 

temps  sans  si: 

nuin 

-ils  se 

wp 

L'iposeni  les  uns  aux  autres  : 

et  eu  estimant 

les  > 

Lll-S.SC  S 

ftcqi 

lises  suivant  les 

mêmes    dî 

rec lions,   elles 

s'ajoutent  [) 

OUF 

former  la  vitesse 

totale  acquise  dans  «s 

djrec 

lions. 
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CHAPITRE  XV. 

APPLICATION  DU  PRINCIPE  DE  DALEMBERT  A 'QUELQUES 

EXEMPLES. 


45.  Supposous  que  deux  points,  liés  par  un  fil  inexten- 
sible, soient  posés  sur  deux  plans  inclinés  dont  l'intersec- 
tion soit  horizontale,  et  de  telle  sorte,  que  leur  système  soit 
toujours  compris  dans  un  même  plan  perpendiculaire  à 
cette  intersection. 

Soient  m,  m'  les  masses  de  ces  points  ;  0,  0'  les  angles 
que  les  plans  font  avec  la  verticale*,  ,r,  ir'les  distances  AB, 
ÀC  {fig*  5)  de  ces  points  au  point  A,  commun  aux  deux 
plans,  et  /  la  longueur  du  fil. 

Les  forces  qui  produiraient  sur  les  points  libres  le  mou- 
vement   qui    a    lieu   réellement   seraient  respectivement 

(V  x  dxx' 

m  --— ->  m'  — — ->•  et  agiraient  dans  les  directions  AH,  AK. 

Celles  qui  agissent  effectivement  sont  mg,  m 'g,  et  sont  di- 
rigées dans  le  sens  de  la  pesanteur.  11  doit  donc  y  avoir  équi- 
libre dans  le  système  entre  les  premières  forces  prises  en 
sens  contraire,  et  les  dernières  prises  dans  le  sens  même 
de  la  pesanteur.  -  " 

Pour  exprimer  cet  équilibre,  nous  concevrons  un  dépla- 
ce nient  virtuel  infiniment  petit  quelconque,  en  observant 
qu'on  peut  regarder  les  points  comme  obligés  à  rester  dans 
le  plan  AHK  perpendiculaire  à  .  l'intersection-  des  deux 
plans  inclinés;  car  le  mouvement  réel  ayant  nécessaire- 


ii'-iu  itou  dans  ce  nlan,  on  peut,  sans  y  rien  changer,  inp- 
l'isci'  que  1rs  points  sont  assujettis  à  y  rester. 

Soient   or.   or'  les  variations  Je  x,  x';  la  somme dei 
lumi'iits  urlnels  égalée  à  zéro  donnera 

-  m  '——Ci — ,„'— —Sx1  -f-  mgi<»<,'jx  -t-m'gKOsVtx'  =  o, 


<Sx-\-Sx'=u. 

M  n  lti|!  lia  tu  (.■elle  équation  par  à,  et  l' ajoutant  à  la  première, 
égaîanl  ;i  s«re  les  coefficients  de  5x,  Jx',  il  vient 
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e  et  c'  étant  des  constantes  arbitraires  qui  se  détermineront 
d'après  l'état  initial  du  système. 

Soient  ,r0  ,  f0  les  valeurs  de  x  et  f,  pour  *  =  o,  on  aura 

c  =  ç9 ,    </  =r  x# . 

Si  la  vitesse  f0  est  donnée  ainsi  que  x0 ,  le  problème  est  en- 
tièrement résolu,  puisqu'on  connaît  x,  et  par  suite  x';  et 
la  valeur  de  X  mesure  la  tension  du  fil,  qui  sera  constante. 
Mais  si  Ton  donnait  seulement  x0  et  les  forces  instantanées 
qui  agissent  sur  les  deux  points  matériels  au  commencement 
du  mouvement,  il  faudrait  déterminer  les  vitesses  initiales 
en  exprimant  qu'il  y  a  équilibre  entre  les  forces  mesurées 
par  les  quantités  de  mouvement  acquises,  et  les  forces 
instantanées  prises  en  sens  contraires  de  leurs  directions. 
Soient  &>,  &>'  les  vitesses  que  les  forces  instantanées  commu- 
niqueraient respectivement  aux  deux  points  s'ils  étaient 
libres;  ces  forces  seront  mesurées  par  mco,  m'a/;  et,  en 
suivant  la  même  marche  que  précédemment,  on  trouvera 


m 


d*  ,dx'  ,  ,  [dx         \ 

dt  dt  '  \dt  J 


•  dx  dx 

et,  en  observant  que  -7-  = — > 

^       dt  dt 


dx 

(m  -+-  m') —  =  /w»  —  jm'«/, 
v  '  dt 


d'où 


dx       /w  «  —  m 


V 


dt  m  -+-  m' 


«V 


La  valeur  de  X  exprime  la  tension  initiale  produite  par 

dx 
la  percussion.  Si  Ton  y  remplace  —  par  sa    valeur  que 

nous  venons  de  déterminer,  on  aura 

—  mm'  .  , 

m  H-  ni 


on supp 

niai..  1,1 


iès.List* 
ont  nlm- 
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,■  'j  .=  i.,  6'  =  o,  lu  système  n'est  autre  cbose 
m'  d'Atwood,  dans  laquelle  on  n'aurait  pa* 
s.  -le  la  poulie. 

'unis  actuellement  le  cas  où  les  deux  corps 
l  sur  l'autre  par  l'intermédiaire  d'un  treuil. 
!  i  liacun  dans  un  plan  perpendiculaire  à 
des  deux  plans  inclinés  sur  lesquels  ils  sont 
liions  données  par  le  principe  de  d'Alemberl 
i'ii   désignant  pir   r,  r'  les   rayons  des  deux 


■'3r+~  rirf  =  o; 


m  — --  -+-  mgettui  +>/■'  = 
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Les  poids  des  deux  parties  de  la  chaîne  seront  respective- 
ment gtx,  gtx',  et  les  forces  qui  produiraient  l'accéléra- 

d*x 

tion  qui  a  lieu  seraient,*  pour  chacune  de  ces  parties,  ex  -77-  > 

■  d*x' 
ex'  — -  Le  principe  de  d'Alembert  donne  alors,  en  sup- 
primant le  facteur  commun  e , 

—  x  — -  8x  —  x*  — —  Jj/  -f-  gx  cosO . Sx  -f-  gx* cosô'.  Sx'  =  o, 

et,  par  suite, 

—  jr— —4-ffJfcosô-H  X  =  o,     —  xr  — -— -  -+-  i?x'cosô'-h  à  =  o; 
or  r/r 

d'où,  en  éliminant  X  et  a/, 

*  -^  =.|  [jtcosô  -f-  (x  —  /)  cosô'] 

£/         A  AM  /  /cosô'         \ 

.        =  ^  (COSÔ  -h  COSÔ')  (  X  r -r -,      . 

/  v  '  \  COSÔ -+- COSÔ'/ 

Si  Ton  pose 

*/  „,*         ,  /cosô' 

^  (cosô  -f-  cosô')  =  a\     x  —  — ~ -7  =  js 

/  v  '  cosô  -h  cosô'       ^ 

ou  aura 

——  =  a3  y; 

ou 

et 

,      m      ,  /cosô' 


cosô  -f-COSÔ' 


Les  constantes  a,  6  se  détermineront  par  l'état  initial. 
On  trouvera,  en  faisant  t  =  o, 

/cosô'  , 

cosô  -H  cosô'  N  '  ' 


on  iiil-i-.i  z,  ô,  si  xBct  vt  sont  donnés.  Si  l'on  coo- 
it  seulement  les  forces  instantanées  qui  déterminent 
■sse  i.ui liait:  »*,,  en  supposant  connue  la  position  inî- 
t ■  ri  agirait  comme  dans  un  des  cas  précédents. 

valeur  -jj  sera  nulle  quand  on  aura 


laild  les  deux  longueurs  X,  x1  seront  propor- 
Imifïueurs  des  du\i\  plans  unîmes;  et  si  la 

abord  placée  dans  celle  position,  sans  vitesse 
lesterait  constamment. 


irmi-nt  d'un  fil  flexible.  —  Soil  t  la  masse  de 
ligueur  d'un  til.  dont  lous  les  points  sont  solli- 
■s  force*  dont  les  composantes,  rapportées  à 
nuguetir,  sont  X,  Y,  Z,  cl  dont  les  extrémités 
■es  par  les  forces  (X,,  Y,,  Z,;  XltY„Z,). 
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Cette  équation  a  lieu  pour  tous  les  points  du  (il.  Si  on  la 
multiplie  par  une  indéterminée  X  qui  varie  d'un  point  à 
l'autre,  que  l'on  fasse  ensuite  la  somme  de  cette  équation  et 
de  la  première,  on  aura 

m 

-f-  X,<Lr,  -h  Y,*ri  +Z,*«,  -h  *****  + Yi9yt  +  ZJz2  =  o. 

Si  l'ou  intègre  par  parties  les  termes  de  la  seconde  inté- 
grale qui  a  les  mêmes  limites  que  la  première,  elle  de- 
vient 

.  idx  •         dy  %         dz  %  \ 

_/(,-.»**w.»j+#-.»î). 


Si  Ton  réunit  les  termes  soumis  au  signe  J \  ou  devra 
«égaler  à  zéro  les  coefficients  des  quantités  Jx,  dj,  iz\  et 
les  termes  qui  ne  sont  soumis  à  aucune  intégration  et  qui 
se  rapportent  aux  deux  limites,  devront  se  détruire  entre 
eux. 

On  aura  donc  d'abord  les  trois  équations  suivantes  pour 
un  point  quelconque  du  (il  : 

1   \  <UX)  ds 

et  si  les  deux  extrémités  sont  indépendantes  Tune  de  l'autre, 


\    -< 


LIVBE   I 

L;i|ualions 


■!■**,- 


iJr.  +  ^*-1     ««, 


s  (  i  )  sont  les  mômes  que  si  un  élément  quil- 
iu  d'être  lié  aux  autres,  était  sollicité  p*r 
pour  composantes 

,,g,    _„.„*    -«vg; 

lis  forées  tangentes  à  ses  deux  extrémités, 

iniposan  les 
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duites  par  l'intégration,  en  y  joignant  de  pi  lia  lea  conditions 
relatives  à  l'état  initial  et  à  la  longueur  du  fil. 

Si  les  forces  appliquées  aux  extrémités  sont  nulles,  et 
que  ces  extrémités  soient  mobiles,  on  ne  pourra  satisfaire 
aux  équations  (a)  qu'en  posant  At  =  o,  }f  =  o,  ce  qui  ap- 
prend que  les  tensions  extrêmes  seront  constamment  nulles. 

Il  faut  excepter  le  cas  très-particulier  où  le  fil  serait  con- 
stamment perpendiculaire  à  la  ligne  ou  à  la  surface  sur 
laquelle  une  de  ses  extrémités  serait  assujettie  à  se  mouvoir; 
on  aurait  alors,  à  cette  extrémité, 

et  il  ne  serait  plus  nécessaire  qu'on  eût  ït  =  o.  Il  en  serait 
de  même  pour  l'autre  extrémité. 

Si  les  extrémités  sont  fixes,  les  équations  (2)  sont  satis- 
faites d'elles-mêmes.  Mais  alors  on  connaît  xx ,  yx ,  zx , 
X\>?\->  Zf,  et  Ton  devra  exprimer  que  les  équations  de  la 
courbe  sont  satisfaites  par  ces  valeurs,  quel  que  soit  f,  ce 
qui  contribuera  à  déterminer  les  quantités  arbitraires. 

48.  On  pourrait  obtenir  directement  les  équations  pré- 
cédentes. En  effet,  si  Ton  désigne  par  T  la  tension  en  un 
point  quelconque,  l'élément  ds  sera  sollicité  par  des  forces 
dont  les  composantes  totales  parallèles  aux  axes  seront 

Xds+d.7'^,     Yds+d.T^,     Zds  +  d.T^, 
ds  as  ds 

et  le  principe  de  d'Aleuibert  appliqué  à  cet  élément  don- 
nera 


(*-£) 


dx. 
ds  +  d.T  —  =  0, 
ds 


Y  -  g  ^\  ds  +  r/.T  %  =  o, 


df  1  r/.< 


s 


/  d'z\    ,  ,    „dz 

I  Z  —  1  — -  )  ds  -h  d.î  —•  =  o, 

\  dO  ]  ds 


«1  liai 


-dillert 


I  des  équations  (i)  que  par  le  cliai 


t'iucuii  dc-s  points  extrêmes  du  fil  îl  devra  v  avoir  équi- 

■  entre  toutes  les  forces  qui  le  6olIici[ent,  en  y  coropre- 
ia  tension  :  car  un  point  géométrique  sollicité  par  une 

;  quelconque  acquerrait,  dans  un  temps  fini  quelcon- 
ii un  vitesse  infinie.  De  là  résulteraient  des  équations 
tiques  airs  .'-quittons  {*); 

).  Considérons  le  cas  particulier  d'un  fil  dont  l'extré- 

■  A  (  fig,  i>)  est  lise,  el  qui  passe  en  un  autre  poiut  lise 
ir  lequel  il  peut  glisser,  et  qui  est  aune  distance /de  A. 
prolongement  est  vertical  et  soutient  un  poids  T  qui 
are  la  tension  du  fil  en  un  point  quelconque,  dans  s* 
lion  d  équilibre,  qui  est  la  droite  AB,  si  l'on  suppose 
les  forces  X,  Y,  7,  soient  nulles.  Prenons  la  ligue  AB 

■  .i\v  dis  .r,  et  le  point  A  pour  origine. 

i'l;i  posé,  si  l'on  écarte  infiniment  peu  le  fil  de  la  droite 
en  supputant  que  les  tangentes  aux  différents  points 
3  courbe  qtr*il  affectera  fassent  des  angles  inûnimem 
s  a? er  Ali.  il  se  trouvera  allongé  d'une  quantité  infini- 
îd  ordre,  que  l'on  pourra  négliger.  Si 
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gît» 

Mais  on  a  —  =  f,  en  négligeant  les  infiniment  petits  du 

second  ordre  ;  donc  d.\  =  o,  ou  A  =  c,  ce  qui  apprend  que 
la  tension  ne  varie  pas  et  est  constamment  égale  au  poids  T. 
Les  deux  dernières  équations  (i)  deviennent,  en  rem- 
plaçant j  par  x,  ce  qui  est  permis,  d'après  ce  que  nous  avons 
dit, 

T/77  """  7  (Ln*  '        dt2  ~  7  /Zr7  " 

Si  l'on  suppose,  pour  plus  de  simplicité,  que  la  figure  ini- 
tiale du  fil  soit  renfermée  dans  un  même  plan,  dans  lequel 
ou  prendra  l'axe  des  y,  on  n'aura  plus  à  considérer  que 
l'équation  unique 

d*y_Td*y 
dt7         e   du-*  ' 

dont  l'intégrale  est 

(3)  r  =  F(*-My/i)-h/-(*-,y/l), 

F  etf  désignant  des  fonctions  arbitraires  qui  se  détermine- 
ront d'après  les  positions  et  les  vitesses  initiales  de  tous 
les  points  du  fil.  Si  la  figure  initiale  du  fil  est  exprimée, 
entre  A  et  B,  par  l'équation  y  =  cp  (x),  et  si  la  vitesse  ini- 
tiale du  point  dont  l'abscisse  est  x  a  pour  expression  <p  (x), 

dy 
il  faudra  que  l'équation  (3)  donnejp  =  y(x)  et  ~-  =  ^  (x) 

pour  t  =  o,  ce  qui  conduit  aux  équations 

F (*)  +/(*)  =  ?(*),    y/ï [F'(*)  -/' {*)]  =  4 (*): 

d'où  l'on  déduira  facilement  F  (t)  cif(x),  au  moyen  de 
j(*)et«fr(jf). 

II.  7 


1.1  VBK     M. 

es  notant  données  que  [tour  le*  nlmn 
prises  entre  o  et  /,  il  en  serait  de  mtm< 
uis  F  ut/;  de  sorie  que  y  nu  serait  |w»  ronnt 
5  les  valeurs  de  (.  ÏSons  verrons  plus  lard  cuen 
ment  les  condition*  relatives  aux  exuèmilé»  permettent  Je 
déterminer  lus  Jonctions  g  ci  y  pour  inuu:  valeur  de  la  va- 
riable. Ces  discussions,  toutes  spéciales,  nous  écarteraient 
de  notrr  objet. 


Mais  ces 
delà  variai 
des  fonctic 
poui 
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CHAPITRE  XVI. 

DU  MOUVEMENT  RELATIF  D'UN  SYSTÈME 


51.  Si  tous  les  points  matériels  qui  composent  le  sys- 
tème étaient  entièrement  libres  et  indépendants  les  uns  des 
autres,  on  rentrerait  dans  la  théorie  du  mouvement  relatif 
d'un  point  libre  ;  et  il  suffirait  d'introduire  en  chaque  point 
les  deux  forces  fictives,  définies  dans  le  n°  282,  1er  vol., 
pour  que  le  mouvement  relatif  du  système  fût  ramené  à 
un  mouvement  absolu. 

52.  Supposons  maintenant  que  certains  poiutsdu  système 
soient  assujettis  seulement  à  rester  sur  des  surfaces  ou  des 
courbes  données,  fixes  ou  mobiles,  constantes  ou  variables 
de  forme.  11  eu  résultera  pour  ces  points  des  forces  incon- 
nues normales  à  ces  surfaces  ou  à  ces  courbes.  Si  Ton  en 
connaissait  les  valeurs,  en  les  joignant  aux  forces  données, 
les  points  pourraient  être  considérés  comme  libres,  et  Ton 
renierait  dans  le  cas  précédent.  Il  suffirait  donc  d'introduire 
en  chaque  point  les  deux  forces  fictives  dépendantes  du 
mouvement  des  axes,  et  Ton  serait  encore  ramené  au  mou- 
vement absolu.  Mais,  bien  que  ces  forces  normales  soient 
inconnues,  on  peut  toujours  les  introduire  comme  si  elles 
étaient  connues.  Le  nombre  des  quantités  à  déterminer  sera 
augmenté-,  mais  le  nombre  des  équations  le  sera  également. 
En  eflet,  les  coordonnées  d'un  point  assujetti  à  rester  sur 
une  surface  doivent  constamment  satisfaire  à  l'équation  de 
cette  surface.  Si  le  point  est  assujetti  à  rester  sur  deux  sur- 

7- 


IV 

prc- 


Itui  LIVH   il. 

1.K.>  un,    eu    il  autre*    terme*,  «or    Une  Courba    | 

.s'iiiiintliiii  ili'iiv  forces  inconnues,  normales*  oatilmn  >u;- 
larrs  ;  mais,  en  même  temps,  on  a  éem  f*qaatioin  .  ,,i 
i  oui-données  :  de   sorte  que  le.  nombre  «le*  équations  ai 
mculcra  tutijriiirs  autani  que  celui  des  inconnue       I    l. 
lilt'iuf  sera  en  t  i  èreroeni  déterminé.  Lea  cappaiioiu  de  on 

surfaces  om:lr  res  courbai  pourront  être  donné,        b  * 

lion  ilu  icm [>s  et  lies  coordonnées  absolues  <m  nlolîvi-i,  et 
on  les  exprimera  dans  celui  que  l'on  voudra  de  CCI  fatl 
systèmes,  ati  muyea  des  formules  de  la  lia  information  OCI 
MIïlujWéH. 

«■ 
*i3.    Si  deux  points  du  .système  étaient   ii.isujettii    i  rtM 
à  uni"  disliinre  constante  l'un  de  l'autre,  comun:  cela  arritr 
MiiiM-iM,  il   naîtrait  de  là  deux  force»  égales  et   lomnin-, 
dirigées  suivant  la  droite  qui  joint  ces  points  et  applique» 
respectivement  à  chacun  d'eus.  Kn  introduisant  ces  forces, 
les  points  peuvent  être  considérés  comme  libre*,  BBkll  an 
devra  cxpi  iimi  que  leur  d»tance«*E<  onMaiile;  ,  . 
nit  nue  nouvelle  équation  l'ii  monte  temps  qu'il  a'est   iul 
duil  une  nouvelle  inconnue  qui  est  la  grandeur  de  la  liai 
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d'un  état  initial  identique  à  létal  relatif  initial  ;  on  appli- 
quera d'abord  en  chaque  point  des  forces  dont  les  compo- 
santes seront  exprimées  parles  mêmes  fonctions  du  temps 
et  des  nouvelles  coordonnées  absolues,  que  les  forces  don- 
nées le  sont  au  moyen  des  coordonnées  relatives  ,•  on  y 
joindra  les  forces  fictives  telles  qu  elles  ont  été  déterminées 
dans  le  cas  d*un  point  libre  ;  enfin,  les  points  seront  assu- 
jettis à  conserver  les  distances  données  les  uns  avec  les  au- 
tres, et  à  se  mouvoir  sur  des  surfaces  ou  des  courbes  ayant 
pour  équations,  par  rapport  aux  axes fixes ,  les  équations 
données  exprimées  en  coordonnées  relatives  aux  axes 
mobiles. 

54.  Cas  général.  —  Les  conditions  que  nous  venons 
d'examiner  sont  celles  qui  se  rencontrent  le  plus  ordinai- 
rement. C'est  pour  cela  seulement  que  nous  les  avons  pré- 
sentées en  premier  lieu,  car  nous  aurions  pu  commencer 
par  le  cas,  tout  à  fait  général,  dont  nous  allons  maintenant 
nous  occuper. 

Supposons  que  les  liaisons  du  système  soient  exprimées 
par  des  équations  renfermant  le  temps  et  les  coordonnées 
absolues  a*,  > ,  z,  a\yf,  c7,  .r",  >",  z", .  . .,  d'un  nombre 
quelconque  de  points,  M,  M',  M/;, ....  Nous  avons  démon- 
tré que  lemomement  absolu  sera  le  même  que  si  Ton  sup- 
primait les  liaisons  et  que  Ton  introduisît  en  chaque  point 
des  forces  déterminées  par  les  équations  qui  expriment  ces 
liaisons.  Ces  forces,  pour  un  point  quelconque  M  ayant 
pour  coordonnées  jt,^,  z  par  rapporta  un  système  quel- 
conque d'axes,  sont  normales  aux  différentes  surfaces  que 
Ton  obtient  à  l'instant  que  Ton  considère,  en  considérant 
x,y,  z  comme  seules  variables  dans  toutes  les  équations  où 
elles  entrent;  et  les  valeurs  des  composantes  de  ces  forces, 
parallèlement  aux  x,  y,  z,  sont  les  produits  des  dérivées 
partielles  de  ces  équations,  relativement  à  x,> ,  s,  par  un 


11%  I1C      It. 

fkcicor  commoi 

i    qui  n'est  pas  donné,  el  qui   est  le  ntèmr 

pour  toutes  les  i 

Iciivées  provenant  delà  inemr  équation  ; 

en  sorte  qu'il  y 

i  auianl  de  ces  iuronmirs  qu'il  y  a  dY-qua- 

lions;  BI  cjti'il  c 

si  possible,  par  conséquent,  de  dtftBMOiUM1, 

non-seinYment 

1rs  coordonnées  de  [ou s  les  point* a  ehaqnc 

ncore  lu  grandeurs  ei  It»  directions  des 

forcestmi  faon 

aient  être  subMimées  soi  liaisons,  «i  prr- 

mettre,  ainsi  de 

considerer  tous  lus  points  comme  etilièrr- 

nient  libre». 

Tout  cria  éta 

m   reppcJé,  il  est   clair  que  si   nous  eotire* 

vous  introduite: 

.  ces  foi-cci  qui  remplacent  les  liaisons, non» 

retombons  dan: 

.  le  premier  r*i;ei   le  mouvement  relatif 

cherché  coïncic 

le  avec  un  mouvement  absolu  d'ans  lequel 

i;es  mêmes  1ère 

es   seraient  ajoutées   aux  proposées  el   ans 

forées  lie.ivestr 

li  se  rapportent  au  mouvement  relatif  d'au 

point  libre,  M 

lis  comme  ;Ics  forces  provenant  tics  liaisons 

renferment  dos 

inconnues  nouvelles  en  nombre  éj;al  n  celui 

•les  équations  d 

année»,  il   faudra  employer  ers  équations  i 

leur  déterminai 
,„,,ri„,M,,„ue 

ion,  afin  u  avoir  en  luut  autant  d  équations 
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ces  équations,  comme  nous  l'avons  rappelé  en  détail  tout  a 
l'heure.  D'où  Ton  conclut  la  proposition  suivante  : 

Le  mouvement  relatif  d'un  système  de  points,  liés  par 
fies  équations  quelconques  entre  le  temps  et  les  coordon- 
nées de  ces  points  par  rapport  aux  axes  mobiles*  est  iden- 
tique à  un  mouvement  absolu  du  même  système ,  en  sup- 
posant :  i°  qu'il  parte  d'un  état  initial  identique  à  l'état 
relatif initial ;  a°  qu'il  soit  soumis  à  faction  des  forces  dont 
les  composantes  sont  exprimées  par  les  mêmes  Jonctions 
des  coordonnées  des  points,  que  celles  des  forces  données 
le  sont  au  moyen  des  coordonnées  relatives  ;  3°  quon  y 
joigne  les  forces  fictives  ,•  4°  et  en  supposant  enfin  le  sys- 
tème assujetti  à  des  liaisons  exprimées  par  des  équations 
renfermant  les  coordonnées  actuelles  de  la  même  manière 
que  les  équations  données  renferment  les  coordonnées 
relatives. 


CHAPITRE  XVII. 


HilNC.ll')>  CI  \KH.\UX  SUR  LE   MOUVEMENT  DES 


SYSTEME* 


55.  Quelles  que  soient  les  liaisons  ilim  *\«!èmc  en  iimu- 
vemenl,  nous  avons  vu  qu'il  v  avait  romtammeut  équi- 
libre, en  venu  de  ces  liaisons,  entre  les  forces  ayant  [M> 


Or,  cii    équilibre  ne  serait  pu*  Uoublé  si  l'on  ajoutait  il 
nouvelles    liaisons   qui    rendissent   rigide   le   systèm 
[iiiiiiis:  doue  les  éuualîom  nui  ex  nri  nieraient  al  or»  1' 
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laires.  Mous  allons  examiner  successivement  les  consé- 
quences de  ces  Jeux  espèces  de  conditions. 

Mouvement  du  centre  de  gravité. 

56.  Les  trois  premières  équations  dont  nous  venons  de 
parler  sont 

2(*~S)-  Z(*-ï)-  2(«--4f)— 

d'où  Ton  tire 

Les  premiers  membres  de  ces  équations  peuvent  être  trans- 
formés en  introduisant  les  coordonnées  x,,  j  ,,  zt  du  centre 
de  gravité  du  système  proposé,  en  entendant  par  là  le  point 
qui,  à  une  époque  quelconque  du  mouvement,  deviendrait 
le  centre  de  gravité  du  système,  si  on  liait  instantanément 
tous  les  points  entre  eux. 

En  effet,  les  coordonnées  de  ce  point  satisferont  aux 
équations 

(2)  I/w.r  =  M.r,,     ïmy  =  Mjrt,     ïmz  =  tAzn 

M  désignant  la  somme  totale  des  masses  du  système. 

Ces  équations  ayant  lieu  à  chaque  instant,  on  pourra  les 
diffé rentier  par  rapport  au  temps,  et  Ton  trouvera 

x     •  dt  de  dt  dt  de  dt 

et,  eu  les  différen liant  de  nouveau, 


(4)  2//ï  -—  =  M  — — ,     Zut    /-  =  M  — ^-,     ï///  — -  =  M  -77- 
w  dt7  dt2  de7  rit7  dt2  dt* 


» 
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M,  cl  i 

ri    trouverait   pour  un  point   dont    la  masse 
[ni  serait  sollicité  par  toutes  les  forte»  don- 
nées parallèlement  à  eUea-mèmeaen  èe  point. 

s;  ,1.» 

de  la 

5: 

iTos;tii  m.  point  ay; 
i  initiale  du  pentn 
la  même  direction. 

mi  une  mené  M,  partant 
de  gravité,  avec  la  même 
set)  coordonnées   seraient 

ili'liTininws  ] 
ilt'  gravité,  t 

iar  lis  mêmes  équation»  que  celle*  du  rentre 
i  ces  doux   points  coïncideraient  à    chaque 

Quan  Lire 
put  compas 

ijiii  se  rapporte  nu  mouvement  initial,  sitppo- 
i  produit  par  des  forces   instantanées,  avant 
mies  A,  B,  C  au  point /M-,  A',  K,  C'*U  point 

m, 11, 

,';z; 

es  autres,  ces  forées  pouvant  d'ailleurs  être 
m  nombre  quelconque  de  ces  point*.  Si  l'on 
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On  voit  donc  que  les  composantes  de  la  vitesse  initiale  du 
centre  de  gravité  sont  les  mêmes  qu'elles  seraient  pour  un 
point  ayant  la  masse  M,  et  sollicité  par  toutes  les  forces 
instantanées  qui  déterminent  les  vitesses  initiales  du  système 
partant  du  repos,  ces  forces  étant  transportées  parallèlement 
à  elles-mêmes  en  ce  point.  En  réunissant  ces  deux  proposi- 
tions, on  aura  le  principe  suivant  : 

Le  mouvement  du  centre  de  gravité  rf'ii/i  système  libre 
quelconque  est  le  même  que  si  Von  y  réunissait  toutes  les 
masses  des  différents  points,  et  qiion  y  transportât  y  pa- 
rallèlement à  elles-mêmes,  les  forces  instantanées  et  les 
forces  continues,  qui  produisent  F  état  initial  et  les  états 
subséquents  du  système. 

Si  les  liaisons  d'un  système  sont  telles,  qu'à  chaque 
instant  les  points  puissent  être  déplacés  simultanément  et 
parallèlement  à  une  droite  fixe,  le  théorème  précédent  aura 
lieu  pour  le  mouvement  du  centre  de  gravité,  parallèlement 
à  celte  droite.  Car,  en  la  prenant  pour  axe  des  z,  et  faisant 
dx  =  o,  Jj"  =s  o  dans  l'équation  (i),  page  78,  on  aura 

et  S  z  étant  le  même  pour  tous  les  points, 

de  ' 

d'où 

f/t1 

d'où  Ton  lire  la  conséquence  annoncée. 

Remarque.  —  Il  est  bon  de  faire  une  remarque  qui  pourra 
se  reproduire  souvent,  au  sujet  des  forces  instantanées, 
c'est-à-dire  de  forces  considérables  dont  on  considère  l'eflet 
pendant  un  temps  inappréciable.  La  conséquence  que  nous 
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avoua  tirée  i 

»■-.  .■i|u.itions  (5)  étant  sppKqBde  1  m   i 

forces  prada 

m  k-  temps  très-court  qu'elle*  emploient  à  pin- 

duire  les  vil 

<■-.-    initiales,   démontrerait   que   h-    ■  0!ii|>m- 

santés  de  ce 

-  \iii\-scs  sont  précisément*!* 

toutes,  tes  m 

riisc-  étaient  réunies  au  ei'tilre  de  gravité    lu 

système,  ci  i 

|iic  toutes  les  forces  basent  transportées  en  te 

point  sans  c 

liangcr  tic  manière  d'agir.  Mais  cette  déttiiui— 

tration  ici  il 

nt  ii  faire  une  intégration  relative  .1   <  i>     m  h 

îles  composa 

nies  de  la  vitesse  du  centra  de  gravité;  <■  1   1 

ainsi,  en  t'Il'cl,  que  l'équation  (7)  se  déduit  de  l'équ.-.  U  l 

générait;  (ii) 

qu'on  appliquerait  à   des  força  1  ré*- grandes 

agissant  Jan 

s  mi  temps  très-court.  Et  1  équation  méine  qui 

nous  servira 

dans  lontea  tes  questions  oà  il  entrera  des  forces 

instantanées 

.    r'esl-à-dJra    l'application     du    pijuuîp* 

d'Àleoibcrl 

;.  ce  genre  de  forces,  a   été  obtenue  par  une 

intégration 

analogue  f»ÎW    sur    l'équation    i|ui  M!  mppetfU 

aux  forces  i-< 

niiiiues,  Mais  une  fois  ce  point  bien  entendu. 

il  CSt  préfér; 

1  Me  de  na  plus  revenir*  iliaque  instant  sur  ce 

momo  raisoi 

miment,  et  d'introduire  directement  1rs  forcci 

instantanées 

'  oui  me  nous  avons  appris  à  lu  l'air».-:  1  ost  pour 

— *-  ■ ■  ■■ 
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qui  y  sont  appliquées  se  détruisent  quand  on  les  transporte 
en  un  même  point,  le  mouvement  du  centre  de  gravité 
est  rectilignc  et  uniforme.  Sa  direction  est  donc  celle  de 
sa  vitesse  initiale,  et,  par  conséquent,  de  la  résultante  des 
forces  instantanées  qui  ont  mis  le  système  en  mouvement, 
ou  encore,  des  forces  instantanées  qui  lui  donneraient,  à 
un  instant  quelconque,  le  mouvement  dont  il  est  animé. 

Lorsque  les  points  du  système  exerceront  les  uns  sur  les 
autres  des  actions  réciproques,  égales  et  contraires,  conti- 
nues ou  instantanées,  le  mouvement  du  contre  de  gravité 
n'en  sera  pas  altéré,  puisque  ces  forces,  transportées  eu  ce 
point,  s'y  détruiraient  deux  à  deux.  Ainsi  des  chocs,  ou  des 
liaisons  subites  établies  entre  plusieurs  corps  du  système, 
ou  encoredes  explosions  intérieures,  produisant  nécessai- 
rement des  actions  égales  et  contraires,  ne  sauraient  modi- 
fier en  rien  le  mouvement  du  centre  de  gravité.  C'est  en  cela 
que  consiste  le  principe  de  la  conservation  du  mouvement 
du  centre  de  gravité. 

Il  est  essentiel  d'observer  que  toutes  les  propositions  pré- 
cédentes sont  indépendantes  de  la  nature  des  forces  et  des 
lois  de  leur  action. 

Principe  de  la  consetvation  des  moments  et  des  aires. 

58.  Considérons  maintenant  les  trois  dernières  équations 
d'équilibre,  qui  expriment  que  les  sommes  des  moments 

des  forces  X  —  m  -j- >  Y  —  m  —£<>  Z  —  m  — -^  etc.,  par 

dtl  tir-  dp  l 

rapport  aux  trois  axes,  sont  nulles.  Ces  équations  sont 
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livhe  n. 

e  mut  la  ferme 


Ces  équations  oui  lieu  ;i  chaque  instant  du  mouvement; 
cl  1rs  expriment  que  les  sommes  des  moments  des  Ibrres 
données,  jiar  rapport  aux  trois  axe»,  «ont  ('gales  à  relies  des 
moments  des  forces  qui  produiraient  sur  les  points  libnt 
le  mouvement  qui  a  lieu. 

Mous  nous  occuperons  particulièrement  du  cas    où    les 
seconds  membres  des  équations  (i)   sont  nuls.    Cela   aura 
lieu  d'abord   si  les  force*  X,  Y,  Z,...,  sont   toutes  nul! 
c'est-à-dire  si  le  système  qui  a  été  raïs  en  mouvement 
abandonné  à  lui-même,  sans  aucune  action  étrangère. 

Cela  aura  lieu  encore  ai  les  pointe  sont  soumis  à  des 
lions  qui  seraient  en  équilibre  sur  le  système  rendu  ripii 
car  eus  seconds  membres  sont  les  sommes  des  moments 


lira 
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On  voit  même  qu'il  suffirait  que  les  forces  eussent  une 
résultante  passant  par  l'origine.  De  sorte  que  les  seconds 
membres  des  équations  (i)  seront  nuls  toutes  les  fois  que 
les  forces  seraient  en  équilibre  sur  le  système  rendu  rigide, 
et  lié  au  point  fixe  qui  a  été  pris  pour  origine. 

Le  cas  dont  nous  allons  nous  occuper  a  donc  encore  une 
assez  grande  généralité. 

Les  équations  (i)  deviennent,  dans  cette  supposition, 

/     tt'z  d*r\ 

[^['dn-'-SF)^0' 

)         /    d*x  d*z\ 

(*>  \lm\zdF-**r)  =  °< 

(    rt*y  d*x\ 

intégrant  par  rapport  à  f,  et  représentant  par  c,  v\  d1  trois 
constantes,  on  obtiendra 

lmY*-zdï)=c> 

(3)  jx*  (.£-*£)=•, 

(    dr         dx\ 
lm[*iï-'dï)=C' 

Les  premiers  membres  de  ces  équations  sont  les  sommes 
des  moments,  par  rapport  aux  axes,  des  forces  dont  les 
composantes  seraient  exprimées  pour  chaque   point  par 

m~t  m—i   m -y,    c'est-à-dire  des  forces  instantanées, 

dt  dt  dt 

qui  produiraient  sur  chaque  point  libre,  et  partant  du 
repos,  le  mouvement  dont  il  est  animé. 

Ainsi,  les  équations  (3)  expriment  que  les  sommes  des 
moments  des  quantités  de  mouvement  qui  animent  le 
système  à  un  moment  quelconque,  estimées  par  rapport  à 
trois  axes  rectangulaires,  sont  constantes;   et  que,  par 


,otiu\/iim/,  il  en  est  de  ntëme  par  rapport  à  toute  din 
tinn.  Ou,  pu  d'aunes  termes,  si,  à  un  instant  muleon» 
mi  ronsidère  les  forces  instantanées  qui  produiraient  j 
chaque  ] i n ï 1 1 1  libre,  ei,  partant  ilu  repos,  le  mouveni 
dont  il  est  fini  nié;  que  l'on  décompose,  chacune  <],.■ 
en  trois  autres,  dirigées  suivant  les  axes  des  coordonnées. 
et  entrois  couples,  ayant  ces  ninms  directions  pour  «ses  : 
l,i  somme  des  iiiomeotl  des  couples  dans  chacune  de  et»  di- 
rections sera  constante;  et,  par  suite,  J'axe  du  coup! 
résultant  scia  constant  en  grandeur  et  en  direction. 

C'est  en  cela  que  consiste  lu  principe  de  la  camervatit 
.les  moments.    Il  subsiste,  quelles  que  soient  les  actions 
mutuelles  qui  viennent!  liai  Ire  entre  des  points  du  système, 
comme  par  exemple  si  deux  points  étaient  liés  subilt-ir.ti 
l'un  à  l'autre,   si  une  partie  du  système,  d'abord  gazeuse 
devenait  liquide,  puis  solide,  pourvu  que  cela  s'opérât  j 
des  actions,  deux  à  deux,  égales  et  contraires;  ou  encore  si 
le  changement  de  température  de  diflerents  pointa  d'un 
système  changeait  leurs  actions  mutuelles,  et,  par  suite, 
leurs   distances.    Ces  diverses  circonstances  se  prés* 
plans  le  système  du  monde. 


e»di- 
oupl* 

•ation 

lions 
ème, 

ir.t-i.t 


n  , 


.  i. . 


par  suite, 
présentent 
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Si  Ion  applique  à  ces  forces  les  propositions  qui  ont  été 
établies  dans  la  Statique  relativement  à  la  réduction  d'un 
système  quelconque  de  forces,  on  obtiendra  les  conséquences 
suivantes  : 

Lorsqu'un  système  libre  quelconque  est  sollicité  par 
des  forces  qui  se  détruiraient  mutuellement  s'il  devenait 
rigide, 

La  somme  des  forces  représentées  par  les  quantités  de 
mouvement  de  ses  différents  points,  estimées  dans  une 
même  direction,  est  constante  ; 

Le  centre  ue  gravité  du  système  se  meut  parallèlement  à 
la  résultante  des  quantités  de  mouvement,  transportées  en 
un  même  point-, 

La  somme  des  moments  de  ces  quantités  de  mouvement 
par  rapport  à  une  même  droite  est  constante. 

Si  l'on  considère  ces  moments  par  rapport  a  toutes  les 
droites  qui  passent  par  un  même  point  de  l'espace,  celle 
pour  laquelle  la  somme  est  la  plus  grande  est  invariable  : 
c'est  l'axe  du  couple  résultant  des  quantités  de  mouve- 
ment, relatif  à  cette  origine.  Cette  direction,  ainsi  que  la 
valeur  du  moment  total  correspondant,  sont  les  mêmes 
pour  tous  les  points  de  la  parallèle  à  la  résultante,  menée 
parce  même  point.  La  direction  peut  être  la  même,  sans 
que  le  moment  soit  le  même,  dans  le  seul  cas  où  les  forces 
représentées  par  les  quantités  de  mouvement  sont  réduc- 
tibles à  une  force  unique.  Dans  ce  cas,  tous  les  points  du 
plan  mené  par  cette  force  et  le  point  que  l'on  considère, 
donneront  une  uième  direction  pour  l'axe  du  moment 
maximum;  mais  le  moment  ne  sera  le  même  en  grandeur 
et  en  direction  que  pour  les  points  d'une  même  parallèle  à 
la  résultante. 

Il  existe  un  axe  central  unique,  parallèle  à  la  résul- 
tante, et  tel  que  pour  tous  ses  points  sa  direction  est  celle 
de  l'axe  du  moment  maximum*,  et  ce  moment  est  moindre 
II.  8 


que  le  maximum  relatif  à  tout  autre  point  de  l'espace,  tl  •• 
détermine  la<  ilemcnl  dès  uti'uo  connaît  la  résulunte  et  I 
couple  résultant  relatif  »  une  origine  donnée.  Dan*  le  r. 
nu  I''  système-  îles  forces  représentées  par  1rs  quantités  d 
mouvement  est  réductible  à  anc  force  unique,  U  droite 
suivant  laquelle  elle  agit  est  l'axe  central. 


CM*.  Conservation  des  moments  dans  le  mouvement  rr- 
latif.  —  Supposons  maintenant  que  les  aies  auxquels  <m 
rapporte  la  position  des  point*,  se  meuvent  en  restant 
parallèles  à  tit\-mèuies,  le  mouvement  relatif  sera  iden- 
tique au  mouvement  absolu  qu'on  obtiendrait  en  partait 
d'un  état  initial  identique  à  l'étal  relatif  initial,  et  intro- 
duisant les  forces  fictives,  détenu  niées  précédi-mineui 
Dans  h'  cas  ai mei,  où  les  axes  n'ont  qu'un  mouvement  <lr 
translation.  1rs  forces  fictives  ae  réduiront,  pour  ihaqur 
point  du  système,  à  une  force  accélératrice  égale,  parallèle, 
et  de  sens  ron traire  à  celle  qui  donnerait  à  un  point  maie- 
riil  libre  le  mouvement  que  suit  l'origine  de_.  axe*  mo- 
biles. 

Lorsque  us  forces  réunies  aux  force*  données  htihii  m 
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tème.  11  est  donc  nécessaire  et  suffisant  que  cette  dernière 
force  soit  nulle,  pour  que  les  autres  soient  en  équilibre. 
Dans  ce  cas,  l'origine  a  un  mouvement  rectiligne  uniforme, 
entièrement  arbitraire.  On  obtient  ainsi  la  proposition  sui- 
vante : 

Lorsque  les  forces  appliquées  à  un  système  libre  s'y  dé- 
truisent lorsqu'il  devient  rigide,  le  principe  de  la  conserva- 
tion des  moments  a  lieu  dans  le  mouvement  relatif  à 
tout  système  d'axes  qui  se  meuvent  parallèlement  à  eux- 
mêmes,  de  manière  que  leur  point  de  rencontre  ait  un 
mouvement  quelconque  rectiligne  et  uniforme* 

Le  centre  de  gravité  du  système  ayant,  d'après  l'hypo- 
thèse, un  mouvement  rectiligne  uniforme,  il  s'ensuit  que  le 
principe  a  lieu  pour  un  système  d'axes  de  directions  con- 
stantes et  dont  l'origine  coïncide  constamment  avec  le  centre 
de  gravité  du  système. 

Le  même  principe  aura  encore  lieu  lorsque  la  résul- 
tante des  forces  fictives,  au  lieu  d'être  nulle,  passera  con- 
stamment par  l'origine;  ce  qui  exige  que  la  droite  menée 
par  le  centre  de  gravité  du  système,  parallèlement  à  la 
force  accélératrice  de  l'origine,  passe  toujours  par  cette 
origine  même. 

On  peut  donc  énoncer  cette  seconde  proposition  : 

Le  principe  de  la  conservation  des  moments  a  lieu,  dans 
le  mouvement  relatif,  lorsque  les  axes  se  déplacent  paral- 
lèlement à  eux-mêmes,  et  que  la  force  qui  produirait  le 
mouvement  de  t  origine,  passe  constamment  par  le  centre 
de  gravité  du  système. 

Ce  principe  a  donc  lieu  dans  le  cas  particulier  où  l'ori- 
gine a  un  mouvement  arbitraire  sur  la  droite  que  décrit  le 
centre  de  gravité. 

Cette  dernière  proposition  renferme,  comme  cas  très- 

8. 
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soient  égales,  il  faut  que  Ton  ait 

</€  d-j  dyx        *  dZx    ,    m  dy  «/6 

Or,  on  satisfera  d'une  manière  particulière  à  cette  équation 
en  posant  séparément 

d%  d*i  dyx        _  r/*i  _  d*t  dG 

ou 

r  ,:*,::  ^6  : 1/7,    €  :  7  :  :  dyx  :  dzx ,    6 : 7  :  :  M  :  ^7. 

En  faisant  de  même  pour  les  deux  autres  axes,  on  voit 
qu'on  satisfera  à  toutes  les  conditions  en  posant 

a  :  s  :  7  :  :  d*  :  dt  :  </7  :  :  dxx  :  dyt  :  dzx  :  :  *,  :yx  :  *,, 

ce  qui  exige  seulement  que  le  centre  de  gravité  et  l'origine 
se  meuvent  sur  une  même  droite  passant  par  le  point  qui  a 
été  pris  pour  origine  fixe. 

On  obtient  ainsi  la  proposition  suivante  : 

Lorsque  l'origine  se  meut  d'une  manière  quelconque  sur 
la  droite  décrite  par  le  centre  de  gravité  du  système,  tes 
moments  relatifs  ont  la  même  valeur  que  si  cette  origine 
restait  fixe. 

On  en  déduit,  comme  cas  particulier,  cette  autre  propo- 
sition : 

Les  moments  relatifs  à  des  axes  de  directions  constantes 
qui  se  meuvent,  et  se  coupent  au  centre  de  gravité,  sont  les 
mêmes  que  si  ces  axes  restaient  immobiles  dans  une  quel- 
conque de  leurs  positions. 

62.  Conservation  des  aires.  —  Les  équations  (3)  peu- 
vent être  envisagées  sous  un  autre  point  de  vue,  et  démon- 


UVBF.    II. 

particulier,  i 

un'   des  précédentes,  où  l'on 

nappai  tfta  ir... 

l'ongïnc  élai 

[  au  centre  de  gravité  I11i-1ne.nn 

ï. 

On  peut  r 

■marquer  que  le  principe  démorilri>  dans  ce 

numéro  teoSe 

rme  celui  du  numéro  précédeni 

.  Il  suffit,  pour 

l'obtenir,  de 

-opposer  nulle  la  force  dirigé» 

:  vers  le  MM 

de  gravité. 

(M.    Casoi 

i  le.  moment  a  la  mdmc  valeur 

que  si  l'origine 

était  immobile.  —  Les  deux    propositions 

précédente-  se 

rapportent  se 

nleinent  à  l' invariabilité  des  me 

iments  relatif*; 

mais  on  pou 

■rail  ajouter  encore  la  conduit 

in  que  ces  ino- 

menu  i'ussen 

t  les  mimes  que  si  l'origine  restait  ro  repos. 

Voyons  s'il  e. 

si   possible  d'y  satisfaire. 

Prenons  pour  axes  fixes  des  x,y,  z  une  di 

«  positions.  An 

axes  niobilt-s 

:  soient  a,  £,  y  les  coordonnées  de   l'origine 

mobile,  à  un. 

■  époque  quelconque.  La  somme  des  momt-nU, 

par  rapport  ; 

i  l'axe  des  x,  sera 

(*) 

V    '//           dt  j 

La  somme  de 

-  moments  relatifs  à  l'axe  mobile  parallèle  au 
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soient  égales,  il  faut  que  Ton  ait 

</6  d-j  c/jn        *  dzx    ,    e  df  dt 

dt  dt        '   di  dt  dt        '  dt 

Or,  on  satisfera  d'une  manière  particulière  à  cette  équation 
en  posant  séparément 

dt  di  dyx  dst  dy  dt 

OU 

/,  :  *,  ::  rf6  :  c/7,    €  :  7  ::  d?y  :dzlf    t : 7  ::  dt  :  dy. 

En  faisant  de  même  pour  les  deux  autres  axes,  on  voit 
qu'on  satisfera  à  toutes  les  conditions  en  posant 

a  :  t : 7  :  :  d*  :  dt  :  rf7  :  :  dxx  :  dyx  :  //z,  ::*,:/.:»„ 

ce  qui  exige  seulement  que  le  centre  de  gravité  et  l'origine 
se  meuvent  sur  une  même  droite  passant  par  le  point  qui  a 
été  pris  pour  origine  fixe. 

On  obtient  ainsi  la  proposition  suivante  : 

Lorsque  l'origine  se  meut  d'une  manière  quelconque  sur 
la  droite  décrite  par  le  centre  de  gravité  du  système,  tes 
moments  relatifs  ont  la  même  valeur  que  si  cette  origine 
restait  fixe. 

On  en  déduit,  comme  cas  particulier,  cette  autre  propo- 
sition : 

Les  moments  relatifs  à  des  axes  de  directions  constantes 
qui  se  meuvent,  et  se  coupent  au  centre  de  gravité ,  sont  les 
mêmes  que  si  ces  axes  restaient  immobiles  dans  une  quel- 
conque de  leurs  positions. 

62.  Conservation  des  aires.  —  Les  équations  (3)  peu- 
vent être  envisagées  sous  un  autre  point  de  vue,  et  démon- 
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lient,  une  propriété  géométrique  remarquable  du  mouve- 
ment t-ii  question.  En  eii'et,  si  Ton  considère  l'aire  conique 
décrite  par  le  rayon  vecteur  mené  de  l'origine  nu  point  dont 
les  coordonnées  sont  x,  y,  z,  elle  se  projette  sur  les  plan* 
coordonnés  suivant  les  aires  décrites  par  le»  projection) 
de  ce  rayon,  et  dont  nous  allons  calculer  les  expression». 

Soit  ri  l'angle  formé  avec  l'axe  des  y  positifs  par  la  pro- 
jection rdu  rayon  vecteur  sur  le  plan  YZ,  et  qui  tourne 


d«  l'a 


positifs  ' 


s  l'a 


S  pO: 


ilifs, 


ce  qui  est 


le  sens  direct  par  rapport  à  l'axe  des  x  positifs;  on  aura 
LangÔ  —  -i  les  signes  de  toutes  les  quantités  étant  pri»  de 
la  manière  ordinaire. 

On  lire  de  cette  équation 


r'iti  =  yds.  —  tdy, 
—  zdy  est  le  double  de  la  différentielle  de  l'air* 


DYNAMIQUE.  I  10, 

les  plans  coordonnés,  et  multipliées  chacune  par  la  masse 
du  point  correspondant,  les  équations  (3)  pourront  être 
mises  sous  la  forme 

d'où 

en  comptant  les  aires  à  partir  de  t  =  o. 

Ainsi,  lorsque  les  points  d'un  système  libre  ne  sont  sou- 
mis qu'à  leurs  actions  mutuelles,  ce  qui  comprend  les  chocs 
entre  les  divers  points  du  système  ;  et,  plus  généralement, 
lorsqu'ils  sont  soumis  à  des  forces  qui  seraient  en  équilibre 
sur  le  système  devenu  rigide,  et  lié  invariablement  à  l'ori- 
gine, ce  qui  comprend  le  cas  de  forces  quelconques  dirigées 
vers  l'origine;  la  somme  des  projections  sur  un  plan  quel- 
conque des  aires  décrites  par  les  rayons  vecteurs  de  tous  les 
points,  multipliées  respectivement  par  les  masses  de  ces 
points,  est  proportionnelle  au  temps,  pourvu  que  l'on  re- 
garde comme  positives  les  aires  décrites  d'un  mouvement 
direct,  et  comme  négatives  celles  qui  sont  décrites  d'un 
mouvement  rétrograde.  C'est  en  cela  que  consiste  le  prin- 
cipe de  la  conservation  des  aires.  On  voit  qu'il  ne  diffère 
que  par  la  forme  du  principe  de  la  conservation  des  moments. 

63.  S'il  y  avait  deux  centres  d'action,  lors  même  que 
l'un  d'eux  serait  pris  pour  origine,  les  seconds  membres 
des  équations  (i)  ne  seraient  plus  nuls.  Mais  l'un  d'eux  dis- 
paraîtra si  l'on  prend  pour  axe  des  z  la  droite  qui  passe 
par  les  deux  centres  fixes;  car  on  aura 

x-.Y::*:^,       ou       jy-/X=o. 

Donc,  dans  ce  cas,  le  principe  a  lieu  seulement  pour  les 
projections  sur   un  plan  perpendiculaire  à  la  droite  qui 
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joint  les  deux  centres  d'actions,  et  les  couples  provenait 
des  quantités  de  mouvement  du  système,  il ér  oui  posés  sui- 
vant les  trois  axes,  donneraient  un  couple  constant  mil 
l'axe  qui  passe  par  ces  deux  points. 


„„.■! 


Plai 


uuariable.  — Si  l'on  cherche  le  plan 
e  des  projections  des  aires  multipliées  par 
masses  est  la  plus  grande,  on  trouve,  d'après  les  théorème) 
démontrés  dans  les  éléments  (*),  que  les  eosinus  des  an- 
gles p,  q,  r,  que  la  direction  de  son  axe  forme  avec  les  avt 
de  coordonnées,  sont 


; 

mes 


y'' 

*  :■■■■ 

•  +  >" 

V 

w 

S** 

1  -t-  V' 

&> 

+  V' 

'  +  X- 
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La  direction  de  ce  plan  est  donc  indépendante  du  temps,  et 
Laplace,  qui  Ta  reconnu  le  premier,  lui  a  donné  le  nom  de 
plan  invariable.  Les  équations  (3)  montrent  qu'on  pourra 
le  déterminer  si,  à  un  certain  instant,  on  connaît  les  masses 
des  différents  points  du  système,  leurs  positions  et  les 
composantes  de  leurs  vitesses.  Les  actions  mutuelles  des 
points,  et  les  chocs  qui  peuvent  survenir  entre  eux,  ne 
changent  pas  la  direction  du  plan  invariable,  puisque  les 
seconds  membres  des  équations  ne  cessent  pas  d'être  nuls. 
Il  en  est  de  même  s'il  y  a  un  centre  fixe  d'action  ou  un 
point  fixe,  pourvu  qu'on  le  prenne  pour  origine. 

la  somme  algébrique  des  projections  de  toutes  ces  aires  sur  le  plan  dont 
Taxe  est  1',  multipliées  respectivement  par  m,  m',. . . ,  sera 

cos  t  S  ma  cos  a  -f-  eus  «'  1  ma  cos  6  H-  cos  t"  2  ma  cos  y, 

et,  en  posant 

2macosa  =  À,        Ima  cos €  =  X'f       2 ma  cosy  =  X"t 

la  somme  de  ces  projections  sera 

X  cos  c  H-  X'  cos  j'  ■+■  X"  cos  s"  ; 

ou,  en  appelant  p,  q,  r  les  angles  dont  les  cosinus  sont  proportionnels  à 
À,  X'f  X"  et  de  mêmes  signes  respectifs, 


^ X* -t- X'* -h  X"*  (cosfCos«  +  cos9COs«'~4-cosrcosc")=icosU  v/jlt^-/'*^-À*,, 

U  désignant  l'angle  de  Taxe  1'  avec  la  direction  fixe  déterminée  par  les 
angles  pf  qf  r. 

Sans  s'arrêter  aux  diverses  conséquences  de  cette  formule,  on  voit,  comme 
nous  l'avons  avancé,  n°  64,  que  le  maximum  de  la  somme  des  projections 
a  lieu  quand  l'angle  U  est  nul  et  que  Taxe  1'  se  confond  avec  celui  qui 
fait  les  angles  p,  q,  r.  La  valeur  de  ce  maximum  est 


et  les  cosinus  de6  angles  py  q,  r  ont  pour  valeurs 

COS  p  =  .       rns  q  r=  »      rn*  #•  =.  

i/X*+X"+X"*  ^Xt+À't+X"t  yX*+ln-i-X" 


oit  qui!  ce  plau  n'est  autre  chose  que  celui  du 
ésult.iul  des  quantités  de  mouvement,  et  toutes  les 
ions  qui  ont  été  établies  pour  ce  dernier  s'appli- 
identiqucment  à  l'autre.  Nous  nous  dispense rons 


■a  pi 


Ixi.  y/pplication  au  système  du  monde.  —  En  considé- 
rant le  soleil,  les  planètes  et  leurs  satellites  comme  sollici- 
tes seulement  par  leurs  actions  mutuelles,  le  centre  de  gra- 
vité de  te  système  se  meut  uniformément  en  ligne  droite, 
dépend  de  celles  qui  ont  été  imprimées 


lor 


nt    été    abandonnés  à  eux- 


e  p 


.  Comme  nous  ne  connaissons  aucun  point  fixe,  si 
Oulons  prendre  une  origine  des  aires  qui  donne 
maximum  des  aires  une  direction  inva- 
I  faut  choisir  un  point  qui  se  meuve  parallèlement 
décrit  le  centre  de  gravité;  et  comme  celle 
connue,  il  faudra  choisir  le  centre  de  gra- 
Le  plan  du  couple  résultant  des  quantités 
relatives,  ou,  eu  d'autres  termes,  celui  du 
tires  relatives,  pourra  se  déterminer  à  une 
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conque  ;  elles  pourraient  être  brisées  par  des  explosions, 
sans  que  ce  plan  fût  dérangé. 

Il  resterait  encore  le  même  si  Ton  supposait  tous  les 
corps  du  système  sollicités  par  des  forces  parallèles  et  pro- 
portionnelles aux  masses;  car  les  mouvements  rapportés 
à  trois  axes  menés  par  le  centre  de  gravité  dans  des  direc- 
tions constantes  ne  seraient  pas  altérés,  et,  par  conséquent, 
les  aires  projetées  sur  ces  plans  resteraient  les  mêmes. 

Équation  des  forces  vives. 

66.  Cette  équation  s'obtient  en  considérant  un  déplace- 
ment virtuel  particulier,  qui  n'est  pas  toujours  compatible 
avec  les  liaisons  du  système.  C'est  celui  qui  coïnciderait 
avec  le  déplacement  qui  s'opère  pendant  un  temps  infini- 
ment petit  dans  le  mouvement  réel  de  ce  système. 

Pour  reconnaître  quand  ce  déplacement  virtuel  est  per- 
mis, soit  L  =  ô  une  des  équations  de  condition  données. 
Les  déplacements  virtuels  satisferont  à  l'équation 

et  lors  même  que  L  renfermerait  la  variable  t  implicite- 
ment ,  on  ne  la  ferait  pas  varier  dans  cette  'équation , 
puisque  les  déplacements  virtuels  se  rapportent  au  même 
instant* 

Si  maintenant  on  désigue  par  dx,  dyy  dz,  etc.,  les  ac- 
croissements infiniment  petits  que  prennent  les  coordon- 
nées pendant  le  temps  dl  dans  le  mouvement  effectif  du 
système,  l'équation  L  =  o  devant  constamment  être  satis- 
faite, l'accroissement  de  son  premier  membre,  après  le 
temps  dt,  doit  être  nul,  ce  qui  donne,  en  supposant, 
pour  plus  de  généralité,  que  la  variable  /  y  entre  expli- 


:.''>  +  lu  /lt  +  ^<lr'  +  ...  =  « 


Ma 


Or  ces  deux  équations  seraient  et  >uuadic  mires  si  l'ou  prr- 
lia  il 

o.i   _  i/j',      &jr  =  ify,      Sz  =  di,..  .  , 

...         4L 

ci  celle  supposition  ne  sera  permise  que  si  1  on  a  —  =  o, 

quel  que  suit  t.  D'où  l'on  conclut  qu'on  peut  prendre  pour 
déplacement  virtuel  le  déplacement  infiniment  petit  qiK 
subissent  en  même  temps  les  points  du  système,  en  conti- 
nuant leur  mouvement,  dans  le  cas  seulement  où  aucnur 
des  équations  de  condition  ne  renferme  le  temps  d'une  ma- 
nière explicite. 

Supposons  donc  qu'il  en  soit  ainsi,  et,  dans   l'équation 


2[( 


Mw-t— « 


,  —  J„        A h 


a*. 
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Elle  montre  que  r  accroissement  de  la  demi-somme  des 
forces  vives  de  tous  les  points  dans  un  intervalle  de  temps 
infiniment  petit,  est  égal  à  la  somme  algébrique  des  quan- 
tités de  travail  des  forces  données,  développées  dans  ce 
même  intervalle. 

t)7.  Lorsque  l'expression  2  (Xdx  -f-  Xdy  -\-Zdz)  est  la 
différentielle  exacte  d'une  fonction  (f  de  x,  y,  z,  ocf,  y1^ 
2;, ...9  considérées  comme  variables  indépendantes,  on 
pourra  intégrer  les  deux  membres  de  l'équation  précédente, 
entre  deux  époques  quelconques,  et  l'on  aura 

(2)     ^ïmv*  —  \ lmv\  =  ?  (x,  /,  z,  x',...)  —  cp  (x9J  jr9 ,  z„,  x\ , ...). 

Ainsi,  dans  ce  cas,  l'accroissement  de  force  vive  peut  se 
déterminer  dès  que  l'on  connaît  les  positions  de  tous  les 
points,  aux  deux  époques  que  l'on  considère  ;  et  toutes  les 
fois  que  le  système  repassera  par  une  même  position,  la 
somme  des  forces  vives  redeviendra  la  même. 

Si  les  forces  X,  Y,  Z  sont  nulles,  le  second  membre  de 
l'équation  (2)  est  nul,  et  la  somme  des  forces  vives  est  con- 
stante. C'est  en  cela  que  consiste  le  principe  de  la  conser- 
vation des  forces  vives. 

68.  Si  tous  les  points  du  système  sont  soumis  à  l'action 
seule  de  la  pesanteur,  on  aura 

X  =  o,     Y  =  o,     Z  =  —  gvftw, 

en  prenant  l'axe  des  z  positifs  en  sens  contraire  de  la  pe- 
santeur. L'équation  des  forces  vives  deviendra  donc,  en 
désignant  par  zt  le  z  du  centre  de  gravité  du  système,  et 
par  M  sa  masse  totale  : 

La  somme  des  forces  vives  ne  dépendra  donc  que  de  la 


a<>  LIVRE    II, 

laulcur  <!u  centre  de  gravité  du  système;  et  elle  redev 
!ra  la  même  (unies  les  fois  que  ce  point  repassera  pur  I 
néme  plan  horizontal. 

I>9.    Lorsque  ce  système  pas.se  par  une  position  où  il  s 
ail  en  équilibre  si  ses  points  n'avaient  aucune  vitesse,  on 

alors 

ïm(XJ*  -f-Ytfj-  +Zis)  =  o 

mur  tous  les  déplacements  virtuels.  Et  comme  un   nmi 
.rendre 

Sx=d*t     Sy  =  dy,     3t  =  Jt, 


ï(X«fcr-+-Yrf>r  +  Zrf*)  =  o, 

et,  par  conséquent,  le  second  membre  Je  l'équation  (a), 
ayant  sa  dillérentiellc  nulle,  sera,  en  général,  maximum  ou 
minimum  relativement  à  toutes  les  valeurs  par  lesquelles  il 
passe  successivement.  Ainsi,  la  somme  des  forces  vive-niu 
svslème  nblient  ses  valeurs  maxima  ou  minima,  lorsque  le 
système  passe  par  des  positions  où  il  serait  en  équilibre  si 
ses  points  y  étaient  placés  sans  vitesse. 
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supposant  attractive, 

j/  ——  x  ,      y'  "~~  y  z' —  * 

mm' F.  — j — y      mm  F.  - — j~^-~i      mm' F.  — —  5 
et  les  termes  provenant  de  ces  composantes  dans 

seront 

,     (*'-*)dx+(ï-r)dx  +  (z'-z)<iz 

f 

Les  termes  provenant  des  composantes  de  l'action  de  m  sur 
///  seront 

, F (x-J)djt  +  ijr—f)4/+(,-.  z') dz' 

mm  r , 

et,  si  on  les  réunit,  on  a 

(*-*')(<*r-<*r')  +  (  y-y'){dr-dy>)+{z-z'){di  -M) 

— —  m  ni   T  •  —     '     '       '  '  j.  '  '  y 

ce  qui  se  réduit  à  — mnt'Fdf,  en  ayant  égard  à  l'équa- 
tion 

On  aurait  trouvé  ■+-  mmfF  .dfdsins  le  cas  d'une  action  ré- 
pulsive. Ainsi,  tous  les  termes  provenant  des  actions  mu- 
tuelles des  points  seront  des  différentielles  exactes,  quand 
ces  actions  ne  dépendront  que  de  la  distance  et  seront  pro- 
portionnelles aux  masses  ;  et  généralement  quand  elles  se- 
ront égales  et  opposées. 

Nous  avons  démontré  précédemment  qu  il  en  était  de 
même  pour  toutes  les  forces  agissant  vers  des  centres  fixes 
proportionnellement  à  une  fonction  de  la  distance  seule- 
ment. 

Mais  le  théorème  n'aurait  plus  lieu  s'il  existait  des  ré- 
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ilieux  uu  de  frottement  :  les  forces  X,  Ï^Z 
lors  soit  des  composa n tes  de  la  vitesse,  soit 
contre  les  surfaces  ou  les  ligues  qui   pro- 

< ■meut,  et 

•LlXrix  +  Ydy  +  Zdi) 

ne  d  i  lie  renli  elle  exacte. 

,i  que  la  différentielle  —  mm'F/if,  qui  se 
Utcactions  mutuelles,  est  négative  si  df  esi 
ithe  sî  iff  est  négatif.  Donc  les  attractions 
dent  un  accroissement  dans  la  somme  an 
nul  les  point!  se  rapprochent,  et  une  dimi- 
ls  s'éloignent.  De  même,  si  les  actions  sont 
amrae  des  forces  vives  croîtra  si  les  points 
décroîtra  s'ils  se  rapprochent. 


71,  La  somme  des  forces  vives  n'est  pas  altérée  parle 
oc  des  points  du  système  entre  eux,  lorsque  les  corps  qui 
choquent  repassent  après  la  compression  par  les  mêmes 
ils  que  pcnd.mt  qu'elle  s'opérait,  et  que  la  force  répulsive 
"\U  l'vi'i crut  l'un  sur  l'autre  est  la  même  pour  les  t-lais 
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D'après  le  principe  de  d'Alembert,  que  nous  avons  dé- 
montré applicable  aux  forces  instantanées  (n°  43),  il  devra 
y  avoir  équilibre  entre  les  forces  de  choc,  qui  sont  deux  à 
deux  égales  et  directement  opposées,  et  celles  dont  les  com- 
posantes seraient  exprimées  pour  chaque  point  par 

ebe  dy  dt 

—  mATJ      — iwA  — *       — wA  ■—-♦ 
dC  dt  dt 

ou,  d'après  les  notations  précédentes,  par 

/w(«  — A),     jw(£  —  B)t     #»(<?  —  C). 

Or,  en  appliquant  le  principe  des  vitesses  virtuelles,  on 
obtiendra  une  équation  indépendante  des  forces  inconnues 
que  produit  le  choc,  en  prenant  pour  déplacement  virtuel 
celui  qui  s'opérera  réellement  après  que  le  choc  sera  ter- 
miné. En  effet,  les  corps  cesseront  d'agir  l'un  sur  Pautre 
lorsque  leur  vitesse  sera  devenue  la  même  dans  le  sens  de 
la  normale  commune  ;  donc  alors  les  moments  virtuels  de# 
deux  forces  égales  et  contraires  seront  égaux  et  de  signes 
différents  ;  il  est  donc  inutile  d'y  avoir  égard  dans  la  somme 
totale,  et  Ton  aura  l'équation 

2/it[(«  —  A) dx •+-(*  —  h)dy  -H(c—  C)dz]  =  o. 
Or 

dx  =  Adtt     dyz=Bdt,     dz  =  Cdt; 

donc 

1m  (ûA-H  bB  +  cC  —  A'  —  B*  —  Q)  =  o. 

Soient 

(*  —  A  )*-*-(*  —  B)*  +  (c  —  C)J=«^, 
d'où 


2  ' 


II. 


t3o 


»(»' 


livkk  ir. 
■cèdent*  devient  alors 


!■'}:=  o,      ou      ï/»r'—  lm\'=i  Ihhv'; 


ce  qui  prouve  qu'il  y  a  une  perte  de  force  vive  égale  a 
l.i  somme  des  force»  vives  relatives  au»  vitesses  pcidut?. 
Celle  proposition  est  connue  sous  le  nom  de  théorème  Ar 
Camof. 

L'auteur  l'a  étendu  au  cas  où  les  corps  qui  se  eboquem 
ont  un  degré  quelconque  d'élasticité;  nuis  la  difficulté  de 
connaître  exactement  re  degré  en  rend  l'emploi  presque 
i  ni  possible  il;ius  l'état  actuel  de  la  science.  Pour  qu'on  m 
pût  faire  usage  avec  quelque  confiance,  il  faudrait  fairr 
de  nombreuses  expérience»,  dont  ou  ne  s'est  pis  eucort 
«cupé. 

La  perte  de  forces  vives  étant  ïww'  daus  le  cas  Je  rorp» 
sans  élasticité,  si  l'on  considère  le  système  itumédiaicaicnt 
avant  et  après  le  choc,  les  point*  n'ont  pas  changé  «rusible- 
ment  de  position.  Eu  désignant  dooe  par  jr,  y ,  x,  3? ,  . . . , 
les  coordonnées  de  ces  points,  au  moment  où  le»  rorp» 
viennent  en  contact,    l'équation  (a)  deviendra,  en  ayant 
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aura 

et,  par  suite, 

dt*  "•"  dfi  "^  <#  "*"  dP        dt*  "*"  ifc* 


+  » 


(ifiil^^ziim  ^itii^\ 

\dt  de       dt  dt*  dt   dt) 


Si  l'on  désigne  par  u  la  vitesse  du  centre  de  gravité,  par  V 
les  vitesses  dans  le  mouvement  par  rapport  au  centre  de 
gravité,  et  que  Ton  observe  que  l'on  a 

d\  ^    d*  di 

2/W-t-=0,         2lîl7-=0,         IllI-r-  =0, 

dt  dt         '  dt         ' 

on  obtiendra,  en  représentant  par  M  la  masse  totale  du 
système, 

(4)  2  nu*  =  2 /ii  V* -+- Bf  v'. 

L'équation  (i)  donne  ainsi 

i2ii,V*-l2V:=^KJ-^)-h?(.r,r,  *,*',    ..) 

74.  On  peut  encore  faire,  au  sujet  du  centre  de  gravité, 
une  remarque  qui  est  souvent  utile.  Le  mouvement  -de  ce 
point  étant  le  même  que  si  toute  la  masse  y  était  réunie  et 
que  toutes  les  forces  y  fussent  transportées  parallèlement 
à  elles-mêmes,  on  obtiendra  des  propriétés  du  mouvement 
du  centre  de  gravité  d'un  système,  au  moyen  des  propriétés 
du  mouvement  d'un  point  matériel  sollicité  par  des  forces 
données. 

En  considérant  en  particulier  l'équation   relative  à  la 

9« 


1  il  nu  puiitL  matériel,  et  employant  les  méAKS  no> 

irn-'U-ssu»,  on  obtiendra 

1  ri.  \1u-  =  dr,  ïX  +  rfr.ïY-l-rf*,  ïZ, 

i|iii  peut  servir,  dans  bien  des  cas,  à  donner  im- 
iu*ni  IV-spressiou  de  la  vitesse  u  du  centre  de  gra- 
îs  allons  en  faire  usage  ici  pour  démontrer  une 
■  ri'nirm|uable  du  centre  de  gravité  dnn  système. 
ilioii  (i)  donne,  en  y  remplaçant  2 /«>■*  par  sa  va- 
mU:  Imitation  (4), 


jrf.Mv 


rlfXrf-r  +  Yrfr-t-Z-fc) 


iigne  par  \,  y),  Ç  les  coordonnées  par  rapport 
illcles  à  ceux  des  x,  y,  t  et  passant  par  le 

v  du  système,  on  aura 

*i  +•%,    y  =  /,  +  •>,    ï  =  ;,-hï, 
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Ainsi  d'abord,  lorsque  les  équations  de  condition  ne  ren- 
Jermeront  pas  explicitement  le  temps,  F!  accroissement  de 
la  demi-somme  des  forces  vives  relatives,  dans  un  temps 
infiniment  petit,  est  égal  à  la  somme  des  quantités  de  tra- 
vail des  forces  relatives  dans  le  même  intervalle* 

Rappelons-nous  maintenant  que  les  forces  relatives  se 
composent  des  forces  données  et  des  forces  actives.  Ces  der- 
nières consistent  d'abord  dans  les  forces  d'inertie  qui  se- 
raient développées  par  chaque  point  du  système,  si  on  le 
liait  aux  axes  mobiles,  et  ensuite  à  des  forces  perpendicu- 
laires aux  vitesses  relatives,  et  dont  le  travail  est,  par  con- 
séquent, nul. 

D'où  Ton  voit  que  l équation  des  forces  vives  a  lieu  dans 
le  mouvement  relatif ,  pourvu  quon  joigne  aux  forces 
données  les  forces  cF  inertie  de  chaque  point,  supposé  lié 
aux  axes  mobiles,  à  F  instant  que  F  on  considère-,  ou,  d'a- 
près les  dénominations  employées  par  M.  Coriolis,  pourvu 
qu'on  joigne  aux  forces  données  des  Jorces  égales  et  op- 
posées aux  forces  d entraînement  pour  chacun  des  points 
du  système. 

Toutes  les  propositions  que  nous  avons  établies  sur  les 
forces  vives  dans  le  mouvement  absolu  se  trouvent  donc  ap- 
plicables au  mouvement  relatif,  au  moyen  de  l'iutroduction 
de  ces  forces  d'inertie  fictives;  et  il  est  inutile  d'en  repro- 
duire les  énoncés. 

N.  B.  —  Il  ne  faut  pas  oublier  que  dans  le  mouvement 
absolu,  qui  est  identique  avec  le  mouvement  relatif,  les 
équations  de  liaison  ne  sont  autre  chose  que  les  proposées 
exprimées  au  moyen  des  coordonnées  relatives,  dans  les- 
quelles on  substitue  à  ces  dernières  les  coordonnées  abso- 
lues prises  dans  le  système  des  axes  fixes  que  l'on  a  choisies; 
que  l'état  initial,  dans  ce  système,  est  identique  à  l'état  ini- 
tial relatif  aux  axes  mobiles;  enfin,  que  les  forces,  tant 
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données  que  fictives,  que  l'on  considère  dans  ce  mouvei 
absolu,  sont  exprimées  au  moyen  des  coordonnées  qui  s'y 
rapportent,  de  la  même  manière  que  le  sont ,  au  moyen  de» 
coordonnées  relatives,  les  forces  réellement  donner»  el  le» 
forces  Actives  considérées  dans  chaque  position  du  syslcmr 
proposé. 
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sa 


CHAPITRE  XVin. 

APPLICATION  DES  PRINCIPES  PRÉCÉDENTS  AU  CHOC 

DES  CORPS  SPHÊRIQUES. 


76.  Choc  direct.  —  Supposons  deux  sphères  composées 
de  couches  homogènes,  et  dont  les  centres  soient  animés  de 
mouvements  uniforme»  suivant  une  même  droite  :  si  ces 
deux  corps  viennent  à  se  choquer,  leurs  vitesses  seront  mo- 
difiées ;  mais  leurs  rentres  continueront  a  se  mouvoir  dans 
un  sens  ou  dans  l'autre  sur  la  même  droite  :  nous  nous 
proposons  de  trouver  les  formules  qui  exprimeront,  dans 
tous  les  cas,  leurs  vitesses  après  le  choc,  en  fonction  de 
leurs  vitesses  primitives. 

Nous  considérerons  les  deux  cas  extrêmes  où  les  corps 
sont  complètement  mous,  ou  bien  parfaitement  élastiques  ; 
et,  pour  écarter  toutes  les  difficultés  qui  peuvent  tenir  à  la 
forme  des  corps  après  le  choc,  et  des  mouvements  intérieurs 
qui  peuvent  y  exister,  nous  les  réduirons  à  deux  points 
matériels;  nous  supposerons  que,  quand  ils  se  trouvent  à 
une  très-petile  distance  l'un  de  l'autre,  il  s'exerce  entre  eux 
une  force  répulsive  qui  ne  sera  fonction  que  de  la  distance 
dans  le  cas  des  corps  parfaitement  élastiques,  et  qui,  au 
contraire,  dans  le  cas  des  corps  mous,  deviendra  nulle  après 
un  certain  degré  de  rapprochement. 

Rapportons  la  position  des  deux  points  à  une  origine 
fixe,  prise  sur  la  ligne  du  mouvement.  Soient  x,  aé  les 
abscisses  de  ces  points;  m,  m' leurs  masses,  v,  f/ leurs  vi- 
tesses avant  le  choc  *,  V,  V  leurs  vitesses  après  le  choc.  Ces 


i36 

mu 

quotité.  » 

rc 

ni   considérées  comme    positives    quand  h 

mouvement 

s 

ra  dirigé  dans 

le    sens  des  x  pot  il  if*,    et 

comme  neg 

ti 

es  dans  le  cas  contraire;  de  sorte  qu'clln 

ZZV™^ 

i  représentées  ec 

grandeur  et  en  signe,  par 

dt'  Tt' 

Cela  posé 

nous  désignons 

par  xt  l'abscisse  du  centre 

&b  gravité  4es 

eux  points,  nous 

aurons  constamment 

»,x  +  ^V  =  ( 

«  +  -0-.J 

e(,«u4!flér 

ii 

iaul, 

'"lft'*'m  ~dî  = 

,-w,£. 

Or,  d'ap 

es 

te  principe  de  la  conservation  do  moofe- 

ment  du  ci  r 

:  de  gravité,  ~ 

est  constant,  et  a   la  mêmr 

valeur  avati 

c 

après  le  choc.  L 

e  premier  membre  a  donc 

nus  si  la  mû 

valeur  avant  et 

prés  le  choc;  ce  qui  donne 

l'Ctle  [IR-TIl! 

re 

relation 

<" 

m.  +  „,v  =  » 

ï  +  "i'V, 
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c'est-à-dire  si  les  quantités  de  mouvement  sont  égales,  et 
les  vitesses  de  signes  contraires. 

On  vérifierait  facilement  que  la  somme  des  forces  vives 
après  le  choc  est  moindre  qu'avant  le  choc,  et  que  la  diffé- 
rence est  la  somme  des  forces  vives  correspondantes  aux 
vitesses  perdues. 

2°  Si  les  corps  sont  parfaitement  élastiques,  la  somme 
des  forces  vives  n'a  pas  été  changée  par  le  choc,  et  l'on  a, 
par  conséquent, 

(2)  m*  •+-  m'v'*  =  m\%  +  m'  V". 

Les  équations  (1)  et  (2)  déterminent  V  et  V  au  moyen 
de  v ,  \J . 

Si  on  les  met  sous  la  forme 

m  (V— p)  =  «'(•  —  V), 
m  (Va—  p»)  =  /w'(p"  —  V"), 

on  trouve,  en  les  divisant  membre  k  membre, 

V  +  p  =  Y'  +  »/, 
ou 

(3)  V  —  V'=  —  (p  —  •); 

ce  qui  montre  que  les  vitesses  relatives  avant  et  après  le 
choc  sont  égales  et  de  sens  contraires. 
Les  équations  (1)  et  (3)  donnent 


(m  —  m')v  -f-  2/wV 

v  ~ IL   .'   .../ » 


m  -t-  m 
(4)  l 

I  (/71'-/W)P'+2*ÎP 

1  y  =  — ■ -- *. 

\       ■  m-t-  m' 

Si  les  masses  des  deux  corps  sont  égales,  ces  formules  don- 
nent 

V  =  p',        V  SB  P, 


* 
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c'est-à-dire  que,  dam  ce  cas,  les  deux  corps  échu tigem  n 

jours  leurs  vitesses. 

Si  l'un  des  corps  est  en  repos,  par  exemple  celui  dont  I. 


'  {{iic  le  rorps  en  mouvement  sera  réfléchi  s'il  s  une 
ilus  pi'lileipje  l'autre  et  continuera,  au  contraire, 
uvemeiil  dans  le  même  sens  s'il  a  une  m  .■  se  plut 
Dans  l'un  et  l'autre  cas,  sa  vitesse  relative  *cn 
inmie  il  résulterait  de  l'équation  (3), 
in  avait,  en  outre,  m  ~  m',  on  trouverait 


V  =  <1,      V  : 


Le  corps  immobile  ayant  pris  la  vitesse  de  l'autre  serait 
île  même  réduit  au  repos  s'il  rencontrait  un  autre  corps 
élastique  de  même  masse  et  sans  vitesse,  et  ainsi  de  soi  le. 
(le  résultat  se  vérifie  facilement  et  l'expérience  en  est  faite 
dans  tous  les  (  lours  de  physique. 
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stantanées,  nous  pouvons  calculer  d'abord  les  vitesses  ré- 
sultant de  leur  action  sur  le  système  qui  ne  serait  animé 
que  des  vitesses  suivant  OC;  puis  les  composer  avec  les 
vitesses  dont  les  directions  sont  dans  le  plan  tangent. 

Nous  allons  donc  considérer  d'abord  les  deux  sphères  m, 
m!  en  mouvement  suivant  la  même  droite  OO*  et  se  ren- 
contrant avec  les  vitesses  respectives  N,  N.  Nous  nous 
bornerons  encore  à  traiter  deux  cas  distincts  :  savoir  ceux 
où  les  deux  corps  sont  entièrement  mous,  ou  parfaitement 
élastiques. 

i°  Si  les  deux  corps  sont  mous,  les  deux  forces  normales 
leur  donneront  une  vitesse  commune  u  suivant  OO7,  et  sa 

valeur  sera 

wN  +  w'N' 

u  = ;—> 

m  4-  m 

les  quantités  N,  N',  v  étant  considérées  comme  positives 
dans  une  des  deux  directions  sur  la  normale  et  négatives 
dans  l'autre.  Outre  cette  vitesse  commune,  les  deux  sphères 
ont  encore  respectivement  les  vitesses  T,  T*  perpendicu- 
laires à  ocy. 

2°  Supposons  maintenant  les  deux  corps  parfaitement 
élastiques  et  animés  seulement  des  vitesses  suivant  la  nor- 
male. Us  se  meuvent  alors  suivant  la  ligne  des  centres  avec 
les  vitesses  N,  N',  et  auront  après  le  choc  des  vitesses  u,  v 
dont  les  expressions,  tirées  des  formules  (4),  seront 

(«-w')N  +  2rt; 

V  =  ; * 

m  -+-  m 

(5)  / 

m  -+-  m 

Ces  composantes  suivant  la  normale,  jointes  aux  compo- 
santes T,  f  dirigées  dans  le  plan  tangent,  feront  connaître 
la  grandeur  et  la  direction  des  vitesses  après  le  choc. 


78.   Si  m  =  ni,  on  trouve 

le»  >hwsts  |iiiinitives  suivant  la  normale  se  tout  chan- 
es  l'une  (huis  l'autre,  comme  nous  l'avions  déjà  lroaw: 
:  étudiant  lu  ilioc  direct. 

"il.   Si  l.i  uuiïse  m'est  primitivemetil  eu  repos,  N'  =  o, 


<\i  ijue  si  la  masse  ni  croit  indéfi  ni  ment.  -J 
■m  ri  y  vers  —  M.  En  composant  cette  vilessc 
traire  à  N  avec  la   même  vitese  T  suivant  le 


,  une  vitesse  égale 


■,■11,-  du 


point  i 


située  dans  le  plan  de  la  normale  cl  de  i-i 
i!,  et  dont  la  direction  fait  avec  la  normale 
ijiie  la  direction  de  la  vilessc  primitive;  re 
n  disant  que:  Lorsqu'une  sphère  parjai- 
{<•  rencontre  un  obstacle  inébranlable  et 
e  réfléchit  île  telle  sorte  que  sa  vitesse  reste 
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agi  sur  la  sphère  n'ont  pas  changé  sa  vitesse  suivant  le  plan 
tangent,  il  s'ensuit  qu'après  le  choc  la  vitesse  de  la  sphère 
et  l'une  de  ses  composantes  sont  les  mêmes  :  la  seconde 
composante  est  donc  aussi  la  même;  d'où  il  suit  que  l'angle 
de  réflexion  est  égal  à  l'angle  d'incidence,  et  Ton  retombe 
sur  la  loi  déjà  démontrée. 

81 .  Enfin  supposons  que  la  surface  réfléchissante,  au  lieu 
d'être  fixe,  ait  un  mouvement  qui  ne  puisse  être  influencé 
par  la  sphère  incidente;  il  suffira,  dans  les  formules  (5), 
de  supposer  m'  =  oo ,  et  l'on  trouvera 

Ainsi  la  composante  normale  de  la  vitesse  après  la  réflexion 
n'a  plus  la  même  valeur  qu'avant;  elle  est  diminuée  du 
double  de  la  vitesse  normale  de  la  surface  réfléchissante* 
De  sorte  que  la  sphère  se  mouvrait  constamment  dans  le 
plan  tangent  à  cette  surface  au  point  d'incidence  si  l'on 
avait  N  =  aN'. 


0 

i4» 
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CHAPITRE  XIX. 

MOUVEMENT 

UN  CORPS  SOLIDE  jHJTOLH  D'UN  AXE  PKE. 

82.  Cimsid, 

tous  un  corps  solide  dont  la  forme  cl  la  cira- 

silé eu  eliiicu 

it  de  ses  points  sont  données,  t-t  qui  est  lié 

invariablemen 

i  avec  un  axe  fixe,  autour  duquel  il   peut 

tourner  libren 

ient.  Tousses  points,  ou  seulement  un  noia- 

bre  fini  d'entre  eux,  sont  sollicités  par  des  forces  donnv»: 

El  il  s'agit  de 

■  (éiL'rminer  le  mouvement  de  ce  corps,  soit 

que  l'on  dûnli 

■  les  vitesses  initiales  de  ses  points,  «oit  qtic 

l'un  connaisse 

seulement  les  forces  instantanées  qui  les  ont 

produites. 

Si  les  forées 

données  ne  sont  p.is  comprises  dans  des  plant 

pnrpeodiculaïi 

■es  à  l'axe  de  rotation,  on  peut  toujours  les 

•'■'■■"■- - 

.!„...   .],.,.>  1'™  ,„;.  n...ilAi.  &  —»  —  .. 
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pour  l'élément  dont  la  masse  est  dm  et  les  coordonnées  x, 
y9  z  \  mais  il  vaudra  mieux,  dans  le  cas  actuel,  considérer 
les  deux  composantes,  tangente  et  normale  :  la  première  est 
celle  qui  donne  l'accroissement  de  vitesse,  la  seconde  est  la 
force  centripète  et  se  trouve^détruite  par  la  résistance  de 
Taxe,  puisque  chaque  point  décrit  un  arc  de  cercle  dont  le 
centre  est  sur  cet  axe.  On  peut  donc  se  borner  à  considérer 
la  première  de  ces  forces,  qui  est  tangente  à  Tare  décrit,  et 

représentée  par  —  dm,  en  désignant  par  v  la  vitesse  et  par 

dm  la  masse  de  ce  point  Si  Ton  désigne  par  r  la  distance  de 
ce  point  à  Taxe,  et  par  0  l'angle  formé  par  denx  plans  pas- 
sant par  l'axe,  dont  l'un  soit  fixe,  et  l'autre  lié  au  corps,  et 
mobile  avec  lui,  on  aura 

dO  dv         d2B 

v  =  r  —  »     et,  par  suite,     —?  =  r  — .. 
dt  r  dt  dt* 

La  vitesse  sera  alors  considérée  comme  positive  lorsque 
l'angle  0  croîtra,  et  la  force  sera  positive  quand  elle  tendra 
à  faire  croître  cet  angle.  Or  la  condition  d'équilibre  d'un 
corps  solide  autour  d'un  axe  fixe  consiste  en  ce  que  la 
somme  algébrique  des  moments  des  forces  par  rapport  à 
cet  axe  soit  nulle,  en  considérant  comme  positifs  les  mo- 
ments des  couples  qui  tendraient,  par  exemple,  à  augmen- 
ter l'angle  0,  et  comme  négatifs  ceux  qui  tendraient  à  le 
diminuer.  Si  donc  on  désigne  par  P  Tune  quelconque  des 
forces  données,  et  par  p  sa  distance  à  l'axe,  l'équilibre  entre 

d2  9 
les  forces  P  et  les  forces  —  /•  -^  conduira  à  l'équation  sui- 
vante : 

1  Pp  —  1  r2  — —  dm  =  o, 

r  dt2 

les  sommes  se  rapportant  à  tous  les  points  du  corps. 

Dans  le  dernier  terme  de  cette  équation ,  le  facteur 


i.ivriB  u. 
vn  dehors  du  signe  S,  et  < 


terme  devient 


nie  deviendra  •loin 


dt> 


,  les  moments  des  forces  données  varieront 
m  du  corps;  si  ces  forces  ne  dépendent  pas 
is  moments  seront  des  fonctions  ronnues  de 
mit  r équation  (i),  on  aura  $  en  fonction  def 
Mantes  arbitraires.  Ces  eonstanles  seront  dé- 
liât' suite  aussi,  le  mouvement  de  tous  les 

is,  si  l'on  Tournât  les  valeurs  de  0  et   —  re- 
ttt 

i  est-à-dire  la  position  ella  vitesse  angulaire 

immeucement  du  mouvement. 

ilt  l'intégration  de  l'équation  (i)   repiésen- 

!  membre  par  y  (9),  elle  devient 
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Si  l'on  peut  effectuer  cette  quadrature,  on  aura  t  en 
fonction  de0;  et  la  constante  qui  s'introduira  sera  détermi- 
née en  exprimant  qu'on  a  à  la  fois 

/  =  o,     0  =  0,. 

Si  les  forces  données  sont  telles,  que  l'équation  des  forces 
vives  ail  lieu,  elle  conduira  immédiatement  à  l'équation  (2), 
parce  que  la  vitesse  d'un  point  situé  à  la  distance  r  de  Taxe 

dà 
étant  r  -—*  la  somme  2  rm>*  aura  pour  expression 


dt 


,  c/0*  dV 

Imr*  -r-  •     ou     -7—  2mr*. 
dt*  dfi 


Exprimant  ensuite  le   second  membre  de  l'équation  des 
forces  vives  en  fonction  de  la  seule  variable  0,  ce  qui  sera 

(d9\* 
—  J  en  fonction  de  0 ,  et 

l'on  trouvera  ainsi  l'équation  (2). 

83.  Considérons  en  particulier  le  cas  d'un  corps  pesant 
qui  peut  se  mouvoir  autour  d'un  axe  horizontal,  que  nous 
prendrons  pour  axe  des  /,  Taxe  des  %  étant  en  sens  con- 
traire de  la  pesanteur.  Nous  considérerons  l'angle  0  comme 
formé  par  le  plan  qui  passe  par  Taxe  fixe  et  le  centre  de 
gravité  du  corps,  avec  le  plan  vertical  YZ;  et  nous  suppo- 
serons que  cet  angle  croisse  en  allant  de  Taxe  des  z  positifs 
vers  l'axe  des  x  positifs,  c'est-à-dire  dans  le  sens  que  nous 
sommes  convenus  de  choisir  pour  celui  du  mouvement  di- 
rect. Le  moment  relatif  à  l'élément  dm  sera  gxdm%  car  il 
tend  a  augmenter  l'angle  0  quand  x  est  positif,  et  à  le  dimi- 
nuer quand  x  est  négatif;  l'équation  (1)  deviendra  donc 

rf*0 glxdm 

~d?         ïr7dm* 

ou,  en  désignant  par  xt  l'abscisse  du  centre  de  gravité  du 
IL  10 


m  est  de  même  forme  que  celle  qui  détermiue- 
L'inenl  d'un  point  ma  1er  tel  autour  de  l'origine 
i  \Z.  Si  Ton  désigne  par  R  la  distance  de  ce 
i  I  'origine,  ou  la  longueur  de  ce  pendule sim- 
ni  pour  l'équation  de  son  mouvement. 


so  déduirait  de  la  précédente,  en  supposant 
itué"  à  une  dis 
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venons  d'indiquer  généralement  du  principe  dea  forces 
vives.  On  a  alors 

X  =  o,     Y  =  o,     Z  =  —  gdm9 

pour  les  composantes  de  la  force  appliquée  à  un  élément 
quelconque  dm  de  la  masse;  l'équation  des  forces  vives 
devient  donc 


( 


C  désignant  «ne constante  arbitraire.  Mais,  en  représentant 
par  *t  le  s  du  centre  de  gravité  du  corps,  on  a 

Izdm  =  M*,  =  M/  cosG. 


Si  Ton  détermine  la  constante  par  la  condition  que  les  va- 

ck 


leurs  initiales  de  0  et  de  —  soient  0O  et  o>,  F  équation  précé- 


dente deviendra 

(*)    --i^(cosO_cosG.)+^ 

ce  qui  n'est  autre  chose  que  l'intégrale  première  de  l'équa- 
tion (3).  Le  calcul  s'achèverait  comme  dans  la  théorie  du 
pendule. 

Si  Taxe  fixe  était  incliné  à  l'horizon,  une  simple  décom* 
position  de  la  pesanteur  ramènerait  au  cas  que  nous  venons 
de  considérer  où  Taxe  est  perpendiculaire  à  la  direction 
des  forces. 

85.  Un  corps  solide  qui  oscille  autour  d'u.n  axe  hori- 
zontal se  nomme  un,  pçndylv  composé  j  ce  que  l'on  ap- 
pelle sa  longueur,  c'est  celle  du  pendule  sjinple  dqpt  le 
mouvement  est  le  même.  Ainsi  la  longueur  du  pendule  corn- 

.  ,j .   ,        1  r*dm  _,„ 

pose  que  nous  avons  considère  est  —  Elle  ne  serait  pas 

io. 


i4« 

iikie   il. 

changée  si  f*< 

n  donnait  au  corps  une  nuire  position  qoel- 

l.iqoelle  let£r*dm  resteraient  le*  mênv-v 

\li<iii'eiiicnl  • 

l'un  corps  autour  d'un  axe,   produit  un 
taie   fovre  imlnntanêe. 

m.   Nous  a 

viiris  déterminé  le  mouvement  d'un  corps  au- 

Imii-d/un  axr 

.  en  supposant  que  sa  position  initiale  wil 
r|ue  sa  vitesse  angulaire  initiale.  Mais  si.  n 

lieu  de  cette  i 

quelle  vitesse 
temps  l'Mi'èm 
produit  sur  ui 

itesse,  on  donne  seulement  la   tm   instaii- 
uoduite,  il  faudra  commencer  pardéletniin. t 

doit  prendre  le  corps,   soumis    pendant  un 
liment  petit  à  l'action  d'une  force  qui  aurai! 
i  point  matériel  libre  une  quantité  <I«*  DMévfl 

Si  l'on  déc, 

impose  cette  force  en  deux  autres,  dont  l'une 

soit  parallèle  à  l'axe,  cl  l'autre  dans  un  plan  perpendicu- 
laire, CL'EU'  iWnièrc  produira  seule  le  mouvement.   Rcpré- 
sentons  .sa  valeur  par  P,  et  par  p  sa  distance  n   l'axe;  lr 
principe  de  d'Alembert  couduira  à  l'équation 
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87.  Supposons  que  l' impulsion  ail  été  produite  par  le 
choc  d'un  point  ayant  une  masse  ju,  animée  d'une  vitesse  v 
dirigée  dans  un  plan  perpendiculaire  à  Taxe,  suivant  une 
droite  distante  de  Taxe  d'une  quantité/;  et  admettons  que 
cette  masse  reste  uuie  au  corps  au  point  où  elle  le  rencon- 
tre, et  dont  nous  désignerons  par  A  la  distance  à  Taxe. 

Si  l'on  décompose  la  vitesse  v  suivant  la  normale  et  la 
tangente  au  cercle  que  décrira  autour  de  Taxe  le  point  où 
a  lieu  le  choc,  la  première  sera  détruite,  et  l'autre  aura 

pour  valeur  —  •  Représentons  par  a>  la  vitesse  angulaire 

du  système  après  le  choc  $  la  masse  fx  aura  perdu  la  vitesse 

-7-  —  h  a>,  et  la  quantité  de  mouvement  que  la  réaction  du 

corps  lui  aura  fait  perdre  sera  p.  (  ~-  — Aw)  :    telle  sera 

donc  la  mesure  de  la  force  instantanée  produite  sur  la 
masse  //:  et,  comme  Faction  et  la  réaction  sont  égales,  ce 
sera  aussi  la  mesure  de  la  force  instantanée  qui  a  agi  sur  le 
corps  donné.  On  rentre  donc  dans  le  cas  précédent  et  Ton 
aura  de  même 


uA(4 /i»  )  =  «ïr'rfw;     d'où     w  =  — r- 


fA«/ 


lr*dnt 

Le  dénominateur  est  le  moment  d'inertie  du  système  com- 
posé du  corps  donné  et  de  la  masse  qui  s9 est  unie  à  lui.  Si 
donc  on  entend  que  la  somme  2  s'étend  à  leur  ensemble,  on 
écrira  simplement 

lr*dm 

Si,  au  lieu  d'un  seul  corps,  on  en  supposait  un  nombre 
quelconque  dont  les  masses  fussent  p,  fx\  f/,  etc.,  les  vi- 
tesses *>,  ^,  ^,  etc.,  et  les  distances  des  directions  de  ces 
vitesses  à  l'axe  f,J'iJffy  etc. ,  et  que  tous  ces  corps  vinssent 
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clioijutr  le  premier  au  même  iiisiant,  en  se  nf  unissant  à  lui, 
\Tldm  ' 


apportant  il  tous  ces  corps  réunis 
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CHAPITRE  XX. 

DES    MOMENTS    D'INERTIE 


88.  La  détermination  du  mouvement  d'un  corps 
exige,  comme  nous  venons  de  le  voir,  la  considération  de 
certaines  intégrales  définies  prises  dans  toute  l'étendue  de 
ce  corps,  et  dont  il  est  nécessaire  d'étudier  avec  quelque 
détail  les  propriétés. 

Mais  d'abord  il  faut  remarquer  que  les  corps  étant  com- 
posés de  molécules  séparées  les  unes  des  autres  par  des 
intervalles  extrêmement  petits,  il  n'y  a  pas  rigoureusement 
continuité  dans  la  matière  qui  les  forme.  Néanmoins,  tant 
qu'on  ne  considère  que  l'action  des  forces  extérieures,  il 
n'y  a  aucun  inconvénient  à  concevoir  la  matière  répartie 
dans  la  totalité  du  volume  occupé  par  un  corps,  de  telle 
sorte  que,  dans  toute  partie  très-petite  de  ce  volume,  et 
pouvant  renfermer  toutefois  un  grand  nombre  de  molé- 
cules, il  y  ail  la  même  quantité  de  masse  qu'auparavant. 
Celte  supposition  donnera  de  la  facilité  au  calcul,  et  les 
forces  extérieures  ne  variant  pas  sensiblement  d'une  molé- 
cule à  la  plus  voisine,  il  n'en  résultera  aucune  différence 
appréciable  dans  les  actions  exercées  sur  les  différentes 
parties  du  corps. 

89.  On  appelle  moment  d'inertie  d'un  corps  par  rapport 
à  une  droite,  la  somme  des  produits  des  masses  de  tous 
ses  éléments  par  le  carré  de  leur  distance  à  cette  droite.  Si 
on  la  prend  pour  axe  des  r,  le  moment  d'inertie  a  pour 
expression 


132 

UÏ*E   1|. 

dm  ri 

;itj t  h  triage  de  1  élémi-iu  dont  les  toordoimccs  mm 

a-S  y, 

;.  ci   l' intégrale  s'étendant   à    toute  la    masse    De 

même 

,  les  moments  d'inertie  par  rapport  aux  axes  des  y  cl 

.lus   r 

ont  pour  impressions 

If*' -t-*')</m,      1  [y-  -+-  s' i  <**. 

!H). 

Connaissant  le  moment  d'inertie  d'un    corps  par 

rsppo 

it  à  une  droite,  il  est  tacile  de  l'avoir  par  rapport  » 

toute 

nuire  droite  parallèle. 

En 

ell'el,  prenons  !a  première  pour  axe  des  Z,  et  faison» 

passe; 

le  plan  des  z,  x  par  U  seconde. 

Soi 

2ii t  (i  la  distance  des  deux  droites,  et  M  la  niasse  Jn 

corps, 

Désignons  par  MA*  son  moment  d'inertie  par  rapport 

h  l'nxi 

;des  =.  Celui  qui  se  rapporte  à  la  parallèle  aura  DOtU 

Mpre 

mon 

i[  ■■ 

•—  n)'  -j-y')diu ■=  ï(j'  +y~-)ilm  —  lalxdm  •+■  Mr.'. 

,„,,■, 

i  désignant  par  Jfi  L'abscisse  du  centre  de  gravité. 

M{i'-ha')~iaK^. 

m, 

Si  le  (entre  de  gravite  se  trouvait  sur  l'axe  des  a\  oa 
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On  en  conclut  encore  que  de  toutes  les  droites  parallèles 
à  une  direction  donnée,  celle  par  rapport  à  laquelle  le  mo- 
ment d'inertie  d'un  corps  est  le  plus  petit,  est  celle  qui 
passe  par  le  centre  de  gravité. 

92.  Cherchons  maintenant  l'expression  du  moment 
d'inertie  d'un  corps  par  rapport  à  une  droite  quelconque 
AS  menée  par  l'origine  et  faisant  les  angles  a,  6,  y  avec 
les  axes  de  coordonnées.  On  en  déduira  facilement  le  mo- 
ment d'inertie  par  rapport  à  une  parallèle  à  celte  droite, 
c'est-à-dire  par  rapport  à  une  droite  quelconque  de  l'es- 
pace. 

Soient .?,  js  z  (fig.  7)  les  coordonnées  du  point  M  du 
corps,  et  dm  la  masse  de  l'élément  dont  ce  corps  fait  partie. 
Abaissant  MP  perpendiculaire  sur  AS,  on  aura 

MP  =  AM*  —  ÂP*  =  x2  +  y*  4-  *' 
—  (zcosa4-,jrcos6  4- *cbS7)% 

ou,  en  observant  que  1  —  cos*  a  =  cos*  S  -f-  cos*  y, 

MP  =  *' (cos' 6  4-  C0V7)  4-  ^(cos*  a  4-  cos*  7)4-  5a(cos*a  4  ces' 6) 

—  lyz  cos6  COS7  —  2  x*  cos  a  COS7  —  2  xy  cosa  cosê 
==  (y2  4-  z%)  cos*  a  -4-  (z2  4-  x2)  cos'6  4-  (x*  4-  y2)  cos*7 

—  lyz  cosê  COS7  —  2zx  COS7  cos  a  —  2  xy  cosa  cos 6. 

Si  Ton  désigne  par  p.  le  moment  d'inertie  du  corps  par  rap- 
port à  AS,  ou  SMP  dm,  et  qu'on  pose 

v  [y  +  ,jj  dm  =  A,     2  (z2  4-  x2)  dm  =  B,     1  (x2  4-  y2)  dm  =  C, 
lysiiéii  =1  D,      Ixzdrn  =  E,     Ixydm  =  F, 

on  trouvera 

ijx  =  A  ros'a  4-  Bt  os26  4-  Ccos7y  —  2DcosG  COS7 
—  2  E  cos  a  COS7  —  2F  cosa  cos5. 
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A,  l>  C,  1),  E.  F  set  oui  des  contînmes  délcrmiiièes  ytt  L 
nature  du  système  Jonné.  et  ■  position  par  rapport  am 
axes.  Les  Hoir,  premières  sont  les  niomtiili  tijurrii.;  pu 
rapport  à  ces  axes.  Si  tuaiulcnant  un  porte  sur  AS  mÉfllnn 

yueur  AIN  =  -j=i  et  qu'on  fasse  la  mi-nu-  construction  pour 

toutes  les  directions  que  peut  prendre  AS  autour  du  UQ$Nt 
A,  le  lieu  des  points  N  sera  une  suifure  entièrement  fermée, 
puisque  AS  a  toujours  Une  valeur  réelle  et  finie.  Pour  en 
avni  i-  l'équation,  on  désignera  par  x,  y,  z  les  coonloimê" 


y  yp ,       eOS  S  = 


J-Vf. 


■cèdent*  qui  donne  la 
,  y,  jj.  au  moyen  de  H 


o»7t=  =  v^„ 
alem  de  u.  devient. 


-t-  Ci'  —  a  Djï  —  2  ft»  —  a  Fxr  kC 
une  surface  du  second  degré  dont 
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de  l'ellipsoïde,  et  l'on  aura  par  conséquent 

D  =  o,     E=o,     F  =  o, 

ou 

lyzdm  =r  o,      Ixzdm  =  o,      TLxyém  =  o. 

Donc  il  existe  toujours  un  système  d'axes  tels,  que  ces  trois 
intégrales  soient  nulles,  quelle  que  soit  la  forme  du  corps, 
et  lors  même  que  l'on  supposerait  un  nombre  quelconque 
de  corps  séparés  les  uns  des  autres.  Ce  système,  étant  celui 
des  axes  de  l'ellipsoïde,,  sera  unique  si  ces  axes  sont  iné- 
gaux. Si  d'eux  d'entre  eux  sont  égaux,  l'axe  perpendiculaire 
sera  inyariable,  mais  les  deux  autres  seront  deux  droites 
rectangulaires  quelconques,  situées  dans  le  plan  des  deux 
axes  égaux.  Enfin,  si  tes  trois  axes  sont  égaux,  tout  système 
d'axes  rectangulaires  passant  par  le  même  point  jouit  de  la 
même  propriété.  On  a  donné  à  ces  directions  particulières 
le  nom  d'axes  principaux  d'inertie  du  corps. 

Si  nous  désignons  par  A,  B,  C  les  moments  d'inertie  du 
corps  par  rapport  à  ses  axes  principaux,  ou,  en  d'autres 
termes,  ses  moments  d'inertie  principaux,  l'équation  (a) 
de  l'eUipsotde  central  deviendra 

93.  Le  moment  d'inertie  fi  par  rapport  à  un  axe  quel- 
conque passant  par  l'origine,  et  faisant  les  angles  a,  6,  y 
avec  les  axes  principaux,  sera  donné  par  l'équation  (i), 
dans  laquelle  on  fera  D  =  o,  E  =  o,  F  =  o.  On  aura  ainsi 

fA  =  A  côs'a  -hBcôs*$-hCco5*7. 

Le  second  membre  est  évidemment  plus  grand  que  ia  plus 
petite  des  trois  quantités  A,  B,  C,  et  plus  petit  que  la  plus 
grande.  Ou  en  conclut  que  le  plus  petit  et  le  plus  grand 
des  moments  principaux  sont  aussi  le  plus  petit  et  le  plus 


t58  i.ivai  h. 

ytî.    Le-   axes  principaux  d'inertie  relatifs  au   c-eoire 
gravité  d'un  corps,  jouissent  de  la  propriété  rcmarqu 
d'être  des  axes  principaux  relativement  à  un  quelconque 
leurs  points,  cl  d'avoir  pour  conjugués  des  axes  parallei 
ceux  qui  se  rapportent  au  centre  de  gravité. 

En  effet,  ronsidérons  l'un  quelconque  des  trois,  par 
exemple  l'.ixe  des  Z,  et  transportons  l'origine  en  tin  quel- 
ennque  de  ses  points,  dont  le  z  soil  ft;  il  suffira  de  poi 


Or  on  .n,  par  hvpothèse, 

L>;-/w  =  0,      ï.rsrf«  =  o,      îq  dm  =  u 

L/S.//M  =lj-',lm  +■  t>Zj  dm  =  ï/ï'rfui; 
tlmv 

z>V<ftii  =o, 

Dnnr  les  parallèles   aux  Irais   axes  principaux    relatifs  > 
centre  de  gravité,  menée»  par  un  point  quelconque  de  Foi 


-M, 
ne  de 
Je*. 
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conséquent,  on  devra  avoir 

xtr->')  (»  —  «') rfw  =  o, 

2(«  — *')  (*  —  x')dm=zo, 
2(x  —  *')(/  —  /)dmz=Oi 

or  on  a,  par  hypothèse, 

lyzdm  =  o ,     Ixzdm  =  o ,     Ixydm  =  o, 
Ixdm  =o,      Ijrf/w  =  o,      Izrf/w  =ro. 

Les  équations  précédentes  deviennent  donc,  en  désignant 
par  M  la  masse  totale  du  système, 

M/*'  =  o,     M*V  =  o,     Mxy  =  o; 

ce  qui  exige  que  deux  des  trois  quantités  a/,/',  s'  soient 
nulles.  Soient  x'^=o,  j'=o,  les  moments  relatifs  aux 
nouveaux  axes  seront  (n°  90) 

A-+-M*",     B-f-Mz'*,     C. 

Il  ne  reste  plus  qu'à  exprimer  que  ces  trois  valeurs  sont 
égales  y  ce  qui  exige  que  Ton  ait 

A  =  B,     A-4-M*"  =  C. 

Ainsi,  deux  des  moments  principaux  relatifs  au  centre  de 
gravité  doivent  être  égaux,  et  les  points  cherchés,  s'H  y 
en  a,  seront  nécessairement  situés  sur  l'axe  correspond 
dant  au  troisième  moment.  Mais,  pour  que  zf  soit  réel, 
il  faudra  que  l'on  ait  C  >  À  ;  ainsi,  on  a  cette  dernière 
condition,  que  ce  troisième  moment  soit  le  plus  grand. 
Quand  toutes  ces  conditions  seront  remplies,  on  aura 
deux  points  qui  satisferont  à  la  question  ;  ils  seront  situés 
sur  Taxe  du  plus  grand  moment,  de  part  et  d'autre  du 
centre  de  gravité,  et  à  une  distance  de  ce  point  égale  à 

v/¥- 


itfo 

LITRE 

il. 

Considérons  d 
par  intégrer,  pai 

iliuril  la  première  partit!,  cl  conimençoii' 
rapport  n  y,  entre  les  limites 

—  b 

vA1!  * 

w^- 

L'tafenl 

/*V^ô 

-5)-* 

■  ces  11 

mites,  «est  autre  chose  que  l'aire  du  tleini- 

te rcle  qui 

a  po« 

i-  rayon 

valeur 

^st  doi 

V1 

t 

H  il  faut  î 

mégrc 

i  mai u tenant. 

par  rapport  à  t,  l'expression 

>rfel>x>||. 

-iy: 
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et  Ton  trouverait,  pour  les  deux  autres  axes, 


s-) 


Dans  le  cas  où  a  =  b  =  c,  on  a  le  moment  d'inertie  d'une 
sphère  par  rapport  à  l'un  quelconque  de  ses  diamètres  ;  son 
expression  est 

2Mfl'  8irD*s 


ou 


i5 


99.  Si  l'on  fait  croître  le  rayon  a  de  cette  sphère  de  la 
quantité  infiniment  petite  da,  son  moment  d'inertie  croîtra 
de  \ iiDa^da,  qui  exprimera  le  moment  d'inertie  d'une 
couche  sphérique  de  rayon  a  ayant  pour  épaisseur  da,  et 
pour  densité  D. 

Si  maintenant  on  suppose  que  D  soit  une  fonction  donnée 
de  a,  et  qu'on  intègre  cette  expression  entre  deux  valeurs 
R,  R',  on  aura  le  moment  d'inertie  d'une  sphère  creuse  non 
homogène,  dont  la  densité  ne  dépendra  que  de  la  distance 
au  centre. 

100.  Moment  d 'inertie  d 'un  solide  de  révolution .  —  Con- 
sidérons encore  le  solide  homogène  engendré  par  une  aire 
plane  tournant  autour  d'une  droite  située  dans  son  plan,  et 
que  nous  prendrons  pour  axe  àesy.  Soient  F  (y),  <f(y)  les 
expressions  des  abscisses  des  deux  courbes  qui  terminent 
l'aire,  et  D  la  densité  de  la  substance  :  le  moment  d'inertie 
de  la  tranche  comprise  entre  deux  plans  perpendiculaires  à 
l'axe,  et  correspondants  aux  ordonnées  y  et  y  -f-  dy^  sera 
a  7T  D  dyfx*dx,  en  prenant  cette  intégrale  entre  les  limites 
?  (/)>  F  [y)  }  ce  qui  donne 

ii.  M 


iCa  livre  u. 

Il  ne  restera  plus  qu'à  intégrer  cette  expression  pur  rapport 
h  )  enliT  les  limites  de  l'aire  génératrice. 
Si,  par  exemple,  on  a 

le  solide  devient  une  sphère  ;  cl  le  moment  d'inertie  aura 

pour  expression 


s  l'avions  déjà  trouvé. 
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CHAPITRE  XXL 

DIVERSES  PROPRIÉTÉS  DU  MOUVEMENT  D'UN  CORPS 

AUTOUR  D'UN  AXE  FIXE. 


101 .  Centre  d'oscillation.  —  On  nomme  centre  d'oscil- 
lation d'un  pendule  composé,  tout  point  faisant  partie  de  ce 
corps  ou  lié  invariablement  à  ce  corps,  dont  le  mouvement 
est  le  même  que  s'il  était  isolé  et  obligé  de  se  mouvoir  au- 
tour du  même  axe  par  l'action  de  la  pesanteur.  D'après  cela, 
tous  les  points  de  la  droite  menée  parallèlement  à  Taxe,  à 
une  distance  égale  à  la  longueur  du  pendule,  c'est-à-dire  à 

(n°  83)?  et  située  dans  le  plan  qui  passe  par  l'axe  et 

le  centre  de  gravité  du  corps,  seront  des  centres  d'oscillation. 
Quelques  auteurs  appellent  plus  particulièrement  centre 
d'oscillation  celui  de  ces  points  qui  est  situé  sur  la  verticale 
qui  passe  par  le  centre  de  gravité. 

Si  nous  désignons  par  MA*  le  moment  d'inertie  du  corps 
par  rapport  à  une  parallèle  à  l'axe  menée  par  le  centre  de 
gravité,  nous  savons  qu'on  aura 


2/??ra=M(*,-f-/J). 

A2 
La  longueur  du  pendule  sera  donc  /H — - ;  et  les  centres 

d'oscillation  seront  plus  éloignés  de  l'axe  de  suspension  que 

le  centre  de  gravité,  d'une  quantité  égale  à  -—• 

Les  distances  du  centre  de  gravité  à  l'axe  et  à  la  ligne  de6 
«entres  d'oscillation,  donnant  pour  produit  A',  il  s'ensuit 

11. 


■  Ci 

uvnE  El. 

'!«*«!>' " 

ni  ii  ccilc  dernière  pour  iStfitt,  la  première 

ibviriulnii  1» 

,l„r„.l„l,...r 

ligne  des  centre*  d'oscillation.  La  longui-w 
ail  donc  la  même  qu'auparavant,  et  son  mou- 

vc-nieiit  serait  i 

di  inique.  Il  en  serait  encore  de  même  si  l'ou 

prenait  pour  a 

située  à  la  jnèt 

/'  ne  changera 

En  générai, 

xe  de  suspension  toute  autre  droite  ]w»rallèlr 
un  distance  du  centre  de  gravité,  puisque/ ci 
ienl  pas. 
le  mouvement  sera  le  même  autour  de  loua 

les  ases  qui  do 
l'oll  désigne  |)l 
île  gravité,  par 
li'S  axes  prinei 

nnerontU  même  longueur  au  pendule.  Si 
n  /la  distance  d'un  axe  quelconque  au  centre 
a.  S,  y  les  angles  que  sa  direction  fatl  awe 
paur  relatifs  à  ce  point,  et  par  A,  11,  C  In 

moments  d'in* 

nie  par  rapport  à  ces  ases,  on  aura 

M 

&'=  Acos'a-H  Bcos' e  +  Ccos'v, 

rt la  longueur 

'  -+-  —  du  pendule  sera 

,   _    A  cos'a-l-  Bcos'S-t-Ceos'Y 

Or,  cette  Idngi 

reur  penl  rester  la  même  pour  une  induite 
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courte  lorsque  Taxe  de  suspension  sera  parallèle  à  Taxe  du 
plus  petit  moment  d'inertie  relatif  au  centre  de  gravité;  et 
sa  distance  k  à  cet  axe  est  égale  à  la  racine  carrée  du  rapport 
de  ce  moment  d'inertie  à  la  masse  du  corps. 

103.  Percussion  contre  F  axe.  —  La  force  instantanée 
qui  met  un  corps  en  mouvement  autour  d'un  axe  fixe,  pro- 
duit sur  cet  axe  une  sorte  de  choc:  ou  de  percussion  qu'il  est 
nécessaire  de  connaître,  et  qui  provient  des  forces  qui  se 
font  équilibre  au  moyen  de  sa  résistance.  Prenons  cet  axe 
pour  axe  des  z  ;  et  pour  plan  des  x  et  y,  le  plan  perpendicu- 
laire mené  parle  point  d'application  de  la  force.  Décompo- 
sons cette  force  en  deux  autres  :  l'une,  Z,  parallèle  à  l'axe 
fixe  ;  l'autre,  P,  située  dans  le  plan  XY,  et  ayant  pour  com- 
posantes X,  Y. 

L'équilibre  devra  avoir  lieu  entre  les  forces  —  X,  - —  Y, 
—  Z,  et  celles  qui  seraient  mesurées  par  les  quantités  de 

mouvement  dm  -—y  dm  —  »  dm  —  relativement  à  tous  les 

dt  dt  dt 

éléments  du  corps  ;  et  il  faut  observer  que  l'on  a  —  =  o, 

puisque  le  mouvement  a  lieu  autour  de  l'axe  des  z. 

Soient  x,y,  z  les  coordonnées  de  l'élément  dm,  rsa  dis- 
tance à  l'axe,  6  l'angle  formé  avec  l'axe  des  x-par  la  pro- 
jection de  la  perpendiculaire  abaissée  de  cet  élément  sur 
Taxe,  et  w  la  vitesse  angulaire  produite.  On  aura 

d9 
.v  =  r  cos  0,     y  =  r  sin  0,     —-  =  «*; 

en  diflérentiant  par  rapport  à  *,  on  aura 

dx  „d§       dy  ^€ft 

—  =•  —  r  sin  0  -—  ?      -^  =  r  cos  0  — . 
dt  dt         dt  dt 


pu 

dx  dy 


iGfi 

el  les  tow 

LtvriK   ii. 
mies  de  la  foret  appliquée  à  l'élément  dm  ja- 

rnllèlenir-i 

il  il 

l'axe  des  .r  el  à  l'axe  des  j ,  seront  respective- 

ment  —  i 

,tyilm  el  tùxdm. 

Si  ni. u 

H  en 

anl  on  décompose  le  système  de  ce»  force*, 

jointes;,  - 

-X 

.  —  Y, — Z,  eu  trois  forces  di ridées suivant  let 

;.xos  lies  X,j 

,  z,  et  en  trois  couples  ayant  leurs  axes  dam 

•  es  nié  me 
pressions 

S  .il 

■  liions,  on  trouvera,  pour  les  forces,  lesex- 
X  —  «Hjr,,     -T  +  .iHr„     —  Z, 

..-„.>,  de. 

ligni 

mi  les  coordonnées  du  contre,  de  gravité  du 

corps;  1rs 
stottB 

troi 

-  i  ou  pics  auront  respectivement  pourcxptvs- 

-4Z  +  -: 

U* 

lm,     aZ  —  »Zf*tm,     -aY+bX  +  -i.r'dM. 

n  ut  b  ëio 

m  1 

■s  coordonnées  du  point  d'application  de  1* 

Or.  te 

den 

lier  couple  est  nul  de  lui-même,  d'après  li 

condition 

d'à 

inilibre  autour  de  l'axe;  et  les  cUbru  exercé» 

sur  l'axe  i 

iepi 

niiiHOiil  que  des  deux  autres  couples  ci  do 

forces  diri 

.  sut*  les  trois  axes. 
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deux  précédentes  indiquent  que  Taxe  des  z  est  un  des  axes 
principaux  qui  se  coupent  à  l'origine  des  coordonnées.  La 
première  des  trois  autres  apprend  que  la  force  doit  être  si- 
tuée dans  un  plan  perpendiculaire  à  Taxe  fixe;  et  la  seconde 
prouve  qu'elle  est  perpendiculaire  au  plan  passant  par  l'axe 
et  par  le  centre  de  gravité  du  corps. 

Pour  connaître  la  distance  a  de  la  force  instantanée  à 
Taxe  fixe  en  fonction  des  données,  il  faudra,  dans  la  der- 
nière équation,  substituer  i  usa  valeur  tirée  de  la  troi- 
sième, et  Ton  trouvera  ainsi 

et  si  Ton  désigne  par  MA*  le  moment  d'inertie  du  corps, 
par  rapport  à  une  parallèle  a  l'axe  menée  par  le  centre  de 
gravité,  cette  équation  devient 

4?, 

et  par  conséquent  a  est  égal  à  la  distance  de  Taxe  fixe  au 
centre  d'oscillation  du  corps  par  rapport  à  cet  axe. 

Ainsi,  pour  que  Taxe  n'éprouve  aucune  percussion,  il 
est  nécessaire  et  suffisant  : 

i°  Que  la  force  soit  perpendiculaire  au  plan  passant  par 
Taxe  et  le  centre  de  gravité  du  corps; 

q°  Que  cet  axe  soit  un  des  axes  principaux  du  corps  par 
rapport  au  point  où  il  est  rencontré  par  le  plan  qui  lui  est 
perpendiculaire  et  qui  contient  la  force  ; 

3°  Que  la  distance  de  la  force  à  Taxe  soit  la  même  que 
celle  du  centre  d'oscillation  du  corps  autour  de  ce  même 
axe. 

Cette  dernière  condition  montre  que  la  question  propo- 
sée est  impossible  quand  le  centre  de  gravité  est  sur  l'axe; 
car  alors  la  force  devrait  se  trouver  à  une  distance  infinie. 


h  uni     mi  il-    .i[F]jiiijn 

sans  qu'il  en  résultât  aucun  efl 
que  les  circonstances  que  nous  a 

105.  Si  l'on  avait  seulement 

Zxidm  =o,     lysdr, 
la  percussion  éprouvée  par  l'a 
passant  par  l'origine,  et  qui  ser 
fixe.  Dans  ce  cas,  la  force  instant 
mouvement  initial  autour  de  I 
fixe.  Et  il  en  serait  de  même  si. 
on  en  avait  un  nombre  quelcom 
car,  au  moyen  du  point  fixe, 
tibles  à  mie  seule. 

106.  Pression  exercée  sur  l'a; 
ment.  —  A  chaque  instant  l'équili 
du  principe  de  d'Alcmbert,  prod 
pressions  que  l'on  calculera  comm< 


Soient  Xdm,  Ydm,  Xdm  les  0 
appliquée  à  l'élément  dm  ;  l'équilib 
les  forces 

\dm,     Y  dm,     ï 
et  les  forces 

d'x  d\y 

77  *«. T"  ''»'. 

île  dt1 
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Si  l'on  appelle  0  l'angle  formé  avec  Taxe  des  x  par  la 
projection  de  la  perpendiculaire  abaissée  d'un  point  quel- 
conque du  corps  sur  Taxe  des  2,  et  ai  la  vitesse  angulaire, 
on  aura 


d'où 


x  =  rcosO,     j=rsinô,     —  =  w; 


d*x  .  d<*       d*r  ,  d<a 

d?  J  di  dt*  J  dt 


Si  Ton  décompose  encore  le  système  de  toutes  les  forces  en 
trois  forces  dirigées  suivant  les  axes,  et  trois  couples  situés 
dans  les  plans  coordonnés,  on  aura  pour  expressions  de  ces 
trois  forces 

d  (o 
iXdm  -h  o^Mjc,  -f-  Mj,  — » 

lYdm  -f-w'Mj,  —  Mot,  -A 
iZdm. 

Les  moments  des  couples  ayant  leurs  axes  dirigés  suivant 
les  axes  des  x,yy  z  seront  respectivement 

1  (jrZ  —  z  Y  )  dm  —  <*7ljrzdm  -+-  —  Ixzdm, 

m 

d  on 

£  (2X  —  a'Z)  dm  -f-  ^  Ixzdm  -f-  — -  lyzdm, 

2(*Y  —  /Xjdw-  —  i^dm. 

Ce  dernier  est  nul,    par  la  condition  d'équilibre;  et  la 
pression  qui  a  lieu  à  chaque  instant  sur  l'axe  est  produite' 
par  les  deux  autres  couples  et  par  les  trois  forces  appli- 
quées à  l'origine. 

107.  Axes  permanents  de  rotation.  —  Supposons  que 
le  corps  solide,  au  lieu  d'avoir  un  axe  fixe,  n'ait  qu'un  seul 
point  fixe,  et  qu'on  Tait  choisi  pour  origine.  Supposons  dp 
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plus  qu'aucune  force  extérieure  ne  sollicite  le  corps,  et 
proposons- nous  de  déterminer  les  coudilious  pour  que  le 
mouvement,  ayant  commencti  amour  de  l'axe  de»  z.  eonli- 
nui;  comme  si  cet  axe  était  fixé  invariablement. 

Il  est  évident  qu'il  suffit  pour  cela  que  tomes  le*  force* 
que  l'axe  fixe  devrait  détruire,  se  trouvent  détruites  par  le 
poinl  lixe  seul.  Or,  ce  point  détruit  les  trois  composantes 
qui  y  sont  appliquées,  il  suffit  donc  que  les  deux  premier) 
roupies  .soient  nuls  séparément;  ce  qui  donne 
zxzdm  =1  o,     ijidm  =  o. 

Il  est  donc  nécessaire  et  suffisant  que  l'axe  des  z  soil  un  des 
axes  principaux  d'inertie  qui  se  coupent  au  point  Gxe. 

Ainsi,  [oui  point  lié  à  un  corps  solide  jouit  de  1»  pro- 
priété que,  si  ou  le  rend  fixe,  et  que  le  corps  commence  par 
tourner  autour  d'un  de  ses  axes  principaux  d'inertie,  rela- 
tifs â  ce  point,  sans  qu'aucune  force  étrangère  lui  soit  appli- 
quée, il  diminuera  de  tourner  uniformément  autour  de  cet 
axe  comme  s'il  était  fixe.  Ces  trois  axes,  considérés  sou*  cr 
pninl  (le  vue,  se  nomment  axes  permanents  de  rotation, 
relativement  au  point  fixe. 
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tour  de  cet  axe»  Ces  droites  sont  les  seules  qui  jouissent  de 
cette  propriété. 

Ces  trois  axes  particuliers  se  désignent  sous  le  nom 
d'axes  naturels  de  rotation,  ou  d'axes  permanents  de  rota- 
tion relatifs  au  centre  de  gravité. 

S'il  y  a  des  forces  réductibles  à  un  couple  dans  le  plan 
xy,  les  mêmes  conséquences  ont  lieu-,  seulement,  la  vitesse 
angulaire  varie. 

Mouvement  initial  d'un  corps  solide,  mobile  autour  d'un 
point  fixe,  et  soumis  à  l'action  de  forces  instantanées. 

108.  Ce  mouvement  peut  facilement  être  ramené  au 
mouvement  autour  d'axes  fixes.  D'abord,  quelles  que  soient 
les  forces  appliquées  à  ce  corps,  on  peut  toujours  les  ré- 
duire à  une  force  appliquée  au  point  fixe  et  à  un  couple. 
La  force  étant  détruite,  le  mouvement  sera  produit  unique- 
ment par  le  couple.  Décomposons  ce  couple  en  trois  autres > 
dont  les  axes  soient  dirigés  suivant  les  axes  principaux  du 
corps,  qui  se  coupeot  au  point  fixe,  et  que  nous  prendrons 
pour  axes  des  x,  y,  z\  et  soient  L,  M,  N  les  moments  de 
ces  trois  couples. 

Nous  savons  que  les  vitesses  acquises  par  chaque  point 
peuvent  être  obtenues  en  composant  celles  que  produirait 
séparément  chacun  de  ces  trois  couples. 

Or,  le  couple  dont  le  moment  est  L,  étant  compris  dans 
le  plan  perpendiculaire  à  un  axe  principal,  relatif  à  son 
point  de  rencontre  avec  ce  plan,  produirait  un  mouvement 

autour  de  cet  axe,  et  sa  vitesse  angulaire  serait  égale  à  —  » 

À  étant  le  moment  d'inertie  du  corps  par  rapport  à  cet 
axe,  sur  lequel  on  compte  les  x  (voir  n°  86). 

De  mémo,  si  Ton  désigne  par  B,  C  les  moments  d'inertie 
relatifs  aux  axes  dvs  y  et  des  z,  les  deux  autres  couples  pro- 
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duiraient  îles  mouvements  de  rotation  autour  de  ces  «w, 
dont  les  vitesses  angulaires  seraient  respectivement -=>>  — 
Ainsi,  en    représentant  ces   trois  vitesses  angulaires   par 


Or,  iinus  ; 


'lis  démontré  que  ces  trois  mouvements 
m  poser  d'après  les  régies  relatives  aux  mou' 
niques.  Il  en  résulte  doue  une  rotation  égale 
•■•"-.  autour  d'un  axe  dont  la  direction  fera, 
.  d<s  coordonnées,  des  angles  «,  ë,  y  Junt  les 
il  proportionnels  à  eu,  ni',  eu.", 
us  maintenant  l'ellipsoïde  central  dont  l'éqi 


: 

ITft- 

le» 


angles  que  fait 
ayant  pouréqu; 


—  sont  proportionnels  aux  cosinus 
c  les  axes  le  diamètre  conjugué  du  pi 


la- 

I 
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CHAPITRE  XXII. 

MOUVEMENT  D'UN  CORPS  SOUDE  AUTOUR  D'UN  POINT  FIXE- 


109.  Le  problème  dont  nous  allons  nous  occuper  mainte* 
nant,  peut  s'énoncer  ainsi  :  Un  corps  solide,  ou  un  système 
rigide  quelconque,  lié  à  un  point  fixe,  étant  sollicité  par 
des  forces  données,  et  partant  d'un  état  initial  connu,  déter- 
miner à  chaque  instant  la  position  de  ses  différents  points. 

Pour  cela,  nous  choisirons  trois  droites  rectangulaires 
passant  par  le  point  fixe  et  liées  invariablement  au  corps; 
la  question  sera  ramenée  à  la  détermination  du  mouvement 
de  ces  trois  droites-,  et  leur  position  se  déterminera,  comme 
nous  l'avons  déjà  vu  dans  les  préliminaires,  soit  par  les 
angles  que  chacune  d'elles  forme  avec  trois  axes  rectangu- 
laires fixes,  soit  au  moyen  de  trois  autres  angles  seulement, 
ce  qui  sera  plus  avantageux. 

D'après  le  principe  de  d'Alcmbert,  on  obtiendra  toutes 
les  équations  nécessaires  à  la  détermination  du  mouvement, 
en  exprimant  qu'il  y  a  équilibre  à  chaque  instant  entre  les 
forces  données  et  les  forces  d'inertie  du  système,  considé- 
rées comme  appliquées  à  ses  points  mêmes. 

On  trouvera  ainsi,  comme  on  le  sait,  six  équations,  ex- 
primant que  les  sommes  des  composantes  de  toutes  ces  for- 
ces, ainsi  que  de  leurs  moments,  par  rapport  à  trois  axes 
rectangulaires,  sont  nulles.  Ces  trois  axes  peuvent  être  choi- 
sis à  chaque  instant,  dans  une  position  arbitraire.  Les  six 
équations  que  nous  rappelons,  exprimeront  toujours  l'équi- 


i^4  ti»»i  ii- 

librc  qui  (luit  avoir  Heu,  cl  seront  toujours  exactes  par  con- 
séquent :  ainsi,  par  exemple,  îl  est  permis  de  considérer  .< 
chaque  instant  lus  axes  liés  au  corps,  ei  de  prendre  les  com- 
posantes îles  forces,  parallèlement  à  ces  axes,  et  leurs  mo- 
ments par  rapport  à  ces  meutes  axes.  Les  six  équation; 
obtenues  ainsi,  détermineront  certainement  le  mouvement.  ■ 
C'est  ht  marche  que  nous  suivrons.  Elle  conduit  facilement 
aux  équations  :  mais  comme  les  quantités  qui  y  entrent  dé- 
pendent de  la  position  des  axes  mobiles,  il  restera  à  faire 
des  transformations  propres  à  déterminer  les  positions  par 
rapport  à  des  axes  fixes. 

1 10.  Composâmes  île  la  force  d'inertie  pour  un  point 
tptch-onr/iir.  —  Ces  composantes  rapportées  à  l'unilé  de 
masse  sont,  au  signe  près,  celles  de  la  lorec  accélératrice  qui 
produirait  sur  le  point  libre  le  mouvement  qu'ils  ;  ces  der- 
nières sont,  comme  on  le  sait,  les  dérivées  secondes,  par 
rapport  au  lenips,  des  coordonnées  du  point,  estimée»  pa- 
rallèlement;'! trois  directions  invariables  quelconques.  Nou> 
choisi]  nos  pour  ces  directions  celles  qu'ont  les  axes  mobiles 
à  un  instant  quelconque,  et  que  nous  considérerons  comme 
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che  respectivement  m,  y,  tr,  puis  qu'on  divise  les  restes  par 
//*,  on  aura  les  trois  composantes  de  la  force  accélératrice 
suivant  X,,  Y,,  Zt,  que  nous  désignerons  par  u',  */,  W* 
Cela  posé,  les  valeurs  de  ti,  v,  -w  étant,  d'après  le  n°  49, 
t.  Ier, 

(i)         a  =  7*,—  rr„     p=rx,  — /»„     fv  =  /^,  — yx„ 

on  obtient,  en  les  différentiant, 

du=zzidq—yldrJ     d?  =2  xtdr— ztdp>     dw=yxdp  —  .r,^/*. 

Les  quantités 

étant  connues,  et  comptées  sur  les  axes  X',  Y',  Z',  doivent 
être  projetées  toutes  les  trois  sur  chacun  des  axes  Xn  Y, ,  Z,  ; 
il  faut  donc  d'abord  calculer  les  cosinus  des  angles  des  di- 
rections X',  Y',  Z'  avec  les  directions  Xt,  Y,,  Z,.  Or,  les 
cosinus  des  angles  que  fait  la  direction  Xt  avec  les  axes  fixes 
X,  Y,  Z  sont 


a,     a',     a" 


ceux  qui  se  rapportent  à  la  direction  X'  seront,  par  suite, 

a  -+-.  day     a'  -f-  da'9     a"  -f-  da". 

On  aura  des  expressions  analogues  pour  les  directions  Y, ,  Y / 
et  Zl9 Z'.  Il  est  donc  facile  de  calculer  les  cosinus  des  angles 
des  trois  premières  directions  avec  les  trois  autres. 

On  voit  d'abord,  qu'en  négligeant  toujours  les  infini- 
ment petits  du  second  ordre,  on  peut  remplacer  les  cosinus 
des  angles  infiniment  petits  par  l'unité;  d'où  résulte 

cosX'X,  =  1,     cosY'Y,  =  i,     cosZ'Z,  =  1. 

On  trouvera  ensuite 

cos Y'Z,  =  (*-+-  db)c  -+-  (  6' H-  db')  c'  -f-  (*"  -f-  db")S 
=zcdb  +  c'db'  -+c"db\ 
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minent  /',  ij,  '  en  I  ont  lion  des  ;u>gl«*  n.  />,  i,  «',....  C« 

dernières   peuvent    s'exprimer  m  moyen  de   hois    angle 

y,  1^1.  0  (ImiiwIhciîoii,  n0  2Î).  En  taîsa»i  cette  ti-wisïornu- 

lïoit,  ..il  iTumc 

rfS        .        .  ^<U 
,-  =  cMç-  +  S1B?81n9(7r, 

7=_Binf_+CM?S.ne-£. 
rseosO  -r  +  -f- 

rit  (Il 

On  a  ainsi  un  système  de  six  écjun i ions  dilîéremii-ll»^  Ax, 
premier  ordre,  qui  déterminera  Ifs  fil  I'oik non*  />,  y,  r, 
y,  tp,  6  en  fonction  de  r.  Les  six  constantes  arbitraire*  le 
détermineront  par  les  positions  et  les.  vitMse»  initiale*. 

i'rnpriéli-s  <th>cr$es  (le  ce  motwemcnt  dans  le  cas  oii  il 
nrxiste  pas  de  farces  extérieures. 

112.    A pphcatioti  rltt  principe  lîes  atVes.  —  lorsqu'un 
rorps  solide  est  en  mouvement  autour  d'un  point  ti\r,  la 
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constantes,  et  donnent  par  conséquent  un  moment  constant 
dont  Taxe  a  une  direction  constante.  Les  forces  instantanées 
qui  produiraient  à  chaque  instant  sur  le  corps  en  repos, 
dans  la  position  qu'il  occupe  à  cet  instant,  les  vitesses  qui 
ont  lieu,  sont  donc  réductibles  à  un  couple  qui  a  toujours 
même  axe  et  même  moment.  Cherchons  à  déterminer  cet 
axe  et  ce  moment. 

Considérons  pour  cela  les  quantités  de  mouvement  dé- 
composées à  un  instant  quelconque  suivant  les  axes  princi- 
paux d'inertie  sur  lesquels  se  comptent  les  xA,  yx,  z,.  Les 
moments  des  couples  auxquels  elles  donnent  naissance  au- 
xont  pour  expressions 

•     X(Xt*  —  *xp)dm,     Z(*«tf  —  x,w)dm,      l(jctP—ylv)dm; 

'  substituant  les  valeurs  de  m,  f,  u>,  données  par  les  équa- 
tions (i),  on  trouvera 

i  !(ïitv—  iit>)dm  =£p, 
(4)  X(z,«  —xxw) dmz=i B'ç, 

\  2(x,.o — /,«)(ifï=iCf. 

Ces  quantités  ne  sont  pas  constantes,  parce  que  les  axes 
des  jCj/i  zt  ne  sont  pas  fixes  ;  mais  la  somme  de  lejprs  carrés 
est  constante,  puisque  le  moment  résultant  est  constant  : 
désignant  la  valeur  de  ce  moment  par  fc,  on  ?ura 

Lorsque  l'on  connaît  l'état  initial  du  corps,  c'est-à-dire  sa 
position  initiale,  et  les  vitesses  initiales  ou  les  forces  instan- 
tanées qui  les  ont  produites,  on  connaît  les  valeurs  initiales 
de  A.p,  B<j,  Cr,  et  par  suite  de/?,  q%  r. 

Si  nous  désignons  par  OK  la  direction  de  l'axe  du  couple 
résultant  des  quantités  de  mouvement,  on  aura,  pour  dé- 
terminer cette  direction  par  rapport  aux  axes  mobiles, 

(6)  .  cosKOX,  =  ^,     cosKOY,  =  ?^,     cosKOZ,=  ^f, 


ii»he  ir. 
*  fixes. 

_  Aap-t-  Bb<f  +  Qer 


Ai?"/t-f-Bfc"ff  -4-Cr*r 


Les  numérateurs  de  ces  expressions  seront  constant*,  pui' 
i|ue  la  direction  de  OK.  est  fixe. 

Les  formules  (6)  prouverai  eu  l,  si  ou  ne  l'avait  iii-jâ  (fc- 
nuinlié,  que  les  cosinus  des  angles  que  l'a  je  instantané  ùii 
.ivre  X,,  V-  ?-i  sont  respectivement  de  mente  signe  qi* 
/'.</,   '"■ 

F.u  elle!,  les  composantes  de  la  rotation  instantanée  uii- 
vant  Ils  directions  des  nxes  principaux  d'inertie  tlu  outjm, 
son l  les  i  ni, nions  que  produiraient  les  couples  composant' 
A/'.  Ii(/.  Cr;  elles  sont  donc  de  même  signe  que  ces  rou- 
pies, el  par  eutiséqueni  que  p,  q,  r. 

1 13.    Application  au  principe  des  forces  vives.  —  On 
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masse,  on  aura  la  somme  h  des  forces  vives  à  un  instant 
quelconque  ;  on  trouvera  ainsi 

(8)  À/>'-hB?a-|-Cr'=:A. 

On  voit  que  si  aux  deux  équations  (5),  (8)  on  joignait  la 

condition  que  la  vitesse  angulaire  ^ p* -i- q* -h  r*  fût  con- 
stante, on  aurait  entre  p,  q,  r  trois  équations  qui  les  déter- 
mineraient si  A,  B  et  C  sont  inégaux;  et  Taxe  de  rotation 
serait  fixe.  Dans  ce  cas,  les  équations  (3)  exigent  que  deux 
des  quantités  /?,  q,  r  soient  nulles,  puisque  dp,  dq,  dr^ 
L,  M,  N  sont  tous  nuls.  Le  mouvement  a  donc  lieu  autour 
de  l'un  des  axes  principaux  d'inertie,  comme  il  était  facile 
de  le  prévoir. 

\\\.  Angle  de  Vaxe  instantané  et  de  Vaxe  du  couple 
résultant.  —  Si  Ton  désigne  par  e  l'angle  de  ces  deux  axes, 
en  trouvera,  d'après  les  valeurs  des  cosinus  des  angles  qu'ils 
forment  avec  X,,  Y,,  Zt, 

cost  =  — 


ou 


Cette  équation  donne 


*^p*  +  q* 

4-r» 

h 

cos  c  =  — • 

A'o* 

h 

*>  COS  1  =  7» 
k 

et  démontre  cette  propriété  remarquable,  que  la  vitesse 
angulaire  instantanée  donne  une  composante  constante 
par  rapport  à  l 'axe  du  couple  résultant,  qui  est  celui  du 
maximum  des  aires,  ou  du  plan  invariable. 

H5.  Position  de  l'axe  instantané  par  rapport  à  V ellip- 
soïde central.  —  L'équation  de  l'ellipsoïde  central  étant 
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lus  cosinus  des  ingles  que  la  normale  au  pirint  quehonqu* 
■J^r,  z,  fait  avec  les  axes  mobiles,  sont  proportionnels  au* 
qu&ntUésAx,,  15r„Cz,. 

Mais  lis  cosin.ua  qui  se  rapportent  à  Taxe  du  couple  ré- 
Cr.  Ces  deux  droites 


[K  sont  proportionnels  à  A/>. 
,,|-..,,.!,..:;i  dont 


i  c'est-à-dire  iî 


.■  ravon  (Je  1  i  llinsoide  mené  au  point  x,  i  ,  -,  se  confond 
vee  l'axe  instantané  de  rotatioD  ;  d'où  résulte  cette  propo- 
linn.  qui  se  trouve,  ainsi  que  la  précédente,  dans  le  Mc- 
loirc  iIl*  M.  ■■  ■u  —  t  sur  la  rotalïou  des  corps  : 
Si  l'on  mène  à  l'ellipsoïde  central  un  plan  tangent 
tirallèle  au  plan  du  couple  résultant,  le  rayon  meneau 
aint  de  Loniuct  est  l'axe  instantané  de  rotation. 

I  M!.  Vitesse  angulaire  en  fonction  du  rayon  de  l'ctltp- 
oulc.  —  Les  coordonnées  du  pôle  de  rotation  sur  l'ellip- 
nidc  ici itral,  <  est-à-diredu  point  où  cette  surface  est  per- 
éc  par  I  as*'  instantané,  étant  proportionnelles  à  p,tj,r, 
h  i  les  égalités  suivantes,  dans  lesquelles  R  désigne  la  lon- 
iii'in    du    r.ivnti  de   l'ellipsoïde,  cl   P  la  perpendiculaire 
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L'équation  w  =  Ry/Â  fournit  d'abord  celle-ci  : 
-     La  vitesse  angulaire  est  proportionnelle  à  la  longueur 
du  rayon  de  l'ellipsoïde,  autour  duquel  a  lieu  la  rotation 
instantanée. 

L'équation  P  =  —  prouve  que  la  perpendiculaire  abais- 
sée du  point  fixe  sur  le  plan  qui  touche  l'ellipsoïde  au  pôle 
de  rotation,  est  constante.  Or,  ce  plan  est  d'ailleurs  paral- 
lèle au  plan  fixe  du  couple  résultant;  donc  il  est  constant 
de  position.  D'où  se  déduit  cette  autre  proposition  : 

L *  ellipsoïde  central  reste  constamment  tangent  au  plan 
mené  parallèlement  à  celui  du  couple  résultant,  à  une 

distance  égale  à  —-  Son  point  de  contact  esf  le  pôle  de 

rotation,  et,  par  conséquent,  na  aucun  mouvement  de 
glissement  sur  le  plan  fixe. 

Cette  propriété  donne  une  représentation  géométrique 
très-nette  de  la  marche  suivie  par  le  corps. 

117.  Courbe  des  pôles.  —  D'après  ce  qui  vient  d'être 
dit,  si  l'on  conçoit  un  plan  qui  se  meuve  en  restant  tan- 
gent à  l'ellipsoïde  central  et  à  une  sphère  concentrique 

ayant  pour  rayon  ~-  i  le  lieu  de  ces  points  de  contact  avec 

l'ellipsoïde  sera  la  courbé  des  pôles;  elle  sera  symétrique 
par  rapport  à  deux  des  plans  principaux,  et  sera  détermi- 
née par  rapport  aux  axes  principaux  du  corps  par  les  deux 
équations 

d'où  Ion  tire  la  suivante  : 

(9)     A(*»  — AA)*ÎH-B(iH— BA)7;  +  C(X«-C4)»î=of 
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ùijuaLiiJTi  il  un  cône  du  second  degré  ayant  ses  axer»  princi- 
paux dans  la  luèmc  direction  que  ceux  de  l'ellipsoïde,  et  qui 
est  le  lieu  des  axes  instantanés,  relativement  au  corps.  Pour 
reconnaître  l<;  sens  de  ses  deux  nappes,  soient  A  le  |ilu> 
grand  moment  d'inertie,  et  C  le  plus  petit.  On  trouver* 
facilement 


A'  — A» 

=  B(B- 

-A)q'-t-C[C- 

-AJH, 

*'—  BA: 

=  C(C- 

-B)r'  +  A[À- 

-B)y'. 

/.'  -  CA 

=  A(A- 

-C)/»M-B(B- 

-C)î'- 

—  AA<o     et     *'-CA>o. 
immédiatement  ces  deux  inégalités  en  ob- 
(st  le  carré  de  la  distance  dn  centre  an  plan 
i  x1y,zt  de  l'ellipsoïde;  d'où  il  nSulie 

*'  -^  A        A'  ^  C 
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Si  k*  est  égal  à  une  des  trois  quantités  A  A,  BA,  CA,  te 
cône  se  réduit  à  un  plan;  mais  si  A,  B,  C  ne  sont  pas  tous 
trois  égaux,  on  a  nécessairement 

*»— -AA<o     et     X»  —  C/*>o; 

donc  c'est  seulement  A1  —  B/i  qui  peut  être  nul,  et  dans  ce 
cas  le  lieu  des  axes  instantanés  a  pour  équation 

£Î  __  C(t'—Ch)  __  C(B  — C) 
z\  ~  AlAA  —  A1)  "~~  A(A  —  B)' 

C'est  l'ensemble  de  deux  plans  passant  par  l'axe  jr*  qui  est 
celui  du  moyen  moment  d'inertie;  ils  coupent  l'ellipsoïde 
suivant  deux  ellipses  qui  sont  le  lieu  des  pôles,  et,  par  con- 
séquent, jouissent  de  la  propriété  que  la  distance  du  centre 
au  plan  tangent  à  l'ellipsoïde  en  un  point  quelconque  de 
ces  ellipses  est  constante;  cette  distance  est  évidemment  la 
longueur  du  demi-axe  moyen  de  l'ellipsoïde. 

Si  A1  —  BA  est  positif,  le  cône  entoure  l'axe  des  x,  et 
l'équation  (16)  donne 

*î        C(/'-C*)       C(B-C). 
z*  ^  A  (A h  —  *')  ^  A  (A  —  B)  ' 

donc  toutes  les  génératrices  situées  du  côté  des  zx  positifs 
sont  au-dessous  des  deux  ellipses  précédentes.  Si,  au  con- 
traire, A1 —  BA  est  négatif,  elles  sont  au-dessus.  De  sorte 
que  ces  deux  ellipses  partagent  l'ellipsoïde  en  quatre  fuseaux 
tels,  que  quand  l'axe  instantané  se  trouve,  à  une  époque 
quelconque,  dans  l'intérieur  de  l'un  d'eux,  il  y  reste  tou- 
jours et  se  meut  autour  de  l'axe  principal  situé  dans  ce 
même  fuseau;  et  s'il  se  trouve  dans  un  des  plans  qui  les  sé- 
parent, il  y  reste  constamment. 

On  remarquera  que  s'il  y  a  deux  axes  presque  égaux, 
l'un  des  fuseaux  devient  très-étroit,  et  la  courbe  des  pôles, 
tout  en  ayant  une  grande  étendue  dans  son  fuseau,  pour- 


I 
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rail  passer  ttès-près  de  l'extrémité  ilu  petit  ou  du  graaA 
axe  ;  il  n'y  a  donc  pas  toujours  stabilité  pour  l'axe  instan- 
tané loi'Sfjuc  dans  l'état  initial  il  est  uès-voista  de  l'air 
prim  ijial  du  plus  petit  ou  du  plus  grand  moment  d'inertie; 
nuis,  s'il  n'y  a  pas  deux  aies  presque  égaux,  cl  que  l'a  te 
instantané  soil  très-voisin  du  plus  petit  ou  du  plus  grand. 
il    s'en   éloignera  trot-peu  dans  tout  le  cours  du  mou  te- 

S'il  est  d'abord  voisin  de  l'axe  moyen,  la  courbe  des 
pôles  s'éloignera  toujours  considérablement  de  l'extrémité 
de  cet  axe,  el  la  stabilité  n'est  plus  démontrée.  Il  faudrait 
pour  cela  que  le  pâle  ne  parcourût  pas  toute  la  courbe,  <i 
eela  demande  examen. 

La  courbe  des  potes  étant  tracée  et  la  vitesse  initiale  df 
rotation  étant  connue,  ainsi  que  Taxe  instantané  autour 
duquel  elle  a  lieu,  on  peut  se  représenter  ('ncilotncnt  h 
mouvement  indéfini  du  corps.  Eu  euel,  après  un  l*nip«  in- 
finiment petit,  un  saura  de  quel  angle  le  corps  auta  tourné: 
ou  sautait  dont  déterminer  le  point  d«  la  courbe  de  |->h- 
qui  devient  le  point  de  contact  avec  le  plau  fixe;  ou  con- 
naîtrait doue  le  lavon  de  l'ellinsolde.  et.  mu-  suite,  la  non* 
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qu'elle  sera  toujours  tangente  à  la  surface  conique  liée  au 
corps,  et  qui  est  le  lieu  des  positions  de  Taxe  instantané 
dans  le  corps.  En  effet,  Taxe  instantané  sera  k  chaque  in- 
stant sur  ces  deux  surfaces;  elles  ont  donc  toujours  une 
génératrice  commune.  Au  bout  d'un  temps  in6niment 
petit,  une  génératrice  infiniment  voisine,  appartenant  au 
cône  mobile,  vient  coïncider  avec  une  génératrice  du  cône 
fixe;  et  comme  dans  ce  mouvement  elle  ne  se  déplace  que 
d'infiniment  petits  du  second  ordre,  il  s'ensuit  que  si  sur 
les  deux  cônes  on  prend,  à  partir  de  l'arête  commune, 
deux  arêtes  correspondantes,  distantes  de  la  première  de 
quantités  infiniment  petites  du  premier  ordre,  elles  seront 
distantes  Tune  de  l'autre  de  quantités  du  second  ordre  : 
d'où  il  résulte  que  les  deux  cônes  sont  tangents.  D'ailleurs 
le  cône  mobile  ne  glisse  pas  sur  l'autre,  puisque  l'arête  de 
contact  est  Taxe  instantané  de  rotation.  Donc  enfin  le 
mouvement  du  corps  peut  être  produit  au  moyen  d'un 
cane  da  second  degré  lié  invariablement  au  corps ,  et 
(foi  roule  sur  un  autre  cône  dont  la  surface  est  engendrée 
par  une  droite  qui  tourne  indéfiniment  en  ondulant  autour 
de  l'axe  du  couple  résultant. 

H9.  Lieu  des  positions  successives  de  l'axe  du  couple 
résultant  dans  Fintcrieur  du  corps.  —  Si  l'on  désigne  par 
&\  )X\  t  zi  Ie8  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  l'axe 
4e  te  couple  par  ^rapport  aux  axes  mobiles,  on  aura  les, 
équations 

îi  —  é£      Il  —  Ë2.  # 

z,        Cr        *,         Cr 

Les  équations  (5  )  et  (8)  conduisent  à  la  suivante 

AJ^-AA^-H  B{*2  —  B  h)  ç>  -h  C  (XJ  —  C*)  r'  ç=  o. 

Eliminant-?  -entre  ces  trois  équations,  on  aura  l'équa- 
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'i -fliée,  qui  sera 


C'est  un  l'i'inr  du  second  degré  dont  les  sections  perpendi- 
culaires il  l'a \l- du  plus  petit,  ou  bien  du  plus  grand  mo- 
merii  d'inertie.  5011I  des  ellipses. 

Si  B  =  C,  il  est  de  révolution  autour  de  l'axe  des  x.  Si 
A  =  B,îl  l'est  autour  de  l'axe  des  z. 

Si  A  =  I!  —  C,  on  a  k*  =  AA;  les  équations  (5)  et  (8) 
sont  idtmtiquGJi,  ei  l'équation  qu'on  en  avait  tirée  n'«p- 
pruud  plus  i  i'n  ■■  mais  les  deux  précédentes  deviennent 


u  l'axe  du  couple  résultant  et  l'axe  instau- 
i  se  confondent.  C'est  ce  que  Ton  aurait 
la  formule  qui  donne  l'angle  de  ces  deux 
le  cas  où  le  mouvement  a  lieu  autour  d'un 
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On  tire  encore  de  ces  équations  les  trois  suivantes  : 

pda  -f*  qdb  -+-  rdc  =  o, 
pdaï  «+-  qdb'  -f-  rdtf  =  o, 
pdar+  qdb"-h  rdt?=  o. 

121 .  S'il  n'existe  aucune  force  extérieure,  on  a 

L  =  o,     M  =  o,     N  =  o, 

et  les  équations  (3)  se  réduisent  à 

A^=(B-C)?r, 
(12)  {  B^  =  (C-A)r/,, 

C  %  =  (A  -  B)pq. 

Si  l'on  multiplie  la  première  par  p,  la  seconde  par  q,  la 
troisième  par  r,  et  qu'on  les  ajoute,  on  obtient 

dp        *     dq        .,    dr 

d'où,  en  intégrant, 

(i3)  À/^-f-Bf'+CHrrA, 

A  désignant  une  constante  arbitraire,  qui,  d'après  ce  que 
nous  avons  trouvé  précédemment,  est  la  somme  des  forces 
vives  du  système. 

On  retrouvera  une  autre  équation  déjà  obtenue,  en  mul- 
tipliant respectivement  les  équations  (ia)  par  Ap,  B47,  Cr 
et  les  ajoutant.  En  effet,  on  trouve  d'abord 

dp        _.     dq        _      dr 


>9" 
d'où 


(i4)  \>pi  +  V>t*  +  C1r*=A\ 


A  désignant   une   nouvelle  constante    arbitraire 
comme  nous  l'avons  vu,  le  moment  du  couple  ré 
quantités  de  mouvement  du  système.  Ces  deux 
À  et  A,  ainsi  que  les  valeurs  initiales  de  p,  q,  r,  ■ 
h  déduire  des  données  initiales.  En   effet,    la  di 
l'axe  du  couple  résultant  et  «on  moment  sont  roi 
que  l'on  donne  les  forces  instantanées  qui  produis 
tesses  initiales,  soit  qu'on  donne  ces  vitesses  irn 
d'abord  A  est  connu  ;  ses  couples  composants  pa 
aux  axesX,,  Y,,  Z, ,  dont  la  position    initiale 
sont  donc  aussi    connus;   et  comme   leurs   mom 
respectivement  Ap,  Bq,  Ci;  11  en  résulte  <jue  p 
connus  en  grandeur  et  en  signe,  au  conitnenceim 
vement.  Donc  aussi,  d'après  l'équation  (i3),  la  < 
sera  elle-même  connue. 

Si   l'on  lire  des  équations  (i3)    et  (14)    les 
p  et  q  en  /■,  et  qu'on  les  reporte  dans  la  troisièi 
lion  (ta),  on  obtiendra  une  équation    qui    doi 
fonction  de  r  au  moyen  d'une  quadrature.   Oi 
d'abord 

_<(■»—  BA-|-C(B—  C)rJ 


(.5) 


À(A- 


•*) 


*J 


1'=- 


AA  +  C(A  —  C)r' 


B(B-A) 


Quant  aux  signes  qu'on  devra  prendre  pour  p 
«ont  connus,  dms  1  état  initial,  d'après  la  positio 
du  couple  résultant  relativement  aux  axes  priitri 
sont  eux-mêmes   connus    à    cet   instant.    Les 
angles  que  fait  Taxe  de  ce  couple  avec  les  trois 
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,  A/>    Bfl    Cr    ,  .  ,  , 

ant  -~ ,  -j-i  —1  les  valeurs  et  les  signes  de  p,  q,  r  sont 

mnus  à  cette  époque.  Les  équations  (12)  donnent  les  de- 
vers de  /?,  <7,  r  eh  fonction  de  ces  quantités;  elles  conser- 
mt  leur  signe  primitif  tant  que  py  q,  r  conservent  le  leur  ; 
;,  par  suite,  ces  dernières  quantités  varient  toujours  dans 
•  même  sens  tant  qu'aucune  d'elles  ne  devient  nulle.  Si, 
ir  exemple,  p  passe  par  zéro,  la  première  des  équations  (1  a) 

mnant  la  valeur  de  ~  à  cet  instant,  apprend  quel  va  être 

signe  de  p  immédiatement  après;  et  Ton  raisonnera  de 
èiwe  toutes  les  fois  qu'une  des  trois  quantités  deviendra 
ftlle  :  on  n'aura  donc  jamais  d'incertitude  sur  les  signes 
i  p>  «7,  r. 

Lés  valeurs  dep,  q  données  p*r  les  équations  {t5),4tant 
portées  dans  la  troisième  équation  (12%  donnent,  en  sup- 
Mm  t,  (pour  fixer  les  idées,  que  l'on  "doive  yrendre^e  «sème 
pie  pour  p  et  q, 


y/Z-a  — B^4-C(B  — C)ra  v/A/*  — /a-hC(C  — A)r5 

mtégrale  du  second  membre  ne  peut  être  obtenue  gêné- 
tafaent;  elle  dépend  des  fonctions  elliptiques.  Elle  devient 
todçrable  si  deux  des  trois  quantités  A,  B,  C  sont  égales, 
j^si  k1  est  égal  à  une  des  trois  suivantes  A  à,  BA,  CA,  et 
■as  avons  vu  que  ce  ne  peut  être  qu'a  la  tooyânne. 
En  supposant  qu'on  ait  intégré  l'équation  (16),  on  aura  t 
fonction  de  r,  et  la  constante  sera  déterminée  par  la  va- 
*"  initiale  de  /•;  on  en  conclura  r  en  fonction  de  f,  atasi 
*  p  et  17,  d'après  les  «équations  (i5). 
A  ne  reste  donc  plus,  pour  avoir  la  solution  complète  du 
blême,  qu'à  connaître  les  angles  f ,  0,  <p  au  moyen  de 
^,  r;  et  nous  avons  pour  cela  les  tsois  équations  sui- 


i;)/|  tlTBE    II. 

On   miiI   liuiic  que  la  vitesse  angulaire  sera  confiante, 
quoique p  cl  q  ne  le  soient  pas;  elle  aura  pour  valeur 

nions  (i3),  ■r..i  auraient  donné  les  mêmes  résul- 
n  avoir  p  en  fonction  de  t,  ou  éliminera  q  entre 
tions  (k),  (6),. en  difl'érentiant  la  première  et  y 

ant  pour  -^  sa  valeur  tirée  de  la  seconde. 

A— C 
trouve  ainsi,  en  posant  — - —  =  p, 

d'P 

p  =M  sin(finn-t), 
l'Uni l  Jes  ronstantes  arbitraires;  on  aura,  par  suite. 


lal,.    Pi, 

le*  eau. 
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m,  puisque  Ton  connaîtra  son  sinus  et  son  cosinus.  Le 
changement  de  signe  de  m  ferait  seulement  varier  e  de 
i8o°;  ainsi  on  sera  libre  de  prendre  pour  m  le  signe  que 
Ton  voudra  ;  nous  choisirons,  par  exemple, 


Cherchons  maintenant  les  angles  <p,  tp,  6. 
I<C9  équations  (18)  donnent 

*      Cn  P 

cos6=:  —  >     taog^  =  -  =3  tang(p*r  -4-c). 

Deux  arcs  qui  ont  même  tangente  ne  peuvent  différer  que 
par  un  nombre  entier  de  demi-circonférences.  Donc  f  et 
yjit  -h  s  ne  diffèrent  que  d'un  multiple  de  tt,  qu'on  peut 
choisir  arbitrairement.  Introduisant  de  préférence  la  va- 
leur initiale  <p0  de  <p,  on  aura  évidemment 

L'équation  (19)  devient 

dû  =  -7- *  dt  =  —  dt, 

Y  fia—  C"n»  A       ' 

et  donne 

tp0  étant  la  valeur  initiale  connue  de  tf. 

La  valeur  constante  de  cosfl  nous  apprend  que  l'aie  de 
révolution  de  l'ellipsoïde  central  décrit  un  cône  de  révo- 
lution autour  de  Taxe  fixe  du  couple  résultant,  et  que, 
par  conséquent,  le  plan  de  l'équateur  conserve  une  incli- 
naison constante  sur  celui  du  couple  résultant. 

La  valeur  de  <f  montre  que  la  trace  de  l'équateur  de 
cet  ellipsoïde  sur  le  plan  fixe  du  couple  résultant  se  meut 

i3. 


;uiairr  uc  ix  muuteiueui,  >|ui  *-si  pr 
ire  confondue  avec  la  vitesse  angulaire  du 


F.nlîn  l'axe   instantané  fait  avec  l'axe  de; 


ni,  puisque  son  cosinus  est ■    -: 

cercle  sur  l'ellipsoïde  de  révolution. 
On  remarquera,  de  plus,  que  l'axe  insti 
île  révolution  et  l'axe  ilu  couple  résultant  l 
ment  dans  un  meme  plan.  Il  suffit  de  julhi 
que  les  cosinus  des  angles  que  l'axe  instant; 
couple  résultant  font  avec  les  axes  des  x,  et 
portic-Duels ;  car  alors  ils  seront  dans  un  pli 
l'axe  des  z,,  qui  est  l'axe  de  figure.  Or  le  rap 

premiers  cosinus  est  -;  le  rapport  des  deux 
et,  d'après  les  équations    (t8),  il   est  égal 


Cas  ) 


trticulier  oit  AI=B/i. 


123.  Nous  avons  vu  que,  dans  ce  cas,  le  l 
instantanés  ue  pouvait  être  que  l'une  des  c 
dont  les  plans  sont  représentés  [>ar  l'équation 
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ion  de  7,  on  trouve 

=  (C_B)(/'-,B-*9')  (B  — A)(*'— By) 

BA(C— A)  *  BC(C  — A)  ' 

lions  qui  montrent  que  l'on  aura  toujours 

X'  —  By>o,     ou     ?2<g,; 
conclura,  d'après  la  seconde  des  équations  (12J, 


en  supposant  dq  positif, 

\/(C  —  B)(B  —  A)  A'— B>?a 
osant 


X-  a  X-  VfC  — B)(B  — A). 

B  B  v^ÂC 

Htve,  en  désignant  par  a  une  constante  arbitraire, 
Ton  tire 


7  =  m 


a<r     —  1 

a*'    -H  I 


n  désigne  par  q0  la  valeur  initiale  de  9,  on  aura 

<70  =  — * 9      d'où      a  =:  — —  : 

a  -f-  I  m  —  q0 

v  suite, 

[m-+-q%}c     4-7.  —  m 

q  =  m  ■  • 


t.  ri  que,  par  lonscquinl,  l'axe  de  révolution 
inilurmément  sa  surface  conique.  La  valeur 
[il  un  rayon  détermine  quelconque  de  l'équa- 
uniformément  par  rapport  à  la  trace  variable 
sur  le  plan  du  roupie  résultant.  Mais  la  vï- 
r  de  ce  mouvement,  qui  est  fin,  ne  doit  pas 
ri-  avec  la  vitesse  angulaire  du  corps,  qui  esi 


instantané  fait  avec  l'axe  des  2,  un  angle 
-qui'  son  cosinus  est  -,  il  trace  donc 

I  rllipsoïde  de  révolution, 
ptera,  de  plus,  que  l'axe  instantané,  l'axe 

t.t  Vaxe  dit  couple  résultant  sont  constam- 
n  menu  plan.  Il  suffit  de  prouver  pour  cela 
tis  des  angles  que  l'axe  instantané  et  l'axe  du 

ni  font  avec  les  axes  des  x,  et  /,,  sont  pro- 
<  h  alors  ils  seront  dans  un  plan  passant  par 
|iii  est  l'axe  de  figure.  Or  le  rapportdes  deux 

des  tjgj 
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fonction  de  q,  on  trouve 

(C-B)(*»-.B'y»)  ,^(B-A)(i'-B'y') 

/J  BAlC  —  A)  *  BC(C  — A)  ' 

équations  qui  montrent  que  l'on  aura  toujours 

*»  — B'f»>of     ou     ?2<g,5 

on  en  conclura,  d'après  la  seconde  des  équations  (n), 


>î-W 


(C-B^B-A)^,  ,f 


AC 
d'où,  en  supposant  dq  positif, 

B'  i/ÂC  ,/7 


dt  = 


V(C  — B)VB  — A)  t'  —  B*'/7 
En  posant 

X-  a  X  v/fC—  B)/B  —  AV 

B  B  v'AC 

ou  trouve,  en  désignant  par  ce  une  constante  arbitraire, 
d'où  Ton  lire 

xc'     —  1 

n  =z  m . 

'  ut 

Xt:      -H    I 

Si  Ton  désigne  par  q0  la  valeur  initiale  de  q,  on  aura 


<7„  =  — i >      cl  ou      a  = : 

a  -f-  1  m  —  qa 

cl  par  suitt1, 

n  -=.m '■ • 

[m  -+-7„)<'      -h  '«  —  ?• 


alu  nu'il  prendra  vu  venu  des 


Ol  In  I 

.'■Lie  Jrà 


Q»» 


ir  de  connaître  le  mouvement  initial,  conce- 
dures  données  réduites  à  une  force  appliquét 
invité  et  un  couple.  Nous  pourrons,  comme 
IriiLonlré  n°  44,  déterminer  les  deux  mouve- 
ment lieu  séparément  par  l'action  de  celle 
roupie  \  en  composant  ces  deux  mouvements 
■oint,  on  aura  le  mouvement  résultant  de  l'ac- 
re de  toutes  les  forces. 

résultante  appliquée  au  centre  de  gravité  peut 
•ré  en  forces  égales  appliquées  à  tous  les  élé- 
i'  la  masse  du  corps,  et,  par  conséquent,  ellr 
■sse  égale  et  parallèle  à  tous  les  points;  il  en 
m  mouvemeut  commun  de  translation, 
itlpte,  il  ne  peut  produire  aucun  déplacement 
i.tviié,  puisque  ses  deux  forces  transportées 
létruisent  :  le  mouvement  qu'il  produit  Dr 
altéré  en  (ixant  invariablement  le  centre  de 
-dois  on  peut  introduire  la  force  résultante. 
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sur  le  corps  dont  le  ventre  de  gravité  aurait  été  invaria- 
blement fixé. 

Au  moyen  de  cette  proposition,  le  mouvement  initial  du 
corps  est  entièrement  connu,  puisque  l'on  sait  déterminer 
celui  d'un  corps  autour  d'un  point  fixe.  Quant  à  ce  qu'il 
deviendra  par  la  suite,  nous  savons  que  le  centre  de  gra- 
vité se  mouvra  de  la  même  manière  que  si  toute  la  masse  y 
était  réunie,  et  que  toutes  les  forces  continues  y  fussent 
transportées,  sans  changer  de  grandeur  et  de  direction.  Mais 
ces  forces,  dépendant,  en  général,  de  la  position  des  points, 
se  trouvent,  par  cela  même,  dépendantes  du  mouvement  de 
rotation  ;  de  sorte  que  Ton  ne  peut  calculer  séparément  le 
mouvement  du  centre  de  gravité  du  corps,  excepté  dans  le 
cas  particulier  où  les  forces  auraient  des  directions  et  des 
intensités  constantes,  comme  par  exemple  dans  le  cas  de  la 
pesanteur. 

Au  reste,  on  peut  toujours  établir  la  même  proposition 
relativement  aux  forces  continues,  que  relativement  aux 
forces  instantanées.  En  effet,  considérons  le  corps  à  un 
instant  quelconque  :  on  peut  supposer  qu'il  part  du  repos 
et  qu'il  est  sollicité,  d'un  côté,  par  des  forces  instantanées 
qui  donneraient  à  chaque  point  la  vitesse  qu'il  a  ;  d'un  autre 
côté,  par  les  forces  continues  qui  ne  peuvent  produire  que 
des  vitesses  infiniment  petites  dans  un  intervalle  de  temps 
infiniment  petit,  et  que  l'on  peut  regarder  comme  des 
forces  instantanées  agissant  au  commencement  de  chaque 
intervalle  de  temps  infiniment  petit.  Or,  d'après  le  principe 
que  nous  avons  rappelé,  on  peut  déterminer  séparément  les 
vitesses  produites  par  ces  deux  systèmes,  et  les  composer 
eusuite.  Le  premier  produira  l'effet  qui  avait  réellement 
lieu  à  l'instant  considéré;  le  second  est  identique  avec  celui 
que  nous  avons  discuté  d'abord,  et,  par  conséquent,  il  pro- 
duira une  vitesse;  de  translation  infiniment  petite,  due  i\ 
toutes  les    forces  continues    transportées   parallèlement    ;'| 


.  !c,J„, 
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11  i entre  de  gravité,  et  un 
i  iln  centre  de  gravité  rendu  iixe,  produit  par 
:s  dans  leur  véritable  position. 
si  l'on  conçoit  par  le  centre  rie  gravité  du 
»  rectangulaires  qui  se  meuvent  parallèle- 
u:i»es,  leur  point  de  rencontre  se  mouvra 
<  /((  masse  du  corps  y  était  réunie,  et  que 
'.-s  instantanées  ou  continues  y  fussent  ap- 
:  mouvement  du  corps,  par  rapport  à  ces 
mémo  que  si  leur  point  de  rencontre  était 
t  fixé  et  que  toutes  les  forces  qui  sollicitent 
mirits  dans  le  mouvement  réel  fussent  ap- 
mëme  manière  à  ces  mêmes  points. 

Hit  ion  à  C  ellipsoïde  pesant.  —  Supposées 
li'  homogène  reçoive  une  impulsion  dont  la 

luntprise  dans  le  plan  de  deux  de  ses  axes 
al  ifs  à  son  centre  de  gravité,  et  soil  cnsuïle 

action  de  (apesanteur.  Désignons  p*ruv  la 

muvenient  qui  mesure  la  force  instantanée, 

IX  de  cette  force  au  centre,  par  b  et  c  les  deux 

nt  dans  le  plan  de  la  force,  et  par  g  le  trt 
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point  libre.  Pour  connaître  son  mouvement  par  rapport  à 
trois  axes  passant  par  son  centre  et  parallèles  à  des  direc- 
tions fixes,  il  faut  supposer  que  le  centre  soit  fixe  et  que  la 
force  d'impulsion  ainsi  que  la  pesanteur  agissent  sur  l'el- 
lipsoïde ainsi  assujetti.  Mais  on  peut  faire  abstraction  de  la 
pesanteur,  puisque  le  centre  de  gravité  est  fixe,  et  il  suffit 
de  déterminer  la  rotation  produite  par  l'impulsion.  Cette 
force  étant  située  dans  un  plan  perpendiculaire  à  une 
droite,  qui  est  un  axe  principal  relativement  au  point  où 
elle  est  coupée  par  ce  plan,  et  de  plus  ce  point  étant  fixe, 
il  s'ensuit  que  le  mouvement  aura  lieu  indéfiniment  autour 
de  cet  axe.  La  vitesse  angulaire  ci>  s'obtiendra  en  divisaut  le 
moment  (ivfde  la  force  par  le  moment  d'inertie  du  corps 
par  rapport  à  l'axe  fixe  ;  on  aura  donc 


<•> 


5tivf 


M^'-hc*) 


ou,  en  introduisant  la  vitesse  initiale  V  du  centre  de  gra- 
vité, 

5V/ 


On  voit  donc  que  Taxe  de  rotation  se  transporte  parallèle- 
ment à  lui-même,  et  que  le  corps  tourne  uniformément  au- 
tour de  cette  droite,  que  Ton  pourra  déterminer  à  chaque 
instant,  puisqu'on  connaît  le  mouvement  du  centre  de  gra- 
vité qui  en  est  le  milieu.  On  déterminera  donc  facilement 
la  position  de  tous  les  points  de  l'ellipsoïde  à  un  instant 
quelconque. 

•  Dans  le  cas  où  il  serait  réduit  à  une  sphère  pleine  ou 
creuse,  homogène  ou  seulement  formée  de  couches  homo- 
gènes, tout  diamètre  serait  un  axe  principal  ;  le  mouvement 
de  rotation  aurait  lieu  autour  de  celui  qui  serait  perpendi- 
culaire au  plan  mené  par  le  centre  et  la  direction  de  la 


iladi 


-if  cet  axe  M'i  ;<ii  i  nii-!;,iii 


u  >,.],;,, 


ut  (le  rotation  de  cette  sphère  ne  serait  pas 
i's  points  étaient  attirés  vers  d'autres  point; 
iioportionu  elles  aux  masses  et  à  une  fouc- 
Lauce,  parce  que  la  résultante  des  actions 
i  jioiut  quelconque  sur  la  masse  entière  tir 
■rail  par  sou  centre  de  gravité.  Mais  si  le 
l  soit  peu  diûereut  d'une  sphère,  il  n'en 
i  ;  et  c'est  ce  qui  arrive  par  exemple  dans  te 


DYNAM1QUF.  Qo5 


CHAPITRE  XXIII. 

SUR  LA  STABILITÉ  DE  L'ÉQUILIBRE  D'UN  SYSTÈME  DE  POINTS. 


126.  Lorsqu'un  système  de  points  est  en  équilibre,  et 
qu'on  le  déplace  infiniment  peu,  d'une  manière  quelcon- 
que, eu  l'abandonnant  ensuite  à  l'action  des  mêmes  forces, 
il  arrive  de  deux  choses  l'une  :  ou  les  déplacements  succes- 
sifs de  chaque  point  par  rapport  à  sa  position  d  équilibre 
restent  toujours  très-petits:  ou  ils  peuvent  acquérir,  au 
bout  d'un  certain  temps,  des  valeurs  finies.  On  dit,  dans  le 
premier  cas,  que  l'équilibre  est  stable;  et,  dans  le  second, 
qu'il  est  instable. 

Cela  posé,  considérons  l'équilibre  d'un  système  de  points 
assujettis  à  des  liaisons  quelconques  indépendantes  du 
temps,  et  telles,  que  £  (Xrfx  -h  Ydy  -h  Zdz)  soit  la  diffé- 
rentielle exacted'une  fonction  y  (x,  y,  z,  #',. . .). 

Nous  savons  que,  dans  la  position  d'équilibre,  cette 
fonction  sera,  en  général,  maximum  ou  minimum  relati- 
vement à  toutes  les  variables  indépendantes.  Or  nous  al- 
lons démontrer  que,  quand  elle  est  maximum,  l'équilibre 
est  stable. 

Supposons,  en  effet,  un  système  de  points  en  équilibre, 
sous  Faction  de  forces  X,  Y,  Z,  X', .  . . ,  telles,  que  l'expres- 
sion 

l(Xdx-\~Yfty-hZdz) 

soit     la     différentielle     totale     d'une     certaine    fonction 
cp(jr, y y  s,  a:',...)  en  considérant  les  variables x, y,  s, x',... 


LITRE    II. 

ili'iir  de  c,  chacune  dea  quantités  -f*,  s"f...  est 
m  !  m-  que  c;  elles  varient  ensuite  d'une  ma- 
iiil  .Supposons  qu'il  puisse  arriver  alors  que 
.  par  exemple  $*,  devienne  égale  à  c,  et  ce  sera 
nli  de  toutes  ^  elle  sera  encore  très-petite,  et  il 
m  im,  à  plus  forte  raison,  de  toutes  les  autres. 
/. ...  seront  aussi  très-petits,  et  la  quantité  R 
>;n  .ihlement  moindre  que  chacune  des  quan- 
—  Donc  l'hypothèse  s*  =  c  conduirait  à  M 
mile,  que  le  second  membre  de  l'équation  (a) 
il.  Les  quantités  s,  s',  s",...  restant  doue  tou- 
'iLii-s  à  Vt*.  et,  par  conséquent,  Irès-pclïtes,  il 
iiiiuc  des  déplacements  A,  k,  /,...,  et  Yétftù- 
alla. 

.1  l'onction  y  (x,  y,  z,x' ,...)  est  un  minimum, 
siïro  des  raisonnements  analogues  pour  dénnm- 
ilité  de  l'équilibre,  et  il  faut  examiner  spécii- 
[Ue  cas  particulier. 
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CHAPITRE  XXIV. 

CALCUL  DE  L'EFFET  DES  MACHINES. 


127.  Les  machines  ne  sont  généralement  utiles  que  lors- 
qu'elles sont  en  mouvement,  et,  dans  ce  cas,  elles  ont  pour 
objet  de  surmonter  certaines  résistances  et  de  faire  mouvoir 
leurs  points  d'application  de  telle  sorte,  que  leurs  déplace- 
ments, estimés  suivant  la  direction  de  ces  forces  qu'il  faut 
vaincre,  soient  en  sens  contraire  de  leur  action;  on  donne 
&  ces  forces  le  nom  de  forces  résistantes.  Celles  que  Ton 
emploie  pour  produire  le  mouvement  se  nomment  forces 
mouvantes. 

Le  plus  ordinairement,  une  machine  n'est  susceptible  de 
prendre  que  deux  mouvements  différents,  opposés  l'un  à 
J'autre,  et  dans  lesquels  la  position  d'un  seul  point  déter- 
mine celle  de  tous  les  autres.  Une  seule  équation  suffit  donc 
pour  déterminer  la  loi  de  ce  mouvement,  dès  qu'on  connaît 
le  sens  dans  lequel  il  a  lieu  ;  et  la  plus  commode  à  employer 
est  celle  des  forces  vives.  Cette  équation  est 

(1)  j2mp>  —  {lmt>\=fl(Xdx  +  Ydy  +  Zdz), 

les  sommes  ï  du  premier  membre  s'étendant  à  tous  les 
points  du  système,  et  la  somme  £  du  second  se  rapportant 
A  toutes  les  forces,  soit  mouvantes,  soit  résistantes,  qui  y 
sont  appliquées.  L  intégrale  du  second  membre  est  prise 
entre  deux  limites  quelconques,  et  e<>  et  v  sont  les  vitesses 
du  point  dont  la  masse  est  /n,  relativement  à  ces  limites. 
Les  forces  dont  les  composantes  sont  X,  Y,  Z  se  parta- 
II.  •  14 


en  donc  classes»  Désignons  psr  1 
mouvantes,  cl  par  dp  le  déplu 
t  point  d'application,  estimée 
forée;  XPé(p  sera  ia  partie  de 

ans  forces  mourantes.  Soient  de  ai 

des  forces  résistantes,  et  dq  le  di 

peint  d'application  estimé  dans  le  s 

abstraction  faite  de  tout  signe;  la  part 

ans  forces  résistantes  sera  — £Qd^, 

(t)  penrra  se  mettre  soes  la  forme 

(a)  \*m*-\zm\  =fl*+  -/*Qd*. 

* 

198.  Tome  force  pent  «tre  rempkoée  farta*  petl 
pendn  par  «a  fil  dent  va  eatrétarisd  eera  fikée  ai 
d'application  de  la  force,  et  dont  la  direction,  à  pS 
ce  peint,  coïncidera  arec  cdk  de  cette  feree,  parfcl 

d'une  poulie  de  renvoi.  Si  Ton  fait  celle  substitutifl 
force  P,  lorsque  la  machine  se  déplacera  infiniaiea 
le  poids  égal  à  P  descendra  de  la  quantité  dp  qui  d 
la  projection  du  déplacement  de  l'extrémité  du  fil 
direction  de  ce  fil.  Si  Ton  agit  de  môme  pour  *ne 
conque  des  forces  Q,  tty  exprimera  la  quantité  doot 
vera  le  poids  égal  à  Q  pendant  que  le  poids  P  s'est  a 
de  dp. 

Ainsi,  en  supposant  d'abord  toutes  les  forces  cou* 
I1  équation  (a)  exprime  que  l'accroissement  de  la  demi* 
des  forces  vives  du  système  entre  deux  époques  quelea 
est  égale  à  la  somute  des  produits  des  premiers  pois1 
les  hauteurs  respectives  dont  ils  se  sont  abaissés,  moi 
Annuité  des  produits  des  seconds  poids  par  les  hauteurs 
ils  se  sont  élevés. 
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lis  désignerons,  avec  M.  Coriolis,  par  quantité  rie 
il  le  produit  d'un  poids  par  la  hauteur  dont  il  a  été 
ou  abaissé,  et,  généralement,  le  produit  d'une  force 
onque  par  la  projection  du  déplacement  dé  son  point 
lication  sur  la  direction  de  cette  force.  Si  la  force 
d'intensité,  ou  décompose  le  mouvement  eu  parties 
ment  petites;  les  quantités  de  travail  élémentaire* 
:ur  correspondent  dépendent  de  la  loi  cjue  suit  la  va- 
ii  de  la  force,  et  l'intégrale  qui  en  exprime  la  somme 
quautité  de  travail  relative  au  déplacement  du  point 
lication  de  cette  force- 
Ton  désigne  par  travail  moteur  celui  qui  se  rapporte 
orces  mouvantes,  et  par  travail  résistant  celui  qui  se 
irte  aux  forces  résistantes,  l'équation  (a)  exprime  que, 
i  le  système  passe  d'une  position  à  une  autre,  l'ac- 
iement  de  la  demi-somme  des  forces  vives  est  égal  à 
s  du  travail  moteur  sur  le  travail  résistant. 

).  Si  Ton  considère  la* machine  à  partir  de  l'instant 
le  était  en  repos,  on  a  v0  =  o,  et  l'équation  (2)   de- 

ond  membre  est  donc  toujours  positif,  et,  par  cotisé- 
;,  le  travail  moteur  surpasse  toujours  le  travail  résis- 
Ils  seront  égaux  lorsque  la  machine  reviendra  au  rc- 
ii  le  mouvement  de  la  machine  devient  uniforme,  ce 
st  ordinairement  le  plus  avantageux,  et  qu'on  ne  le 
1ère  qu'après  que  l'uniformité  est  établie,  le  premier 
ire  de  l'équation  (a)  est  nul,  et,  par  conséquent,  le 
d  l'est  aussi  :  d'où  Ton  conclut  que,  dans  un  i  Mer- 
de temps  quelconque,  le  travail  moteur  est  égal  au 
il  résistant.  Mais,  comme  ce  dernier  se  compose  du 
il  que  Ion  avait  en  vue  de  produire  et  qu'on  nommé 
wail  utile,  plus  le  travail  correspondant  aux  frotte- 

.4. 


JIIJ  LIVRE     II. 

j-ltiI  natnrcllet lient  en  deux  classes.  Désignons  par  P  l'une 
i|iii'l<<>[i<|ui-  dk's  forces  mouvantes,  et  par  dp  le  déplacement 
iiillnimrnt  petit  de  son  point  d'application,  estimé  dans  le 
sens  r|e  cette  force;  I.P tjp  sera  la  partie  de 

S(Xj*t-t-T<&'+Zdi] 

co  rrcs  ponds  il  le  aux  forces  mouvantes.  Soient  de  même  Q 
l'uni'  tiiielcnncraB  des  forces  résistantes,  et  dq  le  déplace- 
ment de  snn  point  d'application  estimé  dans  le  sens  de 
cette  f"t  ri.-  et  abstraction  faite  de  tout  signe;  la  partie  cor- 

respuiulnnle  aux  forces  résistantes  sera  — 2Q*/ç,  et  \'t- 
c|tiatinn  |i)  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

I^S,  Toute  force  peut  être  remplacée  par  un  poids  sus- 
pendu par  un  fil  dont  une  extrémité  sera  fixée  au  pwfii 
il' application  de  la  force,  et  dont  la  direction,  à  partir  de 
re  point,  i  mneidera  avec  celle  de  celte  force,  par  le  moten 
d'uni'  poulie  àe  renvoi.  Si  l'on  fait  cette  substitution  a  11 
i  machine  se  déplacera  infiniment  peu. 
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jNous  désignerons,  avec  M.  Coriolis,  par  quantité  de 
travail  le  produit  d'un  poids  par  la  hauteur  dont  il  a  été 
élevé  ou  abaissé,  et,  généralement,  le  produit  d'une  force 
quelconque  par  la  projection  du  déplacement  dé  son  point 
d'application  sur  la  direction  de  cette  force.  Si  la  force 
varie  d'intensité,  ou  décompose  le  mouvement  eu  parties 
infiniment  petites;  les  quantités  de  travail  élémentaires 
qui  leur  correspondent  dépendent  de  la  loi  ôjue  suit  la  va- 
riation de  la  force,  et  l'intégrale  qui  en  exprime  la  somme 
est  la  quautité  de  travail  relative  au  déplacement  du  point 
d'application  de  cette  force . 

Si  l'on  désigne  par  travail  moteur  celui  qui  se  rapporte 
aux  forces  mouvantes,  et  par  travail  résistant  celui  qui  se 
rapporte  aux  forces  résistantes,  l'équation  (a)  exprime  que, 
quand  le  système  passe  d'une  position  à  une  autre,  l'ac- 
croissement de  la  demi-somme  des  forces  vives  est  égal  à 
l'excès  du  travail  moteur  sur  le  travail  résistant. 

129.  Si  l'on  considère  la' machine  à  partir  de  l'instant 
où  elle  était  en  repos,  on  a  vQ  =  o,  et  l'équation  (a)  de- 
vient 

\lmv'=fll><lq-flQ<iq; 

le  second  membre  est  donc  toujours  positif,  et,  par  consé- 
quent, le  travail  moteur  surpasse  toujours  le  travail  résis- 
tant. Us  seront  égaux  lorsque  la  machine  reviendra  au  re- 
pos. Si  le  mouvement  de  la  machine  devient  uniforme,  ce 
qui  est  ordinairement  le  plus  avantageux,  et  qu'on  ne  le 
considère  qu'après  que  l'uniformité  est  établie,  le  premier 
membre  de  l'équation  (a)  est  nul,  et,  par  conséquent,  le 
second  l'est  aussi  :  d'où  l'on  conclut  que,  dans  un  inter- 
valle de  temps  quelconque,  le  travail  moteur  est  égal  au 
travail  résistant.  Mais,  comme  ce  dernier  se  compose  du 
travail  que  l'on  avait  en  vue  de  produire  et  qu'on  nommo 
le  travail  utile,  plus  le  travail  correspondant  aux  frotte- 

.4. 


Ii'  coin*  il  11  m-  j>.jninli\  Le  moyen  i|ii'<>ti  emploie  If  j.li 
ordinairement  ronsitlfl  fl  introduira  dans  le  système  utu- 
masse  risse/,  considérable,  n  laquelle  ou  donne  le  nom  fa 
rit/nnt,  et  dont  l'effet  est  de  diminuer  les  variations  de  «i- 
icsse  correspondantes  aur  variations  de  la  différence  enlrr 
le  travail  moteur  el  le  travail  résistant,  Pour  que  la  VCibal 
charge  moins  1rs  supports,  il  est  utile  qu'il  air  In  moindre 
masse  possible,  et  pour  cela  on  lui  donne  la  forme  d'une 
roue  dont  ta  masse  est  presque  loui  entière  à  la  circonfè* 
rence.  Si  l'on  désigne  par  w  sa  vitesse  angulaire,  la  soi 
des  forces  vives  de  ses  points  pourra  être  représentée 
fif.)*,  u  étant  une  constante  dont  il  sera  facile  de  détrrmii 
la  valeur,  de  quelque  manière  que  soit  répartie  la  masse 
volant.  Soir  2«iw'  la  somme  des  forces  vives  de  tuutrs  li 
autres  parties  de  la  machine,  et  désignons  par  w'  vl  v'  li 
valeurs  de  w  et  v  a  une  même  époque;  l'équation  (a)  poui 
se  mettre  sous  la  forme 


ratw 

■1U1 
ntnn 


/«)  +  £(«•— »"]=:/ïiP^-rQ»V}! 


...  i:„:.„  .1..., 
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CHAPITRE  XXV. 


PRINCIPE  DE  LA  MOINDRE  ACTION. 


133.  Ce  principe  n'a  lieu  que  dans,  les  systèmes  pour  les- 
quels l'équation  des  forces  vives  subsiste.  Il  consiste  en  ce 
que  si,  pour  chaque  point  du  système,  on  intègre  entre  deux 
époques  arbitraires  le  produit  de  sa  quantité  de  mouvement 
par  l'élément  de  la  courbe  qu'il  décrit,  la  somme  de  toutes 
ces  intégrales  est  un  minimum;  c'est-à-dire  qu'elle  est 
moindre  que  si,  par  de  nouvelles  liaisons,  on  assujettissait 
ces  points  à  suivre  de  nouvelles  courbes,  entre  les  deux 
mêmes  positions  extrêmes  que  Ton  considère^  et  sous  l'in- 
fluence des  mêmes  forces. 

Pour  le  démontrer,  il  faut  faire  voir  que.  la  variation  de 
cette  somme  est  nulle  quand  on  fait  varier  infiniment  peu 
les  points  de  ces  courbes  en  leur  laissait  les  mêmes  extré- 
mités; car  il  est  évident,  par  la  nature  de  cette  somme, 
qu'en  général  elle  ne  peut  avoir  une  valeur  maximum,  et 
que,  par  conséquent,  en  exceptant  des  cas  très-particuliers, 
«lie  aura  une  valeur  minimum. 

Or  on  a 

S  flmpds  =  flmS(vds)  =r  J  lm(St>.ds  -4-  vàels). 

Pour  calculée  la  première  partie,  remplaçons  ds  par  vdt, 
dt  se  rapportant  au  mouvement  qui  a  réellement  lieu;  nous 
aurons 

0  âv.ds=  pdt>de  =  ±<itS.v2, 

et,  par  suite, 

Im3v.<is  =  {dt2m8.v*. 


LIVUE    11. 

désignant  par  C  une  quantité  consume, 

-L'cond  membre  sera  la  même  pour  tous  In 
i'.  l'on  considère,  puisque  les  forces  resleni 
nie  on  prend  la  variation  des  deux  membres, 


lation  générale  du  inoilvement,  cette  der- 
i  est  égale  à 


Si  maintenant  on  intègre  les  deux  membres,  on  aura 

J  \dt  dt    J       dt      J 

mais,  aux  deux  limites  de  l'intégrale,  les  variations  Jx,  $yy 
dz  sont  nulles,  puisque  les  extrémités  des  courbes  décrites 
restent  les  mêmes  ;  donc  le  second  membre  est  nul,  et  Ton  a 

8flmvds  =  o, 

comme  il  fallait  le  démontrer. 
D'où  Ton  conclut  que  l'intégrale 

flmvds,      ou     fj.mv'dt 

est  un  minimum  dans  le  mouvement  du  système.  * 

134.  Si  les  points  ne  sont  soumis  à  l'action  d'aucune 
force,  on  a 

A  étant  constant. 
Donc 

t  et  tt  étant  les  valeurs  du  temps  aux  deux  limites  ;  et,  comme 
l'intégrale  est  un  minimum,  il  s'ensuit  qu'il  en  est  de  même 
de  t  —  f|,  et  que,  par  conséquent,  le  système  passe  d'une 
position  à  une  autre  dans  moins  de  temps  que  si  l'on  intro- 
duisait de  nouvelles  liaisons  quelconques. 

Si  Ton  considère  un  point  matériel  assujetti  à  rester  sur 
une  surface  fixe,  sans  être  soumis  à  l'action  d'aucune  force, 
ta  vitesse  est  constante;  et  le  temps  qu'il  met  à  passer  d'un 
point  à  un  autre  étant  un  minimum,  il  s'ensuit  que  la  lon- 
gueur de  la  ligne  parcourue  est  aussi  minimum,  comme 
pous  l'avons  déjà  démontré  d'une  autre  manière. 
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LIVRE  TROISIÈME. 

HYDROSTATIQUE. 


135.  On  désigne  sous  le  nom  de  fluide  un  assemblage  de 
joints  matériels  en  nombre  considérable,  situés  à  des  dis- 
tances assez  petites  les  uns  des  autres  pour  qu'on  puisse* 
sans  erreur  sensible,  regarder  comme  continue  la  matière 
qui  les  compose,  exdepté  dans  les  cas  où  Ton  considère  des. 
actions  qui  varient  sensiblement  d'une  molécule  à  l'autre 
On  suppose,  de  plus,  que  tous  ces  points  puissent  être  dé- 
placés par  le  moindre  effort,  et  entraînés  h  des  distances 
quelconques  les  uns  des  autres.  Cette  hypothèse  d'une  par- 
faite mobilité  n'est  pas  entièrement  exacte,  et  conduirait 
quelquefois  à  des  résultats  peu  conformes  à  l'expérience, 
quand  il  s'agira  du  mouvement  ;  mais,  dans  l'équilibre,  on 
peut  la  regarder  comme  exacte,  sans  qu'il  en  résulte  aucune 
erreur  sensible. 

(«es  fluides  se  divisent  en  liquides,  et  en  gaz  ou  fluides 
aérif ormes.  Les  premiers  sont  aussi  appelés  fluides  incom- 
pressibles, parce  que  Ton  a  cru  longtemps  qu'il  était  impos- 
sible de  diminuer  leur  volume  par  la  pression;  mais  on  a 
reconnu,  depuis,  qu'ils  étaient  réellement  compressibles,  à 
un  très- faible  degré. 

La  partie  de  la  Statique  qui  s'occupe  de  l'équilibre  des 
fluides  de  toute  espèce  se  nomme  Hydrostatique» 


clenti» 
h.  i . .. .-. 


nsipi  un  i  i  ■  1 1 1  «  ■■  I  '  ■ .  renfermé  "dans  un  vase  ouvert 
lt-  toutes  parts,  est  en  équilibre  sous  l'action  de 
conques,  il  exerce  une  pression  sur  les  parois  du 
arrêtent.  Cette  pression  peut  varier  d'un  point  à 
|hiiji  l,i  définir  avec  précision,  on  considère  une 
Uniment  pelîtede  la  paroi,  et  l'on  suppose  que 
ti  s'exerce  sur  elle  se  reproduise  avec  la  même 
t  (faus  la  même  direction  sur  tous  les  éléments 
ire  plane  égale  à  l'unité  :  la  force  résultante  est 
i  .ippi'lle  la  pression  du  liquide  au  point  de  la 
['on  considère.  Ou  voit  que  ce  n'est  autre  chose 
ii   ' ! i ■  rapport  delà  force  produite  sur   l'élément 

petit,  à  l'aire  de  cet  élément. 

regarder  comme  un  résultat  de  l'expérience,  ou 
conséquence  de  la  disposition  uniforme  des  mo- 
luiilt'  les  unes  autour  des  autres,  que  la  direction 
ir.n  est  toujours  perpendiculaire  à  l'élément  de 

lequel  elle  s'exerce;  et  comme  l'action  et  la 
m  li  m  jouis  égales,  il  existe  en  sens  contraire  une 
;:i!ij   dans   l'étendue   du    même  clément.   Ce  fait 
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quelconque,  elle  est  transmise  avec  la  même  intensité  sur 
toute  portion  équivalente  de  la  surface  des  parois  ;  de  sorte 
que  sur  deux  parties  inégales,  la  pression  est  en  raison 
directe  de  leurs  aires,  pourvu  que  ces  surfaces  soient  planes  ; 
dans  le  cas  de  surfaces  courbes,  il  n'en  serait  ainsi  que  pour 
des  portions  infiniment  petites. 

»  Ces  propositions  s'étendent  aux  pressions  intérieures 
aussi  bien  qu'à  celles  qui  s'exercent  sur  les  parois.  Car  l'é- 
quilibre ne  serait  pas  troublé,  et  les  efforts  resteraient  les 
mêmes,  si  l'on  supposait  que,  dans  une  partie  quelconque 
du  liquide,  tous  lès  points  fussent  liés  invariablement  et 
constituassent  un  corps  solide.  On  peut  donc,  en  un  point 
quelconque  de  l'intérieur  et  dans  une  direction  quelconque, 
supposer  une  paroi* solide*,  par  conséquent,  la  pression 
exercée  sur  un  élément  plan  de  cette  paroi  lui  sera  normale, 
quelle  qu'en  soit  la  cause.  De  plus,  si  cette  pression  pro- 
vient d'une  autre  pression  exercée  à  la  surface  du  fluide 
renfermé  dans  un  vase  plein,  elle  sera  égale  à  la  première 
pour  une  étendue  égale  en  surface.  On  conclut  de  là  que 
les  propositions  admises  pour  les  pressions  des  fluides  sur 
les  parois  des  vases  qui  les  renferment,  s'appliquent  aux 
pressions  exercées  dans  leur  intérieur  sur  toute  portion  de 
surface  que  Ton  y  voudra  considérer. 

Enfin,  on  déduira  facilement  de  là  qu'en  un  point  quel- 
conque d'un  fluide  en  équilibre,  la  pression  est  la  même, 
quelle  que  soit  la  direction  de  l'élément  de  surface  sur  lequel 
elle  s'exerce;  car,  si  Ton  conçoit  autour  d'un  quelconque 
de  ses  points  un  polyèdre  infiniment  petit  formé  par  le  li- 
quide, et  qu'on  le  regarde  d'abord  comme  solidifié,  il  est  en 
équilibre  sous' l'influence  des  pressions  exercées  à  sa  surface 
et  des  forces  qui  sollicitent  s&  points  intérieurs  proportion- 
nellement à  leurs  masses.  Ces  dernières  peilvcnt  être  con- 
sidérées comme  parallèles,  et  ont,  par  conséquent,  une  ré- 
sultante dont  l'intensité  sera  proportionnelle  à  la  masse  du 
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.■i^it  sur  la  masse  de  ce  polyèdre.  Si  Inâinte- 
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in liquide,  qui  devient  alors  comme  un  vise 
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i  dans  les  pressions  qu'elles  produisent.  Or, 
propriété  générale  des  fluides,  que  les  près- 

■  mis  sont  égales  pour  des  éléments  égaux  en 
que  soit  leur  direction;  et  comme   tous  «s 

i  tue  sont  de  plus  en  plus  près  de  passer  p»r 
léré  dans  le  liquide,  on  en  doit  conclure  que, 

la  direction  d'un  élément  plan,  passant  par 
■  nique  d'uu  fluide  eu  équilibre,  la  pression 

cl  rapportfoâ  l'unité  de  surface  L'st  toujours 
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directions;  elles  seront  assujetties  à  la  condition  que  le  vo- 
lume du  liquide  n'ait  pas  varié  par  ce  déplacement,  et  qu'il 
ne  se  soit  opéré  aucun  vide-,  d'où  résulte 

a&p  +  a'àp'  -i-fl"*//'-*-..  .  =  o, 
et,  par  suite, 

oip  àp-\-u'  pà  p'  -+-  n" pi p"  4- . .  .=  o, 

ce  qui  prouve  que  la  somme  des  moments  virtuels  des  forces 
est  égale  à  zéro. 

Equations  générales  de  l'équilibre  des  fluides. 

138.  Soient  X,  Y,  Z  les  composantes  de  la  force,  rap- 
portée à  l'unité  de  masse,  qui  agit  au  point  dont  les  coor- 
données sont  x,y,  z  ;  désignons  par  p  la  densité  dû  liquide, 
et  par  p  la  pression  en  ce  point,  rapportée  à  l'unité  de  sur- 
face ;  p  et  p  sont  des  fonctions  de  x,  j,  2,  que  Ton  se  pro- 
pose de  déterminer  quand  l'équilibre  est  établi. 

Si  au  point  dont  les  coordonnées  sont  x,  jr*>  z,  on  con- 
çoit un  parallélépipède  dont  les  arêtes  soient  parallèles  aux 
axes  et  respectivement  égales  aux  différentielles  <£r>  dy,  dz, 
sa  masse  dm  sera  égale  à  p  dxdydt^  et  sera  sollicitée  par  les 
trois  forces 

pXdrdy  dzy      pY  dxdydz,      p  Z  dx  dydz  ; 

ses  six  faces  serout  sollicitées  par  des  forces  parallèles  aux 
axes,  et  dirigées  vers  l'intérieur  de  son  volume.  Si  Ton  con- 
sidère d'abord  les  deux  faces  parallèles  au  plan  des  x  et  y, 
dont  l'un  passe  au  point  dont  les  coordonnées  sont  x,  7,  s, 
et  l'autre  au  point  qui  a  pour  coordonnées  x,  j%  z-±-dzy 
la  pression  exercée  sur  la  première  est  pdxdy  ;  et  sur  la 


-  Hxâj  lp+.-Ç-dx\ 


"--  ii.iiii  1,1  rféméfi  partielle  de  p  par  rapport  à  z.  Chacune 

d'elles  peu L  rire  regardée  comme  constante  dans  toute  IV - 
tt'iuliinlf  In  face  cnrrespondanlc,  sans  qu'il  en  résulte  d'er- 
rrtiï  'l.'uis  li'>  équations,  considérées  à  la  limite.  Les  deux 
titrées  aiijnptcHes  se  réduisent  les  aclions  exercées  respecti- 
vi'riii'tit  sur  ir-  deux  faces,  sont  donc  des  forces  directement 
upprisics.  rtiliis  se  composent  en  une  seule,   parallèle  i 


,* 


s  parallèles  n  l'axe  des  y  et    à  l'axe 

iliu>i:rit  aux  forces 
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el  les*  ajoutant,  il  vient 

(2)  dp  =  p(Xr/x  +  Y  dy  +  Zdz)  ; 

ce  qui  apprend  que  si  le  fluide  est  en  équilibre,  l'expression 

p(Xc/jj-h  Ydj  +  Zdz) 

est  la  différentielle  totale  d'une  fonction  de  xyy,  z\  et  que 
cette  fonction  donne  nécessairement  l'expression  de  la  pres- 
sion, à  une  constante  arbitraire  près. 

Désignons  cette  fonction  par  F  (.r,  y,  z) ,  l'équation  (a) 
donnera 

(3)  f  =  F(*,r,*)  +  Cf 

C  élaiit  une  constante  arbitraire  que  Ton  pourra  déterminer 
si  Ton  connaît  la  pression,  en  un  point  donné.  Si  le  fluide 
n'est  pas  renfermé  dans  un  vase  fermé  de  toutes  parts  et 
exactement  rempli,  il  sera  nécessaire  qu'à  la  partie  libre  de 
la  surface  il  y  ait  une  pression  extérieure  dont  la  valeur 
soit  donnée  par  l'équation  (3) ,  et  qui  soit  dirigée  en  chaque 
point  vers  l'intérieur  du  liquide. 

La  pression  en  un  point  n'étant  pas  produite  par  la  force 
extérieure,  agissant  dans  le  voisinage  de  ce  point  seulement, 
peut  être  nulle  aux  points  où  la  force  est  très  grande.  C'e*t 
ce  qui  a  lieu,  par  exemple,  à  la  surface  libre  d'un  liquide 
pesant^  dans  le  vide. 

139.  Surfaces  de  niveau.  —  Dans  un  fluide  en  équili- 
bre, on  appelle  surface  de  niveau  toute  surface  telle,  que 
la  résultante  des  forces  qui  agissent  sur  le  liquide  lui  soit 
normale  en  chacun  de  ses  points. 

Si  donc  on  désigne  par  dxy  dy,  dz  les  accroissements 
infiniment  petits  que  prennent  les  coordonnées  x,  y,  z 
d'un  point  quelconque  d'une  de  ces  surfaces  quand  on  passe 
II.  i5 


ililini 

(4) 


M  que. 

l'i-"p™ 
surfaits 

I.Y,,i, 


de  cette  même  surface,  ou  aura  la  i 


X  dx  -+-  Y  </j  -H-  Z  dt  =  o  ; 

îutiiin  différentielle  de  toutes  les  surfaces  de  ui- 
p  est  le  (acteur  propre  à  la  rendre  iutégrable. 
(.'■suite,  en  vertu  de  l'équation  {a),  que   pour  toui 
•.  d'une  même  surface  de  niveau,  on  a 

dP  =  o, 

ar  i ouséquent,  la  pression  y  est  constante.  Celte 
■remarquable  pourrait  serrir  de  définition  à  ce» 
ri   >  iMc  qui  est  exprimée  par  l'équation  (4)  en 

■  i  onséquenec  immédiate. 

liim  linie  des  surfaces  de  niveau  sera,  en  désignant 

■  rf nis tan W  arbitraire, 


ant  toujours  la  fonctio 


dont  la  difierenuell* 
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conséquent,  ou  ue  pourrai l  plus  dire  que  la  pression  serait 
constante  dans  toute  l'étendue  d'une  même  surface  de  ni- 
veau. Nous  ne  considérerons  pas  les  cas  exceptionnels  où 
ces  circonstances  se  rencontreraient. 

Si  la  surface  libre  du  liquide  est  soumise  à  une  pression 
constante  en  tous  ses  points,  elle  est  elle-même  une  surface 
de  niveau. 

Si  Xrfx  -f-  Y  dy  -h  Zdz  est  la  différentielle  totale  d'une 
fonction  cp  de  x,  y,  zy  comme  cela  a  lieu,  par  exemple, 
quand  les  forces  données  sont  dirigées  vers  des  centres  fixes 
et  ne  dépendent  que  de  la  distance  à  ces  centres,  l'équa- 
tion (a)  peut  se  mettre  sous  la  forme 

(5)  dp  =  pd<f. 

Le  premier  membre  de  cette  équation  est  la  différentielle 
d'une  fonction  des  variables  indépendantes  x%  jrf  z\  il  en 
est  de  même  de  d<f  :  donc,  pour  que  le  second  membre  soit 
identique  au  premier,  il  est  nécessaire  que  p  soit  une  fonc- 
tion de  (f  ;  mais  cette  fonction  peut  avoir  Une  forme  quel- 
conque. 

Ainsi  la  densilé  sera  constante  en  même  temps  que  <j>, 
c'est-à-dire  pour  tous  les  points  d'une  même  surface  de  ni- 
veau; et  ces  surfaces  partagent  le  fluide  en  couches  où  la 
pression  et  la  densité  ne  varient  pas. 

140.  Dans  le  cas  de  fluides  compressibles,  la  densilé 
.dépend  de  la  pression.  Soit  alors  p  =  /(^)t  l'équation  (5) 
devient 


dp 

J(P)  J  f(P) 


J  /{p 


La  constante  se  déterminera  par  la  valeur  donnée  de  la 
pression  en  un  point  connu;  ou  pourra  tirer  de  là  p,  et, 
par  suite,  p  en  fonction  de  9,  et  Ion  connaîtra  la  den- 

i5. 
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■n  |  .1.- .    qu'il 
Uariotte, 


urlace  quelconque  il 
'agisse  d'un    g»;  i 


/.  étant  dépendant  de  la  température,  que  nous  regarderai* 
d'abord  comme  constante.  L' équation  (5  )  donnera  par  mile 

p        k 

d'rm 


C  étant  une  constante  que  l'on  détciniinem  par  la  valeur 
de  p  correspondante  à  une  valeur  connue  de  -j. 

Lu  dernière  équation  peut  se  mettre  sous  la  forme 


HYDHOSTÀTIQUE.  a^9 

traction  de  son  mouvement  de  rotation,  la. force  appliquée 
aux  molécules  de  l'air  est  dirigée  vers  le  centre,  et,  par 
conséquent,  les  surfaces  de  niveau  seront  des  sphères  con-r 
cen triques  avec  la  terre.  L'équilibre  de  l'atmosphère  exi- 
gerait donc  que  la  température  fût  partout  la  même  à  égale 
distance  de  la  surface  de  la  terre,  ce  qui  ne  saurait  être  à 
cause  de  la  présence  du  soleil;  d'où  il  suit  que  cet  équilibre 
ne  saurait  avoir  lieu. 

141.  Au  lieu  de  considérer  un  liquide  en  équilibre,  à 
l'état  de  repos,  ou  animé  d'une  vitesse  commune  a  tous  ses 
points,  on  pourrait  supposer  qu'il  tourne  uniformément 
autour  d'un  axe  fixe,  el  chercher  les  conditions  pour  que 
tous  ses  points  ne  se  déplacent  pas  les  uns  par  rapport  aux 
autres.  Il  suffira  pour  cela,  d'après  le  principe  de  d'Alem- 
bert,  qu'il  y  ait  équilibre  en  chaque  point  entre  les  forces 
données  et  les  forces  égales  et  opposées  à  celles  qui  produi- 
raient sur  chaque  point  libre  le  mouvement  qu'il  a  réelle- 
ment, c'est-à-dire  aux  forces  centripètes. 

L'équilibre  a  donc  lieu  entre  les  forces  données  et  les 
forces  centrifuges  considérées  comme  appliquées. aux  mo- 
lécules elles-mêmes.  Si  la  vitesse  angulaire  est  désignée  par 
<o,  les  composantes  de  la  force  centrifuge  sçront  co*  x,  w\y, 
parallèlement  aux  axes  des  x  et  des  y,  et  la  troisième  sera 
nulle  si  l'on  prend  Taxe  de  rotation  pour  axe  des  z.  On 
aura  donc,  pour  déterminer  la  pression, 

(7)       dpz=  p(Xdr  +  Yef/-+-  Z  dz  -f-  w1  xdx  -4-  rffdy). 

Les  termes  introduits  par  la  force  centrifuge  devront  donc 
former  une  différentielle  exacte  conjointement  avec 

p(Xdx  +  Ydy  +Zdz). 

m 

Les  surfaces  de  niveau  auront  pour  équation  constante 
Xdx  4-  Ydy  +  Zdz-\-  w'  (xdx  -\-ydy  )  =  o,     ou     f  =r  c% 
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est  une  surface  de  niveau,  ei  son  équation  s'obtiendra  en 
donnant  à  c  une  valeur  particulière  convenable  dans  la 
dernière  équation,  Cette  valeur  s'obtiendra  en  calculant  le 
volume  du  liquide  terminé  à  la  surface  qu'elle  représente, 
et  égalant  le  résultat  i  ira*  A.  On  trouve  pour  son  expres- 
sion 


a»1 


z  étant  la  valeur  correspondante  au  point  où  la  parabole 
génératrice  rencontre  le  cylindre,  valeur  qui  est  égale  à 


a'»' 


c-f- 


On  aura  donc,  pour  déterminer  <;,  l'équation 
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L'équation  de  la  surface  qui  termine  le  liquide  est  donc 


Jr'-Kr* 


Il  reste  maintenant  à  déterminer  la  pression  en  un  point 
quelconque.  Or,  en  intégrant  la  valeur  de  dp,  on  trouve, 
en  désignant  par  c  une  constante  arbitraire, 


•>' 


et  Ton  déterminera  c1  en  exprimant  qu'à  la  surface  on  a 
p  =  P  j  on  trouve  ainsi 
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OU 

x'-H^H-  — — 2=cf 

c  désignant  une  constante  arbitraire. 

Les  surfaces  de  niveau  sont  donc  des  surfaces  du  second 
degré,  de  révolution  autour  de  l'axe  de  rotation. 

Elles  seront  des  ellipsoïdes  tant  qu'on  aura  a>*  <!/*• 

Elles  deviendront  des. plans  perpendiculaires  à  Taxe  lors-, 
que  Ton  aura  eo*  =  jx,  et  c'est  ce  que  Ton  peut  vérifier 
immédiatement. 

Enfin,  pour  les  vitesses  angulaires  plus  grandes  que  ^ji, 
c'est-à-dire  telles  que  Ton  ait  w*  ^>fx,  ou  a  des  hyperbo- 
Joïdes  à  deux  nappes  ou  à  une  nappe,  suivant  que  c  sera 
négatif  ou  positif. 

Dans  tous  les  cas,  la  valeur  de  la  constante  sera  déter- 
minée en  calculant  le  volume  de  liquide  compris  entre  la 
surface  du  vase  et  une  des  surfaces  de  niveau,  et  en  l'éga- 
lant au  volume  de  la  masse  donnée  du  liquide. 

Dans  le  cas  de  co*  >  fz,  la  grandeur  de  ce  volume  déter- 
mine non-seulement  la  valeur  absolue,  mais  encore  le  sigrie 
de  cette  Constante,  c'est-à-dire  fait  connaître  si  Thyperbo- 
loïde  est  à  une  ou  à  deux  nappes;  et  il  est  facile  de  s'en 
assurer  généralement. 

Pour  cela,  considérons  une  valeur  quelconque  de  a)  et 
prenons  pour  c  une  valeur  négative;  Thyperboloïde  sera 
à  deux  nappes,  et  la  surface  libre  du  liquide  sera  concave, 
sans  quoi  la  pression  n'y  serait  pas  dirigée  vers  Tinté- 
rieur.  Si  nous  faisons  décroître  la  valeur  de  c  jusqu'à  zéro, 
le  cône  asymptote  restera  le  même,  et,  la  surface  de  Thy- 
perboloïde  s'en  rapprochant  continuellement,  le  volume 
qui  s'y  termine  diminuera  et  tendra  à  se  réduire  à  celui  qui 
sera  terminé  au  cône.  Actuellement,  partons  d'une  valeur 
positive  de  c,  l'iiyperboloïde  sera  à  une  nappe,  et  la  sur- 


234  uviik  m. 

face  libre  du  liquide  sera  convexe;  de  sorte  que.  ai  nous 
faisons  diminuer  r,  le  volume  du  liquide  compris  dan*  le 
vase  ira  en  augmentant,  parce  que  la  surface  qui  le  ter- 
mine se  rapprochera  de  plus  en  plus  du  même  cône,  au- 
quel elle  sera  extérieure;  et  pour  c  =  o,  ce  volume  acquiert 
sa  plus  grande  valeur,  qui  est  précisément  la  même  qut 
la  plus  petite  pour  les  hyperboloïdes  a  deux  nappe*. 
D'où  il  suit  que,  parmi  tous  les  hyperboloïdes  des  dent 
espèces,  il  n'y  en  a  qu'un  seul,  et  il  y  en  n  toujours  un 
si  le  vase  est  indéfini,  qui  corresponde  à  une  masse  donnée 
de  liquide  et  à  une  vitesse  angulaire  donnée,  plus  grande 
que  fa 

Kijiiititire  d'une  masse  fluide dont  les  molécule*  s'attirent 
mutuellement  et  sont  animées  d'un  mouvement  de  rota- 
tion uniforme. 

lit.  Dans  lis  questions  précédentes,  la  force  qui  solli- 
cilait  chaque  molécule  était  Connue,  et  indépendante  de  la 
position  îles  autres;  mais  dans  le  cas  actuel  il  n'en  est  plus 
ainsi,   imisqu'une   molécule  mit!  connue  étant  attirée  nar 
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démontré  qu'un  ellipsoïde  dont  les  trois  axes  sont  inégaux 
peut  aussi  convenir;  mais  cette  discussion  nous  entraîne- 
rait trop  loin,  et  nous  nous  bornerons  au  cas  de  l'ellipsoïde 
de  révolution. 
Soit 

l'équation  d'un  ellipsoïde  de  révolution  autour  de  Taxe  des 
z,  et  aplati  aux  pôles;  les  trois  composantes  X»  Y,  Z  de 
l'attraction  de  la  masse  de  cet  ellipsoïde  sur  un  point  de  sa 
surface  ayant  pour  coordonnées  x,  y,  z,  auront  pour  ex- 
pressions 

X  =  ^^[A-(i-HA')arctangA], 
Y  = 


=  £^T  [a-(i+V)  arc  tangAj, 
=  i^î(M-V)(arctang\-A), 


*> 


p  désignant  la  densité  du  liquide.  Four  que  l'équilibre  ait 
lieu,  il  faut  que  la  résultante  de  ces  trois  forces  et  de  la 
force  ccntrifige  dont  les  composantes  sont  co'x,  w*^,  soit 
perpendiculaire  en  chaque  point  à  la  surface  de  l'ellipsoïde  \ 
ce  qui  donnera  entre  les  coordonnées  de  cette  surface  et  leurs 
différentielles  l'équation  suivante,  dans  laquelle  on  a  fait 


==  t  : 


4*p/ 

[>  —  ( i  -h  a* )  arc  tangA  -f-  2cV](x<£r  -h ydy) 
-h  2  (arc  tangA  —  \ )  (ï  -+-  A1) zdz  =  o. 

Mais,  d'après  l'équation  de  l'ellipsoïde,  on  doit  avoir  entre 
ces  mêmes  coordonnées  l'équation 

xdx  -\-ydy  -4-  (1  -+*  X') zdz  =  o . 


^^ 

2:i6 

LiT»r  m. 

La  valoir  de* 

'r  .lfïJBI  être  la  même  dans  ces  deux  «fu»- 

lions,  quel.  qu. 

'  s. lient  x,  i7'1  <£jc,  rfy,  on  aura  U  condition 

,„i,»„„.,qui,l 

'terminera  X, 

!-(,+ 

À-   Hrci»ngH-atV  =  afarcUnpl  —  V  i. 

Cetif  àpiavipn 

a   irois  racÎDes  nulles,  donl  on  oc  tiendra 

aucun  compte; 

cite  peut  se  mettre  sous  la  forme 

M 

(.lu,u.icJ.-.-.~ 

racines  replies  positives  déterminera  le  rop- 

pon  .1.,  rf,„> 

iNesdc  l'ellipse  génératrice,  et  leur  grandeur 

■c  il&ftiini  du 

volume  connu  du   liquide.  Ton!  se  réduit 

fluuc  i  In  rucli 

erche  du  nombre  cl  de  la  valeur  des  racines 

.l,,]',:,,,,,,,],,,,!, 

),  nui  aonl  égales  deux  à  deiiï  et  de  signe* 

ronlrairc-8.,  m.n 

is  dont  il  suffira  de  considérer  les  Talents 

jmsilives.  Ces 

racine*  sont  les  abscisses  des  points  de  ren- 

■ un'.ru  de  t'axfi 

des  ,r  et  de  \t  courbi-  donl  1  eiiiKitinn  e»t 

(a;) 

3j +•>#.*' 
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Si  cette  équation  a  avait  pas  déracines  réelles,  la  courbe 
s'éloignerait  toujours  de  Taxe  des  x,  et  l'équation  (i)  n'au- 
rait pas  non  plus  de  racines  réelles.  Ainsi,  on  reconnaît 
d'abord  que  Ton  doit  avoir 

5i —  i  <o,     ou     •<{> 

• 

car  sans  cela  une  valeur  positive  de  x*  ne  satisferait  pas  à 
l'équation  (3),  et  la  condition  de  réalité  des  valeurs  de  x* 
exigerait  même  que  Ton  eût  é<^7*  Mais  cela  ne  suffit  pas 
pour  que  l'équation  (i)  ait  des  racines  réelles;  il  est  néces- 
saire que  la  valeur  de  x  qui  donne  le  minimum  de  l'ordon- 
née positive^,  ou,  en  d'autres  termes,  la  plus  grande  racine 
positive  de  l'équation  (3)  étant  substituée  dans  (a),  dopne 
pour  j"  une  valeur  négative.  Car  alors  la  courbe  coupera 
une  première  fois  Taxe  des  x,  avaut  d'arriver  à  ce  point,  et 
le  recoupera  une  seconde  fois  au  delà,  puisque  l'ordonnée 
finit  par  être  positive  et  indéfiniment  croissante.  Si  le  mi- 
nimum dey  était  nul,  les  deux  racines  de  l'équation  (1) 
seraient  égales,  et  s'il  était  positif,  elles  n'existeraient  pas. 
On  voit  par  la  que,  pour  que  la  question  proposée  soit  pos- 
sible, il  faut  que  l'on  ait  l'équation  (3)  conjointement  avec 
l'inégalité j- <^  o  correspondante  à  la  plus  grande  racine  de 
cette  équation.  11  en  résulte,  par  l'élimination  de  e, 

arc  tangx  —  -—-1 — r-r-r r  j>  o .         • 

Le  premier  membre  de  cette  inégalité  est  nul  pour  x  =  o. 
Sa  dérivée  est  aussi  nulle  pour  cette  même  valeur,  puis  elle 
devient  négative  quand  x  croit  ;  elle  redevient  nulle  pour  la 

seule  valeur  x  =  yÏ3 ,  à  partir  de  laquelle  elle  reste  constam- 
ment positive.  Le  premier  membre  de  l'inégalité  commence 
donc  par  être  négatif,  devient  nul  pour  une  seule  valeur 

de  x  qui  est  plus  grande  que  y'iJ,   puis  reste  constamment 


Hî  nous  cherché  Ji-  combien  .  ri  tissait  U 
-Jiil  (l'une  l'aie  â  la  face  parallèle.    Mais  il 

il  ■  xislail  dans  le  lluide  des  c  loi  ions  qni 
i  i  iimmunicalîon  des  parties,  ces  raisonue- 
H* raient  plus,  ainsi  que  leurs  conséquences. 

lorsqu'il  existe  dans  un  lluide  des  cloisons 
m  [jusenlièrenu-ut  la  communication,  mais 


est  nécessaire  d  examiner  «  quel  point 
ment  établie  se  troute  elle-même  unodi- 


ic  la  pesanteur  est  la  seule  force  qui  agit  sur 
ivniis  vu  que  l 'accroissement  de  la  pression 
ut!  d'une  face  verticale  d'un  parallélépipède 
lele,  mais  en  supposant  que  ce  parallélépi- 
ilu  lluide  sans  interruption.  D'où  il  résulte 
nia  affirmer  que  la  pression  est  la  même  en 
ici  sur  un  même  plan  horizontal,  que  dans 
mina  passer  de  1  un  à  l'autre  par  l'intertnê- 
iiuu  interrompu,  et  eu  restant  dans  ce  meute 
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cédemment,  et  elles  ne  seront  assujetties  Tune  par  rapport  à 
l'autre  qu'à  la  condition  de  produire  une  même  pression  sur 
le  plan  horizontal  mené  par  le  point  le  plus  élevé  du  canal. 
Et  de  même,  les  parties  situées  en  dessous  du  canal  seront 
soumises  à  l'action  d'une  pression  égale,  k  leur  partie  supé- 
rieure, et  satisferont ,  indépendamment  Tune  de  l'autre, 
aux  conditions  générales  de  l'équilibre. 

Ces  considérations  s'appliquent  à  la  théorie  des  siphons, 
des  baromètres,  des  niveaux,  de  la  presse  hydraulique,  etc. 

148.  Pression  sur  les  parois.  —  Considérons  d'abord 
une  paroi  plane,  et  partageons-la  en  éléments  infiniment 
petits  rfi.  Désignons  par  z  la  distance  d'un  quelconque 
d'entre  eux  à  la  surface  extérieure  du  liquide,  que  nous 
supposerons  homogène.  La  pression  produite  par  le  liquide 
sur  l'élément  rfX,  indépendamment  de  la  pression  exté- 
rieure exercée  sur  la  surface,  sera  gp  zd\,  et  la  somme  de 
toutes  les  pressions  sera 

gpïzd\,     ou     gpAzl9 

A  désignant  Taire  de  la  paroi  cl  zx  la  distance  de  son  centre 
de  gravité  à  la  surface  du  liquide.  D'où  il  résulte  que  la 
pression  restera  la  même,  quelque  position  que  prenne  la 
paroi,  pourvu  que  son  centre  de  gravité  reste  fixe. 

Cette  pression  est  tout  à  fait  indépendante  de  la  forme 
du  vase,  et  l'on  peut  produire,  sur  le  fond  du  vase,  une 
pression  considérable  avec  un  poids  très-faible  de  liquide, 
pourvu  que  la  distance  à  la  surface  libre  soit  très-grande. 

Quant  au  point  d'application  de  la  résultantede  toutes 
les  pressions,  auquel  on  a  donné  le  nom  de  centre  de  pres- 
sion, on  le  calculerait  par  la  théorie  ordinaire  du  centre  des 
forces  parallèles.  Il  est  facile  de  voir  qu'il  est  situé  plus  bas 
que  le  centre  de  gravité  de  l'aire.  En  effet,  menons  par  ce 
dernier  une  horizontale  dans  le  plan  de  la  paroi  ;  elle  en 
partagera  Taire  en  deux  parties  dont  les  moments,  par  rap- 
II.  16 


34»  L1VBE     ill. 

port  à  ccu<:  Imn/uiilale,  seront  égaux.  Mais  les  pressio 
exercées  sur  la  partielle  la  surface  situer  au-dessous de  teiti 
ligue  donneraient,   par  rapport  à  «Ile,  un  moment  ] 
grand  i[tie  celles  qui  s'exercent  sur  la  partie  snpérienrv  ; 
en  concevant  la  surface  totale  partagée  en  éléments  êtpa- 
les  pressions  exercées  sur  chacun  de  cent  de  la  partie  ïnfc 
lieuie  seront  plus  grandes  que  les  pins  grande*  de  relle.iq 
ont  lieu  dans  la  partie  supérieure.  Or.  si  Ion  prronit  loi 
celles-ci  égales  à  la  plus  grande  d'entre  elles,  qui  s 
porte  aux  points  situés  sur  l'horizontale  menée  par  le  eenlr 
de  gravité,  et  toutes  le*  autres  égales  à  la  plus  petite  d'e 
elles,  qui  se  s  i 1  .porte  aux  points  situés  sur  cette  mentit  II 
rizonlale,  les  sommes  de  moments  seraicnlégales.  Dodo,  e 
les  prenant  tilles  qu'elles  sont,  la  somme  des  moments  ■ 
plus  grande  pour  celles  qui  se  rapportent  à  la  partie  il 
Heure;  donc  le  centre  des  forces  de  pression  exercée»  sur  h 
paroi  est  au-dessous  de  l'horizontale  menée  par  «ou  oeni 
de  gravité;  ee  qu'il  (allait  déni 

Pour  connaître  les  coordonnées  de  ce  point,  il  GuH  Mb> 
'  uler,  par  rapport  aux  trois  plans  coordonnés,  la  ■ 


HYDROSTATIQUE.  3if3 

port  aux  deux  autres  plans  de  projection, 

Zyzd\  =  ky* zx ,      Zxid\  =  kx'zx. 

Les  coordonnées  du  centre  de  pression  ont  donc  pour  va- 
leurs 

,       lxzd\  lyzdl         ,        Zz%d\ 

X    —  — j         Y  =  — 9         Z    =  — 

148.  Considérons,  en  particulier,  le  cas  d'un  trapèze 
dont  les  bases  sont  horizontales.  Il  est  facile  de  reconnaître 
que  le  centre  de  pression  est  situé  sur  la  ligne  qui  joint  les 
milieux  des  deux  bases  ;  de  sorte  qu'il  suffit  de  connaître  une 
des  trois  coordonnées  de  ce  point,  par  exemple  zf.  Pour 
cela,  partageons  le  trapèze  en  tranches  infiniment  petites 
comprises  entre  des  parallèles  aux  bases,  la  somme  2 -s*  <ïk 
pourra  s'obtenir  en  multipliant  la  surface  de  chacune  de 
ces  tranches  par  la  valeur  correspondante  de  *',  et  faisant 
la  somme  de  ces  produits  dans  toute  l'étendue  du  trapèze. 
Soient  a  la  base  supérieure  du  trapèze,  b  sa  base  infé- 
rieure, h  sa  hauteur,  u  la  distance  d'une  tranche  quel- 
conque à  la  base  supérieure,  c  la  distance  de  cette  base  au 
niveau  du  liquide,  et  y  l'angle  du  plan  du  trapèze  avec  le 
plan  horizontal.  L'aire  4*une  tranche  quelconque  aura  pour 
expression 

I  a  H t —  u  j  du, 

et  Ton  aura 

z  =  c  -h  u  sin  7. 

Il  faudra  donc  calculer 

f(c  -+-  u  s\n y)*  la  H — «  ]  du, 

et  diviser  le  résultat  par  AzM  ou  par 

h  [a  -h  h)  .  .      . 

— (c-h«,sin7); 

16. 


La  valeur  ilr  a'  dclcrmi ncra  In  position  du  t'cnlrc  6r 
pre-siou  Jans  le  Lrapèae,  plus  eonimodémcii l  que  s'  Rn  i- 
Incluant  les  calt-iils  indiqua,  «m  trouve 


_  h  f«-+-3*)« 


>*ï. 


?.h{<t->r  ai>  ;  sinv  -+- tie( 

n-i-*)    ' 

si  l'on    ,1  ,    =  h,   c'est-à-dire  sï   la   lin» 

niveau  ilu   liquide,  on  a 

a  supérieure  e»l  j 

"  =  —, r'  ■ 

Dans  re  eus.  le  centre  de  pression  est  indépendant  de  l'ïi 

eiinaison  de  l,i  paroi. 
Sï  en  même  temps  on  n 

d.iii-,  le  premier  cas,  1/=  -7-»  et,    dan: 
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sions  élémentaires  étant  connue,  ainsi  que  les  coordonnées 
de  son  point  d'application,  on  pourra  toujours,  par  les  mé- 
thodes ordinaires,  les  réduire  à  trois  forces  dirigées  suivant 
les  axes  de  coordonnées,  et  à  trois  couples  ayant  leurs  axes 
dans  ces  mêmes  directions .  On  verra  alors  si  la  condition 
nécessaire  pour  qu'il  y  ait  une  résultante  est  remplie,  et, 
dans  ce  cas,  on  la  déterminera  facilement.  Dans  le  cas  con- 
traire, le  système  des  forces  se  trouvera  réduit  à  une  force 
et  un  couple,  et  l'on  pourra,  si  l'on  veut,  le  réduire  à  deux 
forces  seulement. 

151.  Considérons,  en  particulier,  les  pressions  exercées 
sur  la  surface  d'un  corps  plongé,  soit  en  totalité,  soit  en 
partie,  dans  un  liquide  pesant  en  équilibre.  Dans  ce  cas,  il 
est  facile  de  démontrer  que  les  composantes  horizontales 
des  pressions  se  détruisent,  et  qu'il  ne  reste  que  les  compo- 
santes verticales,  qui  ont  toujours  une  résultante. 

En  effet,  considérons  la   portion  de  surface  comprise 

entre  deux  plans  horizontaux  infiniment  voisins,  et  occu~ 

pons-nous  d'abord  des  composantes  des  pressions  qu'elle 

supporte  parallèlement  à  Taxe  des  x.  Nous  pouvons  faire 

la  décomposition  de  la  surface  d'une  manière  quelconque*, 

et,  dans  ce  premier  cas,  nous  la  partagerons  en  éléments 

par  des  plans  parallèles  au  plan  des  x  et  z,  et  infiniment 

rapprochés;  ils  se  projetteront  deux   à  deux  suivant   le 

même  rectangle  dydz  sur  le  plan  des  y  et  z.  Or,  si  Ton 

désigne  par  p  la  pression  qui  correspond  à  la  distance  de 

la  tranche  à  la  surface  libre  du  liquide,  et  par  a,  S,  y  les 

angles  que  la  normale  en  un  point  quelconque  de  la  tranche 

fait  avec  les  axes  des  x,  des  y  et  des  z,  les  composantes  de  la 

pression  ptù  qui  s'exerce  sur  un  élément  w  de  cette  tranche 

seront 

/)«  rosa,     /?6>cos&,     pv  COS7, 

ou 

pdydz ,      par  di ,      pdxdy^ 


LiTiiE  in. 
c'est-à-dire  qu''-Ues  aOtit  respt*elivei»ent  égales  atls  j»r»- 

s  ions  que  -n  qim  i.  ra  létal  ail  même  pôîut  les  projection»  de 
l'élément  «  sur  (ni*  plans  parallèles  aux  plans  coordonnés 
Mais  pour  les  tiens  éléments  qui  ont  la  mCnn;  projet! ion 
liydz  sur  le  plan  des  y  et  z,  les  composante»  parallèle»  » 
l'axe  des  x,  avant  ainsi  dos  valeurs  égales  f'dyz.  •■<  Stflb 
des  directions  contraires,  sedoinneoni;  et  tous  le»  éléments 
•le  la  tranche  pouvant  être  considérés  ainsi  deux  à  dmt,  il 
s'ensuit  que  tomes  les  composantes  parallèles  à  l'axe  de»  x, 
des  pressions  qu'elle  supporte, se  détruisent  mutuelle  ment 
Il  en  serait  de  même  des  composantes  parallèles  à  l'axe  de*/ 
pour  lesquelles  on  ferait  la  décomposition  en  élêmciiu  qui  ** 
projetteraient  deux  à  deux  Suivant  l.i  même  sur  fa  ru  dxds; 
ut  il  résulte  de  là  qu'il  lie  resle  que  les  composantes  verti- 
cales des  pressions  supportées  par  la  tranche.  Il  n'y 
plus  qu'à  composer  ees  dernières  daus  toute  lYunolm  do 
surface  plongée. 

Concevons  cette  surface  décomposée  en  éléments  qi 
projettent  sur   te  plan  des  X    et  y  suivant  lea  reelan; 
flxiîy  ;  dans  ces  éléments,  certaines  parties  de  la  surface 
pourront  avoir  deux  à  deux  la  même  projection,  et  donne- 


uont* 
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portion  du  liquide,  en  sens  contraire  de  la  pesanteur.  Ce 
corps  est  sollicité,  en  outre,  par  son  poids  appliqué  en  son 
propre  centre  de  gravité  ;  de  sorte  qu'il  ne  sera  en  équilibre 
que  si  son  poids  est  égal  au  poids  du  liquide  qu'il  déplace, 
et  que  le  centre  de  gravité  de  ce  dernier  soit  sur  la  verticale 
menée  par  le  centre  de  gravité  du  corps. 

Ce  principe  d'hydrostatique,  qui  a  été  découvert  par  Àr- 
chimède,  et  qui  s'applique  également  aux  liquides  et  aux 
gaz,  s'énonce  ordinairement  en  disant  qu'un  corps  plongé 
dans  un  fluide  quelconque  en  équilibre,  perd  une  quantité 
de  son  poids  égale  au  poids  du  fluide  qu'il  déplace. 

152.  Dans  la  démonstration  que  nous  venons  d'en  don- 
ner, nous  avons  analysé  toutes  les  pressions  qui  ont  lieu 
sur  la  surface  du  corps  plongé;  mais  on  pourrait  6'en  dis- 
penser et  en  déterminer  directement  reflet  total.  En  effet, 
le  corps  éprouve  les  mêmes  pressions  qu'éprouvait  le  li- 
quide qu'il  déplace,  et  qu  on  pouvait  supposer  solidifié, 
sans  troubler  l'équilibre.  Or,  cette  portion  de  liquide  ne 
prenant  aucun  mouvement,  il  faut  que  les  pressions  qu'elle 
éprouve  détruisent  exactement  l'effet  de  la  pesanteur,  et, 
par  conséquent,  aient  pour  résultante  une  force  vertieale 
égale  à  son  poids  et  passant  par  son  centre  de  gravité.  Donc 
tout  corps  plongé  dans  un  fluide  se  trouve  soumis  à  l'ac- 
tion de  deux  forces  verticales  contraires  :  l'une  égale  a  son 
poids,  et  appliquée  à  son  centre  de  gravité;  l'autre  égale  au 
poids  du  liquide  déplacé,  et  passant  par  le  centre  de  gravité 
de  ce  liquide. 

Il  résulte  de  là  que,  pour  connaître  le  poids  d'un  corps,  il 
faut  le  peser  dans  le  vide.  Si  l'on  savait  combien  il  pèse 
dans  l'air  ou  dans  tout  autre  fluide,  il  faudrait  ajouter  a  ce 
poids  celui  d'un  volume  égal  de  ce  fluide,  pour  avoir  le  véri- 
table poids  du  corps. 

C'est  sur  les  principes  précédents  qu'est  fondée  la  théorie 
des  aréomètres  et  de  la  balance  hydrostatique. 
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Ih   l'équitibre  des  corps  flattants. 

133. 

Pour  qu'un  corps  solide,  en  partie  plonge  dans  on 

liquide 

,  soil   en  équilibre,   il   est  nécessaire,  comme  DOlu 

l'avons 

dit,  que  son  poids  soii  égal  à  celui  du  liquide  de- 

placé,  i 

!  qui'  son  centre  de  gravité  soit  sur  la  nième  verti- 

raie  qu 

e  celui  de  cette  portion  du  liquide.  Si  noua  suppo- 

sons  ce 

liquide  homogène,  ainsi  que  le  corps  qui  flotte  à  m 

surface 

,  le  centre  de  gravité  du  liquide  déplacé  coïncide 

avec  ce 

lui  de  la  partie  plongée  du  corps  solide.  Ainsi,  pour 

lié  terni 

iuer    les  positions  suivant  lesquelles  ce  corps   pont 

rester  i 

n  é'<j  ni  libre  â  la  sulfate  du  liquide,  il  faut  le  couper 

par  un 

plan  tel,  que  le  volume  de  l'une  des  parties  soit  au 

Vollllllt 

1  entier,  comme  la  densiié  du  corps  est  à  cette  du 

liquide 

,  ei  que  les  centres  de  gravité  de  celle  partie  et  du 

corps  c 

ulier  soient  sur  une  même  perpendiculaire  au  plan 

sécant. 

Il  Miliii  alors  de  placer  le  corps  de  manière  que  n: 

plan  ,, 

Dïiicide  avec  la  surface  du  liquide,  pour  que  l'éqnî- 

libre  a 

il  lie,, 

Pour  donner  un  exemple  dételle  détermina  (ion,  cotur> 
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Posons 

CF=/,     CD  =  x,     CJL=y, 

et  désignons  par  a,  6,  les  angles  ACF,  BCF. 

La  question  consiste  à  mener  la  droite  DE  {fi g.  8)  de 
telle  sorte  que  le  rapport  des  triangles  CDE,  CAB  soit  r, 
et  que  la  ligne  FI,  qui  est  parallèle  à  celle  qui  joindra  les 
centres  de  gravité  de  ces  triangles,  soit  perpendiculaire 
à  DE;  condition  qui  revient  «à  relie  de  l'égalité  des  lignes 
DF,  FE. 

Les  deux  équations  qui  doivent  déterminer  x  et  y  sont 
donc 

(  i  )  xy  =  rab ,     x-  —  ifx  cosa  =  y1  —  if  y  cos6, 

d'où,  en  éliminant  j', 

(2)  x* — afx*  cos a -h  2.  rab/x  cos% — r2<i2£5=o. 

Celle  équation  a  nécessairement  deux  racines  réelles,  Tune 
positive,  et  l'autre  négative  qui  ne  se  rapporte  pas  à  la  ques- 
tion. Si  les  deux  autres  racines  sont  réelles,  la  règle  des 
signes  de  Descartes  montre  qu'elles  sont  positives,  si  a  et  6 
sont  aigus;  il  peut  donc  y  avoir  au  plus  trois  positions 
d'équilibre,  pour  lesquelles  le  sommet  C  serait  immergé; 
et  cela  aura  lieu  si  les  trois  valeurs  réelles  de  x  sont 
plus  petites  que  a,  et  donnent  pour  y  des  valeurs  plus 
petites  que  b. 

Si  les  deux  sommets  A  et  B  étaient  plongés  dans  le  liquide, 
le  rapport  des  surfaces  BDEA  et  ABC  serait  r,  et,  par  con- 
séquent, celui  des  triangles  CDE,  ABC  serait  1  —  r;  d'ail- 
leurs, les  centres  de  gravité  de  ces  derniers  et  de  BDEA 
étant  en  ligne  droite,  il  est  clair  qu'il  suffit  de  changer  r 
en  1  —  rdans  les  équations  (1),  et  l'équation  <*n  x  relative 
au  nouveau  cas  sera 

x4  —  ifx*  casa  -1-2(1—  r)  abfx  coso  —  (1  —  r)':  a*b-  =  o. 


a5 

L1V1K 

m. 

1S4.  S 

le 

triangle  ABC  est 

isocèle,  on  a 

; 

'=. 

„      .■,»«  =  «■».= 

J-,  f**. 

le> 

équali 

ans 

(0  deviennent 

*> 

=  ™-,  «--y- 

-¥"- * 

-O. 

Oi 

i  a  d'abord 

pour  solution 

jr  =  J-  = 

•  VrT, 

et. 
il 

Slip|ll  i 

reste  à 

trou 

il  li-  facteur  x  — 
ver  les  solutions 

jr  dans  la  monde  njuauuu, 
de»  deux  suivantes 

''/  =  '■«'.     * 

a/1 

Le 

s  vileu 

rsd 

c  i-  eiy  «roui  iloui-  données,  e 

np-n»- 

va 

Ittepn 

■voi 

',  par  une  même  équation  du 

second 

degré. 
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(3 

1      «■- 

1Ù 

x  4-  ra>  =  o,     OU 

a* 

-'  J--+-™ 

'  —  a; 
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Si  l'on  a  r<  (  i  —  7—^  )  »  les  deux  racines  sont  réelles  et 

positives  -,  elles  donnent  donc  des  positions  d'équilibre,  si 
elles  sont  moindres  que  a, 

L'équation  relative  au  cas  où  les  deux  sommets  À,  B 
seraient  immergés,  s'obtiendra  en  changeant  r  en  1  —  r 
dans  la  précédente,  et  sera 

fia1— cy) 
(4)  x*-^ J*  +  (i-r)«»=of 

et  donnerait  lieu  à  une  discussion  analogue. 

Si  le  triangle  est  équi latéral,  on  a  c=a,  et  les  équa- 
tions (3)  et  (4)  deviennent 

x* x  -f-  ra'  =  o, 

1 

xJ x  -f-  (  1  —  r)  «  *  =  o. 

Les  racines  de  la  première  sont 

x  =  j-±J  ^9~~  l6r- 

Elles  seront  réelles  si  l'on  a  r  <  ~ ,  et  elles  seront  toutes 
les  deux  plus  petites  que  a,  si  Ton  a 


Vç)-i6r<i,     ou     r>j. 

H  y  aura  donc  trois  positions  d'équilibre  pour  lesquelles 
le  sommet  C  sera  immergé,  si  r  est  compris  entre  7  et 
7  +  ■—.  L'équation  relative  aux  deux  sommets  immergés  a 

pour  racines 

3a   .    a 


^,6r—  7; 


ses  racines  seront  réelles  si  l'on  a  r>  ~ ,  et  elles  seront 


plu*  jHiiics  <|Ui-  «,  si  l'on  a 

•  

V  ib>  —  7<>» 


'<|i 


il  v  mua  Jonc  trois  positions  d'équilibre  jw>ur  IcmjucII» 
ks  deux  sommets  A,  B  seront  immerges,  ai  t  est  cumpri» 
tu  In:*  j—  ,'-.  i't  ■j,  condition  qui  ne  peut  être  remplie  BU 
même  temps  que  celle  qui  se  rapporte  au  cas  pnéVcdenl. 

155.  Les  prismes  ou  cylindres  homogènes  peu  vint  l  aussi 
èlie  en  équilibre,  en  supposant  leurs  arêtes  vertical»,  et  il 
eu  serait  de  morne  si,  au  lieu  d'être  homogènes,  ils  cuietit 
composés  Je  touches  homogènes,  de  densité  variable. 
pendiculaires  aux  arêtes.  Dans  ce  cas,  les  centres  degrawu- 
du  liquide  déplacé  et  du  corps  solide  étant  néces-siiriaiirt 
sur  la  même  verticale,  il  sullirait  que  le  poids  du  prcui 
l'ùl  égal  à  celui  du  second  pour  que  l'équilibre  edl  lie 
au  lieu  d'un  cylindre,  ou  avait  un  solide  de  révolution,  ! 


I1" 


udil.li 


.uppoi 


a\e  vertical,  n'u 
plus  Je  difficulté;  il  suffirait  de  partager  1er 
I  m  perpendiculaire  «  son  axe,  de  telle  s 
Je  l'une  des  deux  parties  au  tout  fut  è 
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lion  stable,  il  tendra  à  revenir  à  la  première  jusqu'à  un 
certain  point,  passé  lequel  il  tendra  à  s'en  éloigner  pour  se 
rapprocher  de  la  seconde  position.  Il  existe  donc  une  posi- 
tion intermédiaire  telle  que,  quand  on  l'écarté  d'an  côté 
ou  de  l'autre,  il  tend  à  s'en  éloigner;  et,  par  conséquent, 
cette  position  est  celle  d'un  équilibre  instable.  Donc,  entre 
deux  positions  d'équilibre  stable,  il  y  en  a  une  d'équilibre 
instable,  et  réciproquement. 

157.  Avant  d'aller  plus  loin,  il  est  bon  d'observer  que  si 
un  corps  est  coupé  par  un  plan,  le  volume  situé  d'un  côté 
de  ce  plan  sera  équivalent  à  celui  qu'on  obtiendrait  en  le 
coupant  par  un  autre  plan  quelconque,  faisant  un  angle 
infiniment  petit  avec  le  premier,  pourvu  qu'il  passe  par 
le  centre  de  gravité  de  l'aire  de  la  première  section,  .c'est- 
à-dire,  pour  parler  plus  exactement,  que  la  différence  des 
deux  volumes  sera  infiniment  petite  par  rapport  au  volume 
compris  entre  ces  plans. 

En  effet,  en  négligeant  les  quantités  infiniment  petites 
par  rapport  à  ce  volume,  on  peut  regarder  la  surface  du 
corps  comme  remplacée,  dans  le  voisinage  de  la  section, 
par  une  surface  cylindrique  qui  lui  serait  perpendiculaire. 
Or  on  sait  qu'un  cylindre  tronqué  a  pour  mesure  le  produit 
d'une  de  ses  bases  par  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre 
de  gravité  de  la  seconde  sur  le  plan  de  la  première;  d'où  il 
résulte  que  toutes  les  sections  menées  par  ce  point,  qui  sera 
leur  centre  de  gravité,  donneront  des  cylindres  tronqués 
égaux  en  volume,  et,  par  conséquent,  que  les  volumes  com- 
pris entre  deux  sections  quelconques,  dont  l'un  s'ajoute  et 
l'autre  se  retranche  à  l'un  des  cylindres  tronqués  pour 
former  l'autre,  sont  équivalents. 

Ilest  évident  que  la  proposition  énoncée  et  sa  réciproque 
sont  des  conséquences  de  ce  théorème. 

158.  Cela  posé,  considérons  un  corps  en  équilibre  sur 


consiste  à  distinguer  ces  dcu: 
que  nous  allons  faire  au  raoyet 

SoienlLQM(yîs.9)la 
par  le  plan  hoi  boulai  qui  tern 
flottaison  ; 

ANBI  la  position  qu'a  ptis< 
ligne  de  flottaison  relative 

L'NM'I  la  section  faite  dan 
zontal  mené  par  le  centre  d 
nous  désignerons  par  b  \ 
G  le  centre  de  gravité  du 
O  celui  du  liquide  déplacé  pi 
V  le  volume  de  ce  liquide,  i 
du  corps; 

0  l'angle  de  GO  avec  la  vcrli 

Ç  la  distance  du  point  C  au 

pris  pour  plan  des  x  et  y  ;  GO 

p  la  densité  du  liquide,  et  M 

Les  forces  qui  sollicitent  le  c 

pressions  exercées  par  le  liquitl 

surface.  La  première  se  véduil 

saut  de  haut  en  bas  et  égale  au 

ou  gpV.  Les  autres  produisent 

éléments  de  la  partie  plmij 
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Les  composantes  X,  Y  sont  donc  nulles  pour  tous  les 
points*,  et  si  Ton  prend  Taxe  des  z  dans  le  sens  de  la  pe- 
santeur, on  aura  Z  =  g  pour  tous  les  éléments  du  corps,  et 
Z=  — g  pour  les  éléments  de  la  partie  plongée,  considérée 
comme  formée  du  liquide.  En  considérant  ainsi  Z,  le  prin- 
cipe des  forces  vives  donnera  l'équation 

(l)  lv'dmz=  ZZdmfZdz  +  Ç. 

Les  vitesses  étant  supposées  très-petites,  le  premier  membre 
m  est  une  quantité  très-petite  du  second  ordre,  et  dans  le  cal- 
cul du  second  membre,  on  n'aura  le  droit  de  négliger  que 
les  termes  qui  n'influeraient  sur  les  résultats  que  de  quan- 
tités d'un  ordre  supérieur  au  second. 

Considérons  d'abord  les  termes  du  second  membre  qui 
proviennent  du  poids  des  éléments  du  corps.  On  aura  alors 

fZdz=gz     et     2ZdntfZdz=z  'AgZzdm  =  2gM*,, 

zt  étant  le  z  du  centre  de  gravité  du  corps. 

Quant  à  la  partie  immergée,  nous  la  considérerons  d'abord 
comme  composée  de  la  partie  comprise  entre  les  sections 
horizontales  LQM,  L' NM',  et  du  volume  situé  au-dessous 
de  la  dernière.  Ce  dernier  volume  est  lui-même  égal  au 
volume  ÀDB  ou  Y,  augmenté  du  volume  INBM',  et  diminué 
deINL'À. 

La  valeur  de  Z  étant  actuellement  — g,  on  a 

fZdz=~g(z  —  z9), 

et  cette  intégrale  restera  constamment  égale  à  gz0  quand  z 
sera  négatif,  la  force  Z  devenant  alors  nulle.  En  reportant 
gz0  dans  la  constante  totale,  on  écrira  seulement 

fZdz=z  —  gi. 

Si  du  désigne  1  élément  de  volume,  on  aura 

(im=pd<$> 


avrf»/ZA3i 


agpf  tJm, 


plus  que  de  calculer,  pour  les  quatre  vo- 
irions d'indiquer,  fzd'it,  qui  esl  le  mo- 
irl  au  plan  XY,  du  volume  de  la  partie  plon- 
lilion  du  corps  à  une  époque  quelconque. 
.ni  étant  supposé  infiniment  petit,  les  di- 
qne  nous  avons  faites  dans  le  corps  peuvent 
îdérees  comme  équivalentes  à  b  :  et  la  por- 
■itlre  lesdeus  qui  sont  parallèles,  peut  èlre 
h'  cylindrique.    Ainsi,    pour  celte   première 


S--'- 


ADB,  on  aura 
/«/.  =  V(«, 


V»P. 
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expression  que  l'on  devra  intégrer  dans  toute  rétendue  de 
Faire  INB. 

•  Mais  on  trouverait  une  expression  semblable  pour  les 
éléments  du  volume  INLA,  à  l'exception  du  z  du  milieu  du 
prisme,  qui  serait  égal  à  £  —  t"0;  et  comme  les  termes 
provenant  de  ce  volume  doivent  être  changés  de  signe,  ils 
seraient  exprimés  par 

D'où  Ton  voit  qu'il  suffira  de  faire  la  somme  des  termes  de 
la  forme 

dans  toute  retendue  de  Taire  ANBI,  en  regardant  u  comme 
positif  dans  la  partie  INB,  et  comme  négatif  dans  l'autre. 
Mais  fud\  est  nul,  puisque  IN  contient  le  centre  de  gra- 

vite  de  l'aire  ANBIj  il  reste  donc  —  fu*dl.  Désignons  par 

• 
bh*  l'intégrale  fu*d  A,  qu'on  peut  appeler  le  moment  d'iner- 
tie de  Taire  ANBI  par  rapport  à  NI  ;  l'expression  précédente 

,     .      ,       bh*V 

deviendra  • 

2 

Réunissant  les  diverses  parties  de  f  zdv,  il  vient 
fzdt*  =  J  bÇ  -h  ;  bh*V  -+-  V«,—  Va  4-  ^^, 

et  Téquation  (i)  devient,  en  observant  que  M  =  \ p  et  com- 
prenant le  terme  igpV a  dans  la  constante, 

(a)  li>*dm  =  —  gpbÇr  —  gp(bh'  +  a\)Q7  +  c-J 

si  le  point  O  était  au-dessous  de  G,  il  faudrait,  comme  nous 
l'avons  fait  remarquer,  changer  a  en  — a. 

La  constante c  se  déterminera  par  l'état  initial;  et  si  les 
II.  17 
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l'état  d'équilibre. 

le  dérangement  rntttn 

toujours  infiniment  petit,  et  par  conséquent   l'r'quilihrr 

est  stable.  Mai 

s  si  le  centre  de 

gravité  du  corps  est  •*- 

dessus  de  celui 
dans  la  suivant 

du  liquide  déplaci 

,  l'équation  (a)  ae  change 

Xrtta 

=  -gfbt?  -  a>r(M'  — «tV)f  -t-  e. 

Or,  quoique  e 

-oit  infiniment  pet 

il,  ôelf  pourraient ceurr 

de  l'être  si  toi 

is  les  termes  qui 

renferment   leur»   CatfiÀ 
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Oscillations  d'un  corps  flottant. 

159.  Supposons  qu'un  corps  symétrique,  quant  à  sa  figure 
et  à  sa  densité,  par  rapport  à  un  plan  vertical,  soit  écarté 
infiniment  peu  de  la  position  où  il  est  en  équilibre  stable  à 
la  surface  d'un  liquide,  de  telle  sorte  que  son  plan  de  symé- 
trie soit  resté  vertical;  et  supposons,  en  outre,  que  toutes 
les  vitesses  initiales  soient  nulles. 

Il  est  d'abord  évident  que  tout  étant  symétrique,  tant  dans 
les  forces  que  dans  le  déplacement,  par  rapport  au  même 
plan  vertical,  ce  plan  restera  constamment  vertical;  et  la 
position  du  corps  sera  déterminée  à  chaque  instant,  si  Ton 
connaît  la  position  d'un  de  ses  points,  par  exemple  de  son 
centre  de  gravité,  et  la  direction  d'une  ligne  fixe  dans 
ce  corps,  par  exemple  celle  qui,  dans  l'état  d'équilibre, 
contenait  les  centres  de  gravité  du  corps  et  du  liquide 
déplacé. 

Nous  emploierons  les  mêmes  dénominations  que  dans  la 
question  précédente,  et  il  s7 agira  de  déterminer  9  et  £ 
(Jig.  10).  Lorsque  ces  quantités  seront  connues,  la  position 
du  centre  de  gravité  le  sera  aussi.  Car,  toutes  les  forces 
étant  verticales,  ce  point  se  meut  sur  la  verticale  passant 
par  sa  position  initiale;  on  pourra  donc  le  construire  dés 
qu'on  connaîtra  l'angle  0  et  la  distance  £  du  point  C  au 
niveau  du  liquide.  D'ailleurs  l'expression  de  son  ordonnée 
GF=*i  peut  facilement  s'obtenir.  Soient  GH=/,  CH=/>, 

on  aura 

zx  =  /  cos  0  —  /?  si  n  0  H-  Ç , 

ou,  en  négligeant  les  infiniment  petits  d'ordres  supérieurs 
au  premier, 

Le  problème  est  donc  entièrement  ramené  à  la  détermina- 
tion de  0  et  £. 

"7- 


4 
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Le  ccutic  de  gravité  (.1  se  mouvant  comme  si  toute  h 
masse  M  y  ciiit  réunie  et  que  tonte*  1rs  forces  y  fum-ni 
appliquées,  on  cri  déduira  f;ti  îlement  unr  première  équation 
entre!;  L't  Ç.  Kn  effet,  il  snBiia  de  supposer  en  G  don*  ferai 
verticales  .  l'une  égale  à  Mg.  i't  dirigée  dans  le  «en»  de  1» 
pesanteur;  1  .mire,  diiigée  en  sens  contraire  ri  égale  an 
poids  du  liquide  déplacé.  Or,  les  volumes  BCM',  ACL'êlaut 
équivalents,  le  volume  LOM  est  égal  i\'  +  o£,  et  son  poiii« 
est  go\  -t-êpéfi  et  comme  M=pV,  la  résuliantr  .!«■ 
tontes  lis  foires  sera  — gp^Ç-  O»  au,:i  doin 


--gf*C, 


-V«  = 


-*»- 


.\miis  obtiendrons  une  WcoÛAa  équation  en  considérant  k 
moincmcnt  de  rotation  Autour  du  centre  de  gravité,  sup- 
pose immobile. 

Le  poids  du  corps  élan i  déiruii,  puisque  le  ceutrr  degr» 
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les  points  du  volume  ADB  est  appliquée  en  O  et  égale  à 
gpV]  le  moment   résultant   sera   donc  gpV a  sinO,  ou 

S  paye. 

Si  maintenant  nous  décomposons  le  volume  M'CB 
comme  dans  la  question  précédente,  le  moment  du  prisme 
ayant  pour  base  d\  sera,  en  désignant  par  u  sa  distance  à 
la  perpendiculaire  au  plan  de  symétrie  menée  par  C, 

gpQud\  (/sinO-}-/?  cosO  -f-  u  cosO), 

ou  simplement 

gp$u(p  +  u)di, 

et  Ton  devra  faire  la  somme  des  expressions  semblables 
dans  toute  l'étendue  de  Taire  projetée  suivant  CB.     - 

Quant  au  volume  ACL',  il  faut  supposer  à  tous  ses  points 
des  forces  dirigées  dans  le  sens  même  de  la  pesanteur,  et  le 
moment  d'un  élément  d\  sera 

u'  désignant  les  distances  dirigées  en  sens  contraires  de  celles 
qui  sont  désignées  par  m.  Si  donc  on  intègre 

gpQu{p  +  u)d\ 

dans  toute  l'étendue  de  Taire  &,  en  regardant  u  comme  po- 
sitif à  droite  de  C,  et  comme  négatif  à  gauche,  on  aura  la 
somme  algébrique  des  moments  correspondants  aux  deux 
parties  M'CB,  ACL'.  On  trouve  ainsi 

gpQpfucTk  +  gpQfu'in. 

Or  fit  dl  est  nul,  puisque  le  centre  de  gravité  de  Taire  b 
est  sur  la  droite  projetée  en  C;  et  si  Ton  pose  encore 

la  dernière  expression  se  réduit  h 

gbpïh\ 


a6a 

Livnr  m. 

En  léuiiissan 

tous  les  moments,  ou  obtient 

g?bpt  +  gp{bh'  +  »V)<H 

et  l'on  devrai 

changera  en  — a  si  le  point  O  était  uu-di  - 

sous  de  G. 

Or,  d'aprè 

la  théorie  du  mouvement  autour  d'un  av 

lise,  celle  son 

me  de  moments  doit  Cire  égale  A 

AI/*  clanl  le 

moment  d'inertie  du  corps  par  rapport  à  1 

perpeodicuU 

de  gravité;  i> 

re  au  plan  do  symétrie,  menée  par  ion  centre 
i  aura  donc,  en  remplaçant  M  par  p  V, 

w        £t 

'  +  ^!+&<""+"v"=°- 

Les  équation 

(i)  et  (a)  renferment  la  solution  complétée) 

la  question  ; 
\iié  du  corps 

dans  le  cas  01 

lies  se  rapportent  au  cas  ou  le  centre  de  gra 
si  au-dessous  de  celui  du  liquide  déplacé  dam 
■qui libre.  Il  suffira  d'y  changer  le  signe  de  «» 
ces  deux  uoinls  seraient  placé»  d'une  manière 
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l'autre,  et  l'on  trouve 

«««(.y^-.*).  .«.«[jy/ÏS^-ZÎ  +  r]. 

Si  1  on  suppose,  pour  plus  de  simplicité,  que  les  vitesses 
initiales  soient  nulles,  on  aura 

_  =  o,      -  =  o, 

en  même  temps  que  t  =  o,  ce  qui  exige  que  Ton  ait 

a!  =  o ,     6'  =  o  ; 
et  les  valeurs  de  0  et  f  seront 


(3)      Ç  =  «co„y^,      .«««Jy/BW+nî, 

les  constantes  a,  6,  représentent  alors  les  valeurs  initiales 
de  £  et  0,  et  Ton  voit  que  0  et  £  resteront  constamment  très* 
petits,  puisqu'ils  seront  tout  au  plus  égaux  à  a  et  6. 

La  valeur  de  zi  étant  /  -h  £,  le  mouvement  du  centre  de 
gravité  G  sera  le  même  que  le  mouvement  vertical  du  point 
C.  Ces  mouvements,  ainsi  que  celui  de  la  droite  GO 
autour  du  point  G,  sont  les  mêmes  que  ceux  de  pendules 
simples. 

Si  le  point  G  est  au-dessous  de  O,  la  valeur  de  0  sera 


7\         y 


0  =  6  cos  t  1  /  ox~ y 


et  si  Ton  a 

Ma_  «V>o, 

0  restera  toujours  inférieur  à  6,  et  par  suite  très-pelil. 

Mais  si  Ion  avait  bh% —  aV  <^  o,  la  valeur  de  0  s'expri- 
merait par  des  exponentielles,   et  ne  resterait  plus  très- 


2&j  UI*E    m. 

■Milite  lorsque  (  croîtrait  indéfiniment.  La  condilioa 
stabilité  de  l'équilibre  est  donc  bhx —  «V>o  lorsque 
est  au-dessus  de  O.  C'est  celle  que  nous  avions  déjà  trwr 
plus  généralement. 

1GI.  Pour  intégrer  les  équations  générales  (i)  rt  ! 
<m  commencera  par  éliminer  — -  de  la  première,  « 
la  réduit  â 


</=;     bgiy±£) 


gP:&A'-^aY)n 


S  l'on  fait,  pour  abréger, 

f!b/' 

VA1 

les  deux  équations  à  intégrer  seront 

£  +  «+«-.. 

Multiplions  la  seconde  par  une  indéterminée  X,  et  i 
tons-la  à  la  première,  puis  posons 


il  en  résultera 


d'où     fo'+^Sjl-Zp 


—  +  {a-t-U)x  =  o, 


en  supposant  les  vitesses  initiales  nulles. 

Désignant  par  Xu  ).,  les  deux  racines  de  l'équatic 
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que  nous  supposerons  réelles,  et  telles  que  <x-\-\d  soit  po- 
sitif, sans  quoi  x  ne  resterait  pas  toujours  très-petit,  nous 
aurons 

f  Ç-+->,0  =  <:cos/^a4-Ai*, 

(4) 


d'où  Ton  déduira  facilement  les  valeurs  de  0  et  £  en  fonc- 
tion de  ty  et  des  constantes  c,  c',  qui  se  détermineront  par 
les  valeurs  initiales  de  £  et  0. 

162.  On  peut  remarquer  que  si,  à  partir  de  C,  on  porte 
sur  la  droite  AB  deux  longueurs  égales  à  Xlf  A„  d'un  côté 
ou  de  l'autre  suivant  les  signes  de  ces  quantités,  on  aura 
deux  points  dont  les  distances  au  niveau  du  liquide  seront 
exprimées  respectivement  par 

t+.),e    et    ç-hX,ej 

et,  d'après  les  valeurs  de  ces  deux  expressions  en  fonction 
de  £,  le  mouvement  vertical  de  chacun  de  ces  deux  points 
sera  le  même  que  celui  d'un  pendule  simple.  Cette  remar- 
que curieuse  a  été  faite,  je  crois,  par  M.  Cauchy. 

163.  L'équation  il?  -f-  (a  —  6)  A  —  Sp  =  o  aura  ses 
deux  racines  réelles  et  de  signes  contraires,  lorsque  G  sera 
au-dessous  de  O,  parce  que  6  et  d  seront  positifs.  Pour 
connaître  le  signe  de  a  -+-  XJ,  on  posera 

et  l'on  aura 

équation  dont  les  deux  racines  sont  positives,  de  sorte  que 
la  valeur  de  x  sera  de  la  forme  que  nous  avons  supposée,  et 
le  déplacement  restera  infiniment  petit. 


knK- 
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Si  (i  est  au-dessus  de  O  et  que  l'on  ail  £A*  —  «V  >e>, 
6  restera  positif  cl  les  deux  valeurs  de  X  .«ont  réelles  et  de 
signes  contraires  ;   on  trouve  encore  a  -t-  \3  ^>  o,  el  le 
placement  reste  toujours  infiniment  petit  comme  celi 
vail  être,  puisque  la  condition  de  stabilité  de  1  'équilibre 
remplie. 

Mais  si,  G  étant  au-dessus  de  O,  ou  a  W  — aV  <0|  S 
est  négatif,  et  l'une  des  valeurs  de  a+ W  cal  négative. 
Les  valeurs  de  0  et  £  renferment  alors  des  exponentielles 
et  ne  restent  plus  très-petites;  de  sorte  que  les  calcul» 
précédents  ne  s'y  appliquent  plus.  C'est,  en  effet,  le  cas 
où  nous  ai  ions  déjà  démontré  que  l'équilibre  est  instable. 

Uii.  Les  équations  (3),  relatives  au  cas  où  le  corps  est 
symétrique  par  rapport  h  deux  plans,  montrent  que  si  la 
valeur  initiale  de  £  est  nulle,  on  a  et  =  o,  el  que  par  consé- 
quent £  est  constamment  nul.  Alors  le  centre  de  gravité 
reste  immobile,  el  il  n'y  a  qu'un  mouvement  'le  rotation 
amour  d'un  a\e  passant  par  ce  point;  de  plus,  te  v  ni  tira* 
d'eau  déplacé  reste  constant,  puisque  le  point C  est  touj< 
à  la  surface  du  liquide. 


1  niante 
,ujoon 
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tical  est  dérangé  infiniment  peu  de  9a  position  d'équilibre, 
i]  est  sollicité  par  son  poids  et  par  la  pression  du  liquide, 
qui  se  réduit  a  une  force  verticale  passant  par  le  centre  de 
gravité  du  liquide  déplacé.  Or,  si  la  droite  GH  est  rencon- 
trée par  la  direction  de  cette  force  au-dessus  de  G,  le  corps 
tendra  à  reprendre  sa  première  position  ;  et  si  la  rencontre 
a  lieu  au-dessous,  il  tendra  à  s'écarter  de  sa  position  d'é- 
quilibre» D'où  l'on  concluait  que  l'équilibre  était  stable 
dans  le  premier  cas,  et  instable  dans  le  second.  Quant  à 
ce  point  de  rencontre  que  l'on  nommait  métacentre,  on 
le  déterminait  en  supposant  que  le  volume  de  liquide  dé- 
placé était  équivalent  à  celui  qui  se  rapportait  à  la  posi- 
tion d'équilibre,  ou  que  du  moins  on  pouvait  négliger 
son  accroissement  infiniment  petit,  sans  qu'il  en  résultât 
aucune  erreur  sur  la  limite  du  point  de  rencontre  des  deux 
droites. 

Cette  théorie  est  défectueuse,  parce  que  le  volume  infi- 
niment petit  que  Ton  négligeait,  bien  qu'il  no  déplace 
qu'infiniment  peu  le  centre  de  gravité  du  liquide,  fait 
cependant  varier  d'une  quantité  finie  la  position  du  point 
de  rencontre  des  deux  droites,  qui  font  entre  elles  un  angle 
infiniment  petit  (*).  11  faudrait  donc  suivre  les  différentes 
positions  de  ce  point  dans  le  mouvement  du  corps;  ce  qui 
ne  peut  se  faire  que  quand  le  problème  est  résolu,  et  que 
Ton  n'a  plus  besoin  de  savoir  si  les  écarts  restent  infini- 
ment petits.  Mais  ce  qu'il  est  bon  de  remarquer,  c'est  que 
lors  même  que  l'équilibre  est  stable,  le  point  de  rencontre 
en  question  se  trouve  tantôt  au-dessus  et  tantôt  au-dessous 
du  centre  de  gravité  du  corps,  excepté  dans  le  cas  particu- 
lier où  la  droite  GO  passe  par  le  centre  de  gravité  de  la 
section  à  fleur  d'eau.  Or,  il  est  clair  que,  si  l'on  avait  su 
cela,  on  aurait  renoncé  à  une  démonstration  qui  aurait 


(*)  Journal  de  l'École  Polytechnique,  xxive  cahier. 
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prouvé sus»i  bien  la  stabilité  que  l'instabilité  de l'équilfe. 
ISéaumoins  il  va  cria  de  remarquable,  que  le  poiutde  i'.j- 
contre  que  l'on  déterminait  dans  l'hypothèse  inexirte  ut 
-l'on  aurait  pu  considérer  le  volume  immergé  comme  cw 
riarn,  donne  la  véritable  condition  de  stabilité.  Le»  0 
du  déplacement  de  ce  point  sur  la  droite  GB  de  pin  a 
d'autre  de  G,  ne  peuvent  renverser  le  corps  que  quand  lt 
mêla  centre  est  au-dessous  de  G.  Mais  c'est  ce  qn'iiK 
pouvait  établir  que  par  une  analyse  semblable  à  «elle  A 
nous  avons  fait  usage. 

10o.  Application  à  l'ellipsoïde.  —  Commençons  pw 
ihercber  la  condition  de  stabilité  de  l'équilibre  d'uu  elltp- 
soide  homogène  Huilant  sur  un  liquide,  et  dérangé  înlim- 
meut  peu.  mais  d'une  manière  quelconque,  de  sa  posiuM 
d'équilibre.  Soient  A,  B,  C  (fi g.  it)  les  trois  demi-un 
de  l'ellipsoïde,  D  sa  densité,  G  le  centre  de  l'ellipsoidr. 
U  le  WDire  de  gravité  du  volume  immergé  JLM.A,  qui  xn 
nécessairement  au-dessous  de  G.  Supposons  que  l'axe  *«- 
in-.il  _\A  -."'lit  celui  dont  la  longueur  est  ai,  cl  que  l'i* 
ail  B]>C;  conservons,  du  reste,  toutes  les  dénomination 
précédentes. 

La  condition  de  stabilité  de  l'équilibre  est  ©A*>aV 
bh*  étant  le  moment  d'inertie  de  l'aire  de  la  section  LM 
par  rapport  à  la  droite  menée  par  son  centre,  qui  donne  le 
moment  minimum.  Cette  droite  est  le  plus  grand  des  deu 
axes  principaux  de  l'ellipse  ;  c'est  donc  celui  qui  est  paral- 
lèle à  l'axe  aB. 

Si  l'on  désigne  AB  par  x,  l'équation  qui  en  déterminer! 
la  valeur  sera 

(.)  i£i-  =  (3A  _.)«.. 

P 

F.lle  exprime  que  le  poids  de  l'ellipsoïde  est  égal  à  celui  du 


A 
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liquide  déplacé,  dont  le  volume  est 

Le  théorème  des  moments  fait  connaître  immédiatement  la 
valeur  de  a  V,  qui  est 

4a3  v  ' 

Les  demi-axes  de  la  section  LM  ont  pour  valeur 
B 


t^îAj  —  jr7       et       -  V2ÀX — j?'; 
A  A 

le  premier  est  parallèle  a  l'axe  a  B,  le  second  à  Taxe  iC  de 
l'ellipsoïde,  et  ce  dernier  est  le  plus  petit. 

Or,  le  moment  d'inertie  d'une  ellipse  ayant  pour  demi- 
axes  a,  6,  est,  par  rapport  à  la  direction  de  Taxe  6, 

1"' 

donc  le  moment  d'inertie  minimum  de  Taire  LM  sera 


trBC3 


et  la  condition  de  stabilité  est  que  cette  expression  soit  plus 

grande  que  a\  ;  ce  qui  donne,  en  supprimant  les  facteurs 

communs, 

C2>A\     on     C>A; 

mais  comme  on  a  déjà  R^>C,  la  condition  de  la  stabilité 
de  l'équilibre  se  réduit  à  ce  que  Taxe  vertical  de  l'ellipsoïde 
soit  le  plus  petit  des  trois. 

167.  Cela  posé,  déterminons  les  oscillations  de  l'ellip- 


cal,  et  que  Y 

Il  faudra  < 

On  recmwl 

racine  posili 

se  rapporte  à 


■.  bh*. 


nique  le  plan  des  axes  a  A,  aC  reste  vei 
il  A<C. 

neiicer  par  résoudre  l'équation  (  1 1. 
immédiatement  qu'elle  n'a  qu'une  s 
nuiprisc  entre  o  tl  aA,  et  c'est  celle  c 

(u  est  ion.  Celte  racine  étant  connue, 
aire  />  d€  la  section  1  M,  et  son   moni 

a  pour  valeur 


jtBC 


-f*A— *). 


équations  du  mouvement  de  l'ellipsoïde  seront  d>nu 

>li>  4A'D 

>l'_l         ,5gP(C'-A')faA.r 


i<ïDA'((?  +  A'J 

;  pai  liculier  on  l'on  aurait  p  =  iD,  il  en  r 
A.   cl  les  équations  du  mouvement  se  rnim 
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sons  la  température  constante  dans  toute  rétendue  du  cy- 
lindre, et  la  pesanteur  variable  en  raison  inverse  du  carré 
de  la  distance  au  centre  de  la  terre. 

L'expérience  a  montré  que,  lorsque  plusieurs  gaz  sont 
placés  dans  une  même  enceinte  et  qu'ils  sont  sans  action 
chimique  les  uns  sur  les  autres,  ils  ne  se  superposent  pas, 
par  ordre  de  densité,  comme  les  liquides  ;  mais  chacun  d'eux 
se  dispose  comme  s'il  était  absolument  seul  dans  l'enceinte, 
et  la  pression  et  la  densité  en  chaque  point  du  mélange 
sont  les  sommes  de  celles  que  Ton  observerait  dans  l'équi- 
libre de  chacun  de  ces  gaz,  considéré  isolément. 

Soient  p'  et  p'  la  pression  et  la  densité  de  l'un  des  gaz, 
pour  une  valeur  quelconque  de  x;  //*,  p'0  leurs  valeurs 
pour  z  =  o  ;  g  la.  pesanteur  à  la  surface  de  la  terre.  On 
aura  je/  =  // p',  V  étant  constant,  puisque  la  température 
est  la  même  en  tous  les  points,  et 

X  =  o,     Y=o,     «-__£_, 

et,  par  suite, 

^* 


('-+-*)' 


d'où,  en  remplaçant  p'  par  jp 

dp1  gr*       dz 

puis,  en  intégrant  à  partir  de  z  =  o,  et  réduisant 

»•  T"  == 77  '  ' 

p\  k'     r  +  z 

OU 


p'  =  p\e    *  '  +  ; 


•=#v 


«um.  Si  donc  on  Jéiigue  pnr  p  et  p  la 
qu  on  WMSf ferait  i  nie  hanlrnr  quetreoin 
Mélange  de  ees  divers  gts,  on  cura 

ît  as*  bon  de  remarquer  que  les  différents  gaz  ne  seroat 
|n»  mêlés  exactement  dans  les  mêmes  proportions  à  difle- 
i-tsntes  hauteurs;  car  les  quantités  p\  p/r, .  .  .  ne  sont  pas 
n»pectivemeut  dans  les  mêmes  rapports  que  p'©,©',.--' 
.1  moins  que  les  coefficients  V,  A77,. . .  ne  soient  égaux. ce 
ifui  n'a  pas  lieu  en  général.  Mais  ces  coefficients  étant  gé- 
Tftttralement  de  très-grands  nombres,  le  changement  de 
proportion  des  gaz  ne  se  ferait  sentir  qu'à  des  hauteur? 
<  tOTtùdérables. 

jfcnre  des  hauteurs  par  les  observations  barométriques. 

MM.  Supposons  l'atmosphère  en  équilibre,  et  concevons 

*U  entièrement  solidifiée,  à  l'exception  d'un  cylio- 

1  jutant  de  la  surface  de  la  terre  et  s'étendant 
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indéfiniment  au-dessus  ;  la  constitution  de  l'air  dans  son 
intérieur  restera  la  même  qu'auparavant,  et  il  suffira  de  la 
déterminer  pour  connaître  celle  qu'avait  d'abord  l'atmo* 
sphère.  Or,  si  nous  pouvons  calculer  la  pression  du  gaz 
dans  ce  cylindre  en  fonction  de  la  hauteur,  la  connaissance 
de  cette  pression  en  un  point  quelconque  conduira  à  celle 
de  la  hauteur  de  ce  point;  et  d'ailleurs  la  pression  pourra 
être  déterminée  au  moyen  du  baromètre,  etx  tenant  compte 
de  quelques  circonstances  accessoires.  Occupons-nous  donc 
de  chercher  la  formule  qui  lie  la  hauteur  à  la  pression  dans 
ce  cylindre  atmosphérique  en  équilibre. 

Supposons  que  la  pesanteur  varie  en  raison  inverse  du 
carré  de  la  distance  au  centre  de  la  terre,  et  ne  tenons  pas 
compte  du  changement  insensible  qu'opérerait  dans  cette 
loi  le  changement  de  la  force  centrifuge  dans  l'étendue 
verticale  où  sont  renfermés  les  points  que  nous  compare- 
rons* Soient  g  l'intensité  de  la  pesanteur  à  la  surface  de  la 
terre  au  lieu  que  Ton  considère,  r  la  distance  de  ce  point 
de  la  surface  au  centre  de  la  terre,  et  g1  sa  valeur  à  la  dis- 
tance r  -h  s  ;  on  aura 

•  =  -*£-• 

Soient  0  la  température  d'un  gaz,  a  le  coefficient  de  dilata- 
tion des  gaz  pour  une  élévation  de  température  de  1  degré 
centigrade,  et  k  un  coefficient  constant  pour  un  même  gaz; 
on  aura  l'équation  suivante  : 

p  =  A-p(i-+-aG). 

Cette  même  formule  est  évidemment  applicable  à  un  mé- 
lange de  plusieurs  gaz  ou  vapeurs  dans  des  proportions  in- 
variables, le  coefficient  k  ayant  une  certaine  valeur  moyenne 
entre  celles  qui  se  rapporteraient  à  chacun  d'eux.  C'est  celle 
que  nous  adopterons  pour  l'air,  parce  que  l'expérience  a 
IL  18 
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Le  coefficient  «  est  à  peu  près 
ainsi  que  pour  les  vapeurs  et  égi 
la  quantité  de  vapeur  contenue 
la  température,  et  que  la  vapeur 
l'air,  sous  une  même  pression 
température  s'élève,  la  densité 
peu  plus  rapidement  que  ne  lin 
dente.  On  aura  égard  à  celte  cire 
coefficient  a,  et  la  valeur  qu'on 
l'et  effet  est  u,oc<4- 

Ccla  posé,  il  faudra  faire,  di 
I  équilibre  des  iluîdcs. 


X  = 


nplacanl  p  par  sa  vale 
dp  gr. 


La  température  6  varie  suivant 

hauii'iir,  et  l'on  s'écartera  peu  d 
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deux  membres, 

i  D §H i    r 

•^  — X(i-+-«ô)(r-4-*)  ' 

C  désignant  une  constante  arbitraire  que  Ton  déterminera 
au  moyen  des  données  relatives  à  la  première  des  deux  sta- 
tions dont  on  demande  la  différence  de  hauteur. 

Soient  z0  et  p0  les  valeurs  de  s  et  de  p  à  la  première  sta- 
tion; on  aura 

et,  en  soustrayant  les  deux  équations  l'une  de  l'autre, 

p         *(i-f-«0)  (r -+.«,)"/■ -h  «" 

Si  l'on  désigne  par  Z  les  hauteurs  verticales  au-dessus  de 
la  première  station,  c'est-à-dire  si  Ton  pose  z  —  z9  sa  Z,  et 
qu'on  fasse  r-f  «0=R,  l'équation  précédente  devient 

m  ,    />*  _         Zri  z 

Soient  f0> *  les  températures  de  l'air  aux  deux  stations,  la 

valeur  de  9  sera ;  mais,  pour  ne  pas  compliquer  Té- 

qnation,  nous  continuerons  à  la  désigner  par  0.  Quant  au 
rapport  — »  il  peut  s'exprimer  au  moyen  des  hauteurs  ba- 
rométriques correspondantes  aux  pressions  p,  p^  pourvu 
qu'on  y  ramène  le  mercure  à  une  même  température,  et 
que,  de  plus,  on  ait  égard  à  la  variation  de  la  pesanteur  en 
passant  d'une  station  à  l'autre. 

En  effet,  eu  désignant  par  D  la  densité  du  mercure  à 
o  degré,  par  A0,  h  les  hauteurs  barométriques  correspon- 

18. 


d'où  l'on  conclut 


Substituant  dans  l'équation  (1) 
ri  ih  nies  népériens  par  les  logari 
par  le  module  M  dont  la  valeur  < 

170.  La  correction  qu'il  faut 
baromètre  est  très-facile.  Soient  '. 
mercure  aux  deux  stations,  lesq 
des  thermomètres  adaptés  au  ban 
leurs  indiquées  par  le  baromètre 

Le  mercure  se  dilatant  de  r^- 
pour  chaque  degré  du  thermomèl 
que  prend  sa  densité  aux  lempét 
elles  dans  le  rapport  de  i  +  ^tt- 
de  l'air  est  mesurée  par  le  poids  i 
ayant  l'unité  pour  base,  et  pour 
le  baromètre  vertical;  de  sorte  qi 
sion,  celte  hauteur  sera  en  raïsot 
mercure.  Donc,  entre  H„  et  li0, 
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on  aura  de  même 

H=s4(i  +  He)' 

d'où  Ton  tire 

T 
i 


A,_a  555o 

à  ~  H  *      .     T.   ' 

555o 


i-h 


ou,  en  négligeant  les  puissances  de  r=r->  supérieures  à  la 
première, 


A.  H. 


*    °KiirT) 

On  yoit  donc  qu'il  suffira  de  prendre  h*  =  H0  et  de  rem- 
placer h  par 

B('+w)-  • 

Nous  laisserons,  pour  plus  de  simplicité],  dans  la  for- 
mule (a),  les  quantités  h0  et  h  qui  sont  maintenant  déter- 
minées, d'après  les  observations  faites  aux  deux  stations. 

Il  y  a  encore  une  autre  correction  à  faire  à  la  formule  (a), 
et  qui  est  relative  à  la  latitude  du  lieu  de  l'observation. 

Nous  avons  désigné  par  g  la  pesanteur  considérée  à  Paris, 
et  sa  valeur  est 

£  =  9,80896. 

La  formule  (a)  ne  se  rapporterait  donc  qu'à  des  observa- 
tions faites  à  Paris.  Pour  qu'elle  soit  applicable  dans  tous 
les  lieux,  il  faut  substituer  à  g  l'expression  suivante  : 

I  —  0,002588  COS2  + 

ttt    •  m 

1  —  0,002588  cos  2  i|f t 
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-■■  désignant  la  latitude  du  lieu  de  l'observa lion,  et  <fy,  cdli 
de  Paris. 

En  faisant  celte  substitution  dans  l'équation  (s),  le  k- 
coud  membre  aura  un  coefficient  purement  numérique,  qui* 
l'on  peut  calculer  directement,  ou  déduire  de  l'équation 
même,  dans  laquelle  on  substituerait  à  Z  la  valeur  résultant 
de  mesures  tri^onoméiriques.  Ces  deux  procédés  donnent 
sensiblement  le  même  résultat;  si,  de  plus,  on  suppose qw 
la  première  station  ail  lieu  sensiblement  au  niveau  de  !■ 
mer,  auquel  cas  on  a 


la  formule  (2)  deviendra 

8S36m(n-*8) 


(3) 


2588 cosa^ 


['°Sj- 


m- 


171,   Pour  calculer  la  valeur  de  t,  on  commencera  [ 

substituer  à  0  et  fy  les  valeurs  données  par  les  observa tioi 
et  si,  pour  abréger,  on  fait 
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sti  tuera  zx  à  z  dans  le  second  membre,  el  l'on  aura 
^Afto,  £  +  .!«,(.+  £)](.  +  £). 

On  substituera  ensuite  cette  nouvelle  valeur  à  z,  dans  le 
second  membre  de  la  même  équation,  et  l'on  aura  encore 
une  autre  valeur  plus  approchée  pour  z.  On  pourrait  conti- 
nuer indéfiniment  ces  approximations  successives  ;  mais,  le 
plus  ordinairement,  on  pourra  s'arrêter  à  zt. 

Lorsque  -  est  très-petit,  on  peut  le  négliger  entièrement 

dans  la  formule  (3)  ;  mais  alors  il  est  nécessaire  d'augmen- 
ter un  peu  le  coefficient  i8336.  M.  Ramond  a  conclu  d'un 
grarid  nombre  d'observations  faites  dans  le  midi  de  la 
France,  qu'il  fallait  le  remplacer  par  i83g3;  comme  en 
même  temps  cosatf»  était  sensiblement  nul,  il  employait 
la  formule  très-simple 

z  =r  l8393(i  -+-aô)log-~. 
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HYDRODYNAMIQUE. 


172.  L'Hydrodynamique  a  pour  objet  le  mouvement  des 
fluides. 

Pour  se  faire  une  idée  exacte  du  problème  considéré  de 
la  manière  la  plus  générale,  il  faut  supposer  qu'à  un  instant 
déterminé,  que  Ton  prendra  par  exemple  pour  origine  des 
temps,  on  connaisse  la  position  de  toutes  les  molécules  qui 
composent  le  fluide,  et  les  vitesses  dont  elles  sont  animées; 
que,  de  plus,  on  donne  les  forces  extérieures  qui  agissent 
sur  tous  les  points  du  fluide,  les  pressions  et  les  autres  con- 
ditions relatives  à  ses  limites  dans  tous  les  sens.  Cela  posé, 
il  s'agit  de  déterminer  le  mouvement  de  chaque  molécule 
en  particulier,  c'est-à-dire  de  trouver  l'expression  de  ses 
trois  coordonnées  en  fonction  du  temps,  et  de  connaître, 
de  plus,  la  pression  et  la  densité  en  un  point  quelconque  et 
à  un  instant  quelconque. 

Les  coordonnées  .r,  j,  z  d'une  molécule  déterminée  sont 
des  fonctions  de  la  seule  variable  t.  Mais  ces  fonctions 
changent  d'une  molécule  à  l'autre  et  dépendent,  par  consé- 
quent, des  coordonnées  a,  4,  c  du  point  où  se  trouvait  la 
molécule  que  l'on  considère,  à  l'origine  du  mouvement.  On 
doit  donc  regarder  je,  j,  z  comme  des  fonctions  des  quatre 


a  LIVRE    XV. 

.  -  i^.i»r=>  îueociuanies  a«  6,  cm  t  :  et  *i  Ton  peut  Uwe 
'.rr~^-a  .enerale  -le  ces  trois  fonctions,  on  connikn 
:i:r!!icai  ■*  HDurement  de  telle  molécnle  que  l'ont* 
t.        lirrr  .e -a  rsositiou  initiale. 


~.    S    -t  jroàième  était   résolu,   et  que  Ton  court 

■-  .-v-    jat :ions  ie  z.  b.  cm  f.  on  en  pourrait  déduire  i 

*■     ?ai.Lr.3  ie  r.  ■'.  -.  r.    et,    par  conséquent,  tout 

:«.-■-. i     <j*   T.r-iuiie*  :n  dépendantes   <i.  i,  c.  /  peut  ètf? 

■  .:?^c:rp    'iminK  a  muni  m  des  <{uaLre  variables  indepei- 

^■■>  ;.  '    r.  :    A/.i&i-  ")ar  temple.  les  composante  & 

*    ue»Hf  i  un  point  ou  fmite.    —    — •  t'  nue  nous  re- 

ctr*zLi vront  respectif emra:  mr  /.  w\  tv.  étant  dépendante 
*  *-  *•  cm  r.  pourront  être  mipuriees  comme  dépendîmes 
it  -.  r.  r.  f  :  et  «."est  d'aillcc*  :m  -\uv  Ton  conçoit  à  priori: 
\  s  l'oo  considère  un  peina  fneiconqne  de  l'espacer 
par  le  deide.  et  dont  les  ci:  u  nia  nuées  x,  >%  *  rfsl»1 
emscaases.  les  quantités  m.  v.  «  rotatives  à  ce  point  chu- 
ter a:  ive»:  U?  temps,  et  sont,  par  ^:nfct*  nient,  des  foncti<ifc 
.e  r   D*  ai-m»?.  si  on  laisse   r.  r  -r.   7  constants  et  qui-c 
:  !.%*•*  iir'-fr  r.  r  e>t-a-dire.  si  au  :..tim    notant  onconsiôèw 
i*  i^3*r«r.i*  Donts  d'une  paralic-.-;   1    L  itl1  des  r.  w,  v.* 
■  ir'.errr::  •:-»:  :n.  :  elles  sont  donc  toz, ■■::•;  *  .ie  l.i  variable  in- 
ieo^iida^:!11  x.  et  ainsi  des  autres:  d";^i  i:  résulte  quoi*.  *v 
fer.:  i-:*  fondions  des  quatre  variable*  :  ->ie:>e ridantes  .t.  - 
r.  r.  On  en  dirait  autant  de  toute  font  lio.;  «ie  cz.  A,  c.  t. 

f  T-i.   1'  e?t  facile  de  voir  fjuc  le  problème  que  l'on  m 
j  p:-p-:-se  senit  résolu  51  1  on  pouvait  délerniinir  complète- 
ment j.  v.  *■*■  en  fonction  de  »r,j',  s,  t  :  car.  pourcomiaitr 
le  m-r-m ornent  dune  molécule  en  particulier,  il  suffirait^ 
.  ..ii^dêrer  1.  1.  r  lomme  des  fonctions  de/  seulement,  f 

■  le  po*er 

djc  tir  Hz 

Tt  =  ">     *="'•     rf*  =  ,,i 
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on  aurait  ainsi  trois  équations  différentielles  entre  x,  y, 
Zj  *,  après  que  Ton  aurait  remplacé  w,  v ,  i*>  par  leurs  va- 
leurs; en  les  intégrant,  on  connaîtrait  x,  y,  z  en  fonction 
de  t ,  et  Ton  déterminerait  les  trois  constantes  que  cette  in- 
tégration introduirait  en  exprimant  que,  pour  t  =  o,  x, 
y,  z  prennent  les  valeurs  des  coordonnées  initiales  de  la 
molécule  que  l'on  considère. 

175.  Équations  du  mouvement  des  fluides.  —  Soient 
JLdm,  Y  dm,  Zdm  les  composantes  de  la  force  appliquée 
a  la  molécule  dont  la  masse  est  dm  ;  t/,  y,  w  les  compo- 
santes de  sa  vitesse,  et  u',  e',  w*  les  dérivées  par  rapport 
à  f,  des  quantités  respectives  u,  y,  ip  considérées  comme 
relatives  au  mouvement  d'une  molécule  déterminée,  et,  par 
conséquent,  comme  des  fonctions  de  la  seule  variable  t. 

*r  *  ia  '    *  du     dv    dw 

Nous  ne  pouvons  représenter  ces  dérivées  par  —  >  — »  -y- 

parce  qu'on  les  confondrait  avec  les  dérivées  partielles  de  u, 
c,  iv  par  rapport  à  t.  Soient  enfin p  la  pression  et  p  la  den- 
sité, qui  peuvent  varier  avec  x9  y,  z,  t.  On  formera  d'a- 
bord trois  équations  du  mouvement  du  fluide,  au  moyen  du 
principe  de  d'Alembert,  en  observant  que  le  fluide  serait 
en  équilibre  si  une  molécule  quelconque  dm  était  sollicitée 
par  la  force  ayant  pour  composantes 

(X-«')rf/w,       (Y  —  S)dmy       (Z  —  »/)dmy 
d'où  résultent  les  trois  équations 

±  =  P(X-«<),     |  =  p(Y-0,      g  =  p(Z-"'). 

Pour  obtenir  les  expressions  de  u',  *>',  w',  il  faut  observer 
que  u,  *>,  w  doivent  être  difteren liées  en  regardant  x,  yy  z 
comme  les  fonctions  de  /  qui  se  rapportent  au  mouvement 
de  la  molécule  dm,  et  que,  par  conséquent,  les  accroisse- 
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ments  de  x,y,  z,  correspondants  à  l'accroissement  dt  du 

temps,  ont  pour  valeurs 

fie  =  udt,        dy  =  vdl,        de  =  tvdl. 
On  aura,  d'après  cela, 


'di 

zr+z 

tfy           di 

et 

les 

trois  équations 

précédentes  deviennent 

|iâe 

=  X- 

du           du          du 
dt            dx           djr 

(' 

=  Y 

d»            d 
~dt~U 

x       'dr       " 

1  i  dp 

it- 

dw 

-3-". 

v          dw 

;     " dr~ " 

Ces  trois  équations  ne  suffisent  pas  pour  la  dé  termina  bon 
des  cinq  fonctions  p,  p,  u,  v,  w.  Il  en  faut  deux  de  plot, 
à  moins  que  p  ne  soit  constant,  et,  dans  ce  cas,  il  n'en  ro- 
terait qu'une  à  trouver.  Nous  allons  voir  comment  on  peut 
trouver  ces  équations  d'après  la  condition  que  le  fluide  teste 
continu. 

176.  Concevons  que  l'espace  occupé  par  le  fluide  soit 
partagé  en  parallélépipèdes  infiniment  petits  dx,efy,dt. 
Après  le  temps  dt,  ils  doivent  se  trouver  encore  remplis 
par  le  fluide,  excepté  peut-être  ceux  qui  se  trouveraient  è 
la  surface  libre,  et,  par  conséquent,  l'accroissement  de  la 
densité  dans  chacun  d'eux  sera  égal  à  l'accroissement  de  I» 
niasse  qui  y  était  renfermée,  divisée  par  le  volume.  Pour 
exprimer  celte  condition,  il  faut  chercher  l'excès  de  h 
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masse  de  fluide  qui  est  entrée  dans  un  quelconque  d'entre 
eux,  sur  la  masse  qui  en  est  sortie  pendant  le  temps  dt. 

Soient  #,  y,  z  [fîg.  12)  les  coordonnées  du  sommet  M 
de  ce  parallélépipède  \  x  H-  dx}  y  4-  djr,  z-hdz  celles  du 
sommet  opposé  S;  u,  v,  w  les  composantes  de  la  vitesse 
du  point  situé  en  M  après  le  temps  t}  et  p  la  densité  en  ce 
point  au  même  instant. . 

La  direction  de  la  vitesse  variant  d'une  manière  conti- 
nue, s'il  entre  du  fluide  par  une  face,  il  en  sortira  par  la 
face  opposée,  et  si  Ton  calcule  l'excès  de  la  masse  de  la  pre- 
mière quantité  sur  la  seconde  pour  les  trois  couples  de  faces 
parallèles,  leur  somme  sera  l'accroissement  de  la  masse 
renfermée  dans  le  parallélépipède. 

Considérons  d'abord  la  face  MPQR  et  sa  parallèle.  Si  p 
et  u  étaient  constants  dans  l'étendue  de  chacune  d'elles,  la 
masse  introduite  par  la  première  serait 

pudjrdzdt, 

la  masse  sortie  par  la  seconde  serait 


[ 


pu  -h  -^^  dx    dydzdt, 


et  l'excès  aurait  pour  expression 

—  ^p^-  dxdydzdt. 

Or,  on  peut  admettre  qu'il  en  est  ainsi  ;  car,  si  Ton  consi- 
dère deux  points  T,  Y  pris  respectivement  dans  les  deux 
faces  et  situés  sur  une  parallèle  à  Taxe  des  #,  la  différence 
des  valeurs  de  p  a  en  ces  deux  points  ne  surpasse  la  diffé- 
rence des  valeurs  de  pu  aux  points  M  et  N,  que  d'une 
quantité  infiniment  petite  par  rapport  à  elle-même,  puis- 
qu'il suffirait  de  remplacer  dans  cette  dernière  les  coordon- 
nées de  M  par  celles  de  T,  pour  obtenir  les  expressions  de 
la  première. 
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De  même,  l'excès  ta  la  uuatililc  Je  masse  entrée  pat  \& 
deux  faces  dxih,  lixiîy  sur  celle  qui  est  sortie  par  le*  fit» 
parallèles,  est  exprimé  respecù veinent  par 

Divisant  la  somme  des  trois  excès  par  le  volume  djctii  d;, 
ou  connaîtra  l' accroissement  de  la  densité  du  liquide  con- 
tenu dans  le  parallélépipède,  ou  de  la  densité  au  point  Joui 
les  coordonnées  sont  x,  y,  s.  Ce  sera  donc  la  (liQércniidlr 
partielle  de  la  densité  par  rapport  au  temps,  et  l'on  aun. 
par  conséquent,  l'équation 

I    I  il  -i_  rf  r"    ,  .    liPJl'  _  „ 

W*  ill  dx  dz 

Examinons  maintenant  de  die  manière  elle  doilètR 
interprétée  dans  les  différent!  que  peuvent  présenter  le» 
fluides. 

177.  S'il  s'agit  d'un  liquide,  c'est-à-dire  d'un  fluide  in- 
compressible, et  que  sa  densité  soit  la  même  en  tous  la 
points,  el  indépendante  du  temps,  l'équation  (2)  se  ré- 
duit à 

,_,  du         dv         da> 

Dans  ce  cas,  il  n'y  a  que  quatre  fonctions  inconnues  p,  a, 
c,  ic ,  puisque  p  est  donné.  Les  équation»  (1)  et(3)  suffisent 
donc  pour  leur  détermination. 

178.  Si  l'on  considère  maintenant  un  liquide  hétéro- 
gène, la  densité  de  chaque  molécule  est  invariable;  maùp 
n'en  est  pas  moins  une  fonction  de  x,  y,  z,  t.  Pour  expri- 
mer que  cette  fonction  reste  constante  pour  une  même  mo- 
lécule, il  faut  chercher  sa  différentielle  totale  en  exprimant 
que  rfx,  dy ,  dz  ont  les  valeurs  correspondantes  au  mon- 
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vement  de  celte  molécule,  et  l'égaler  à  zéro.  On  obtient 


ainsi 


ce  qui  réduit  l'équation  (2)  a 

, ,. .  du       rit»        dw 

(5)  s  +  * -»- *  =  °- 

Dans  ce  cas,  il  y  a  cinq  fonctions  à  déterminer,  savoir,  />, 
p,  m,  i>,  iv,  et  un  môme  nombre  d'équations  (1),  (4),  (5). 

179.  S'il  s'agit  d'un  fluide  compressible  dont  la  tempé- 
rature est  constante,  on  a  entre  p  et  p  la  relation 

qui,  jointe  aux  relations  (1)  et  (2),  détermine  les  cinq 
fonctions  inconnues. 

i 80.  Conditions  relatives  à  la  surface.  —  Les  équations 
que  nous  avons  obtenues  jusqu'ici  s'appliquent  à  tous  les 
point  de  l'intérieur  du  fluide;  et  s'il  est  indéfini,  il  ne  reste 
à  y  joindre  que  les  conditions  relatives  à  l'état  initial.  Mais 
si  le  fluide  est  terminé,  il  existe  des  équations  particulières 
pour  les  points  qui  se  trouvent  à  sa  surface.  On  suppose 
ordinairement  que  les  points  qui  étaient  d'abord  en  contact 
avec  une  paroi  mobile  ou  immobile  y  restent  indéfiniment, 
et  que  les  points  qui  appartenaient  primitivement  à  la  sur- 
face libre  ne  cessent  jamais  d'en  faire  partie.  Ces  hypo- 
thèses restreignent  les  déplacements*,  et,  malgré  cela,  il  est 
encore  bien  peu  de  cas  où  les  calculs  puissent  s'effectuer 
complètement. 

Soit  F  (x,  r?  zi  t)  =0  l'équation  d'une  surface  sur 
laquelle  un  point  du  fluide  doit  constamment  se  trouver. 
Supposons  que,  pour  une  certaine  valeur  de  f,  ses  coordon- 


nées  y  satisfassent,  et  que  l  croisse  fie  dt 
croîtront  dt 


udi,      edt, 


wdt. 


et  ces  accroissements  devront  satisfaire  à  f 'équation  dillt- 
rciilielle  de  la  surface,  quand  on  les  substitue  à  dx,  dy,  H:, 
ce  qui  donne  la  condition 


dV 


;  +  «^ 


dY 


dV 


</F 


df  _ 

disparaît. 

MI  pendant  tonte  la  duré 
îi  se  trouvaient  prinuthe- 
it  il  s'agit;  et  il  en  esisten 
1 1 ici  de  la  surface  qui  « 

ibre  sont  soumis  à  l'aedc* 
irdinaircment  la  mémen 

p  avec  le  temps.  Si  on  li 

îrface  sera 


Si  la  paroi  est  fixe,  le  terme 

Cette  équation  devra  a' 
du  mouvement  pour  les  nt 
ment  en  contact  avec  la 
de  semblables  pour  toutes 
sont  pas  libres. 

181.  Les  poinu  il 
d'une  pression  connue,  qui  est  or 
tous  ces  points,  mais  qui  peut  vari 
désigne  par  P,  l'équation  de  celle 

,,-P  =  o, 

d'où  l'on  conclut  la  condition  suivante,  pour  les  points  qui 
s'y  trouvent: 

dt~*~     dx         dy  ~*~     d*         dt' 

Ces  différentes  équations  relatives  aux  limites  du  fluide, 
concourent,  avec  l'état  initiât,  à  la  détermination  des  fonc- 
tions arbitraires  introduites  par  l'intégration  des  équation 
différentielles  partielles. 

182.  Lorsque  «,  v.  w  sont  les  dérivées  partielles  par  rap- 
port à  x,  y,  z  d'une  fonction  y  de  x,  y,  z,  t ,  on  peut  ré- 
duire les  équations  (i)  à   nue  seule,  et  la    solution  de  !> 
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question  est  ramenée  à  la  détermination  de  y,  puisqu'on  en 
déduira  u,  e,  w  par  des  différcntiations. 

En  ne  considérant  que  les  variables  x>  j ,  z  dans  ç,  on 
aura,  d'après  l'hypothèse, 

udx  -H  vdy  -h  «»</z  =  dy. 

Supposons,  de  plus,  que  X,  Y,  Z  soient  les  dérivées  par- 
tielles d'une  fonction  Y,  de  sorte  que  Ton  ait 

Xdx  -f-  Xdy  -f-  Zdz  =  dV. 
Cela  posé,  les  équations  (1)  peuvent  s'écrire  ainsi  : 

l  dp        dV         d'y         dy   d'y         dy    d'y         dy    d'y 
p  dx       dx        dxdt        dx   dx1         dy  dxdy       dz  dxdz 

1  dp         dV         d'y         dy     d'y         dy    diy  dy    d'y 

p  dy       dy        dydt       dx  dxdy       dy    dy2         dz  dydz 

I   dp         dS  d'y  dy     d'y         dy     d'y         dy  d'y 

p  dz         dz        dz  de       dx  dx  dz       dy  dy  dz       dz    dz1  ' 

Si  l'on  multiplie  respectivement  ces  équations  par  dx,  dy, 
dz,  et  qu'on  les  ajoute,  on  obtient 

«•>  *-"-<3-M@)>(3H2)']' 

toutes  les  différentielles  étant  prises  par  rapport  à  x,  y,  z, 
en  considérant  t  comme  constant. 

Les  deux  membres  de  cette  équation  pourront  s'intégrer 
par  rapport  à  x%yy  z  toutes  les  fois  que  p  sera  une  fonction 
connue  de  p,  ou  aura  une  valeur  constante. 

183.  Dans  ce  dernier  cas,  qui  est  celui  d'un  liquide  ho- 
mogène, on  obtient 

?-»-2-K(2)'+(2M2)']' 

11.  19 
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il  I        rail  ajouter  une   fonction  arbitraire  du   II 
seconu  membre,  mais  ou  peut  la  regarder  comme  n 
dans  la  fonction  (p,  el  il  est  inutile  de  Pécrïre. 
L'équation  de  continuité  se  réduit,  dans  ce  cas. 


rf'ç       rf'»       d'y 

Celle  équation  fera  connaître  <j  en  fonction  de 
et  quand  les  fonctions  arbitraires  auront  été  déle 
on  connaîtra  u,  v,  w  par  la  difféientiation  de  la  foi 

184.  Dans  le  cas  d'un  fluide  aé  ri  forme  dont  b 
rature  est  constante,  ona^  =  Ajo,  et  le  premier 


grant, 

»«*-»  -S-ï[(â)'+fê)'*(ï 

d'où  l'on  peut  tirer  p  en  fonction  de  <j. 

L'équation  (a)  peut  se  meure  sous  la  forme 


<{>Ï)X'3) 


et,  en  y  remettant  la  valeur  de  p  tirée  de  la  prêt 
on  aura  une  équation  qui  déterminera  <f  et,  p* 
u,  v,  w.  Dans  le  cas  où  les  mouvements  des  points  d 
seraient  assez  rapides  pour  que  la  température  s'é 
s'abaissât  successivement  en  chaque  point,  la  for 
tique  ne  serait  plus  simplement  proportionnelle  à 
dépendrait  de  l'accroissement  de  température,  qui  p 
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regardé  comme  proportionnel  à  l'accroissement  de  la  den- 
sité -,  p  dépendrait  donc  encore  de  p,  et  réciproquement.  Le 
premier  membre  de  l'équation  (6)  pourrait  encore  être 
intégré,  et  Ton  agirait  comme  dans  le  cas  précédent. 

185.  Si  les  fonctions  m,  f,  w  sont  les  dérivées  partielles 
d'une  fonctiou  de  x,  y,  z  pour  une  valeur  quelconque  de  f, 
il  faut  qu'elles  le  soient,  d'abord  pour  £=o;  ce  que  l'on 
reconnaîtra  facilement,  puisque  leurs  valeurs  initiales  sont 
données  en  fonction  de  x,  y,  z.  Or,  Lagrange  a  fait  voir 
que,  quand  ces  conditions  sont  remplies  à  une  certaine 
époque,  elles  le  sont  à  un  instant  quelconque  du  mouve- 
ment; d'où  il  résulte  que,  si  Ton  reconnaît  qu'elles  le  sont 
dans  l'état  initial,  elles  le  seront  indéfiniment,  et  les  calculs 
précédents  seront  applicables. 

Nous  allons  démontrer  cette  importante  proposition. 

Pour  cela,  nous  partagerons  le  temps  en  intervalles  infi- 
niment petits,  et  nous  calculerons  de  combien  augmente 
l'expression  udx  -\-  vdy  -f-  wdz  dans  un  de  ces  intervalles, 
en  déterminant  les  accroissements  que  prennent  u,  *>,  w 
dans  le  même  temps,  d'après  les  équations  générales  du  mou- 
vement des  fluides.  Or,  il  est  clair  que  si  udx-+-i'dy+wdz 
est  à  chaque  instant  la  différentielle  d'une  fonction  de 
x,  y,  z,  il  est  nécessaire  que  la  quantité  dont  elle  aug- 
mente soit  toujours  elle-même  une  différentielle  exacte;  et 
réciproquement  «  si  à  une  certaine  époque  cette  expression 
est  une  différentielle  exacte  et  que  tous  ses  accroissements 
infiniment  petits  successifs  soient  eux-mêmes  des  différen- 
tielles exactes,  il  en  sera  de  même  de  leur  somme  et,  par 
conséquent,  de  l'expression  udx  ■+-  vd) -hwdz^  à  une 
époque  quelconque. 

Soient  donc  uu  yt,  \%\  les  valeurs  de  uy  v,  w  à  une  cer- 
taine époque  pour  laquelle  /  =  /,,  et  admettons  que  l'ou  ait 

utdx  -+-  vtdjr  -f-  %vltlz  =  dyt , 

itj. 
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motion  des  trois  variables  indépendant» 
n  sidérant  u,  v,  w  comme  des  fonctions  de 
valeurs  qu'elles  auront  pour  (  =  (,  +  i 
iMltippées  par  rapport  aux  puissances  de  i. 
»se  cet  accroisse  nient  infiniment  petit,  ou 
■  aux  deux  premiers  termes,  et  I'od  aura 


n  .  i1  .  u''  pistil  dos  fonctions  de  x,j,  z,  qui  seront  les  dé- 
rivées  pnrliulfaa  de  u,   v,  w  par  rapport  à  l  et  relatives  â 

Oiidwlnildelâ 

Dpnr,  si  (('(/.(■+  pV^  -+-  v/dz  est  une  différentielle  exacte, 
il  en  sera  de  ini'nie  de  udx  +  viij -\-wdz  à  l'époque  pour 
laquelle  I  =  I,  h-e,    Or,  les  équations  (i),  considérées  i 
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certaine  fonction  de  x,y  z\  et,  en  supposant  d'ailleurs  que 
les  forces  extérieures  soient  telles,  que  Xdx-\-Ydy  -+-Ztdz 
soit  la  différentielle  d'une  certaine  fonction  Y  de  x%  y,  zr 
on  obtiendra 

dP  =  d\  —  [u'dx  ■+-  v'df  -h  Wdz) 

d'où  Ton  tirera 

uf  dx  -J-  v'  dy  -+»  fv'<& 

-'l'-'-iKSM^OT- 

Ainsi  ii' dx -\- vf  dy -\- \v' dz  est  la  différentielle  d'une  cer- 
taine fonction  des  trois  variables  indépendantes  x,  y,  z* 
Donc,  si  udx-\-  vdy +-  wdz  en  est  une,  à  une  certaine 
époque,  elle  le  sera  encore  après  que  le  mouvement  du  fluide 
se  sera  opéré  en  vertu  de  toutes  les  actions  et  toutes  les 
circonstances,  pendant  un  temps  infiniment  petit.  Partant 
de  l'état  du  fluide  à  cette  nouvelle  époque,  comme  de  la 
précédente,  on  prouvera  de  même  que  udx  •+-  vdy  +  wdz 
sera  encore  une  différentielle  exacte,  après  un  nouvel  inter- 
valle de  temps  infiniment  petit,  et  ainsi  de  suite  indéfini- 
ment. 

Il  suit  de  là  que,  si  cette  condition  est  remplie  dans  l'état 
initial,  ce  que  Ton  pourra  toujours  vérifier  immédiate- 
ment, on  peut  être  assuré  qu'elle  le  sera  à  toute  époque  du 
mouvement.  Si  elle  ne  l'était  pas  dans  l'état  initial,  il  est 
clair  qu'elle  ne  pourrait  l'être  à  toute  époque. 

Il  est  bon  de  remarquer  que  la  condition  dont  il  s'agit 
sera  remplie  toutes  les  fois  que  les  vitesses  seront  nulles  en 
tous  les  points  dans  l'état  initial;  car  alors  on  a 

udx-{-  vdy  -h  %vdz  égal  à  zéro, 
ce  qui  est  une  différentielle  exacte. 


ay4  livhe  iv- 

186.  Dans  le  mouvement  liés- si  m  pie  d'un  liquide  tju< 
tourne  uniformément  autour  d'un  axe  6xe,  sans  que  sc- 
points  changent  de  position  relative,  udx -t- vdy-}--vd: 
n'est  pas  une  différentielle  exacte-,  car,  en  désignant  par  '» 
la  vitesse  angulaire  constante,  et  prenant  l'axe  de  rotation 
pour  axe  des  Ç,  on  aura 


*rfr- 


=  w(*<r  —  j"**0. 


expression  qui  n'est  pas  une  différentielle  exacte.  Le  c 
dont  il  s'agit  ne  peut  donc  être  traité  par  le  procédé  parti- 
culier que  nous  avons  exposé,  et  il  faut  recourir  aux  éi 
tions  générales. 
On  a,  dans  ce  cas, 


du 


et  les  équations  (i)  deviennent 


,  a. 


=  *  +  -v,    il 


d'où  l'on  déduit 


-£■  =  X<Lc  +  T./7  +  ZA  +  «•(.rrf.r  -+.  j-tfy) , 

équation  qui  ne  diffère  pas  de  celle  que  nous  avons  trouver 
dans  l'Hydrostatique,  n°  141 . 

Mouvement  d'un  liquide  dans  une  hypothèse  partir 
culière. 

187.  Lorsqu'un  liquide  homogène,  renfermé  dans  m 
vase,  s'écoule  par  un  orifice  pratiqué  dans  la  base  lioritoo- 
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taie,  et  irès-pelit  par  rapport  aux  sections  horizontales  du 
vase,  l'expérience  montre  que  les  molécules  situées  dans 
une  même  tranche  horizontale,  à  un  certain  instant,  y  res- 
tent constamment,  tant  qu'elles  ne  sont  pas  très-voisines  de 
l7 orifice.  On  peut  négliger  les  vitesses  horizontales,  lorsque 
les  sections  varient  peu  dans  toute  la  hauteur  du  vase,  et 
ont  des  dimensions  très-petites  par  rapport  à  cette  hauteur  \ 
il  n'y  a  plus  alors  que  deux  inconnues,  la  vitesse  verticale 
et  la  pression.  Ces  suppositions,  connues  sous  le  nom  d'hy- 
pothèse du  parallélisme  des  tranches,  sont  celles  que  nous 
admettons  dans  la  question  que  nous  allons  traiter.  Pre- 
nons Taxe  des  x  dans  la  direction  de  la  pesanteur,  nous 

aurons 

T  =  o,     Z  =  o,     X=£, 

et  les  équations  (i)  se  réduisent,  les  deux  dernières  à 

ce  qui  indique  que  la  pression  est  la  même  pour  tous  les 
points  d'une  même  tranche  horizontale,  et  la  première  à 


.    .  dp  I         du  du  \ 

M  dï=e[s-dï-u*c] 


du\ 


L'équation  de  continuité  (3)  ne  saurait  être  employée 
dans  le  cas  actuel,  parce  qu'elle  renferme  les  dérivées  de 
ti,  *>,  w;  et  quoique  v  et  w  soient  très-petits  par  rapport  à 
u,  on  ne  peut  dire  que  leurs  dérivées  puissent  être  négli- 
gées par  rapport  à  celle  de  u.  Mais  on  exprimera  bien  sim- 
plement la  continuité,  en  égalant  la  quantité  de  liquide 
qui  passe  par  une  tranche  quelconque  à  celle  qui  sort  par 
l'orifice  pendant  un  même  temps  infiniment  petit.  En  effet, 
désignons  par  o>  Taire  de  la  section  faite  dans  le  vase,  à  une 
distance  x  de  l'origine,  par  il  l'aire  de  l'orifice,  et  par  U  la 


r&ulh 
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i  Ile-  le  liquide  y  passe;  les  quantités  de  li- 
il  jiar  les  sections  u  et  fl  pendant  le  même 
ut  respectivement   »arf*  et  HL</f;   d'où 


■Irï.Sil 
.m  i>Iln 


et  U  se  rapportant  à  la  même  valeur  de  /, 
un  de  t  seulement,  w  est  une  fonction  dejr 
!  me  du  vase,  et  u  est  une  fonction  de  x  et 
il  varier  t  seulement,  on  a  les  valeurs  suc- 
tesse  de  différentes  couches,  aux  époques 
il  passer  par  une  même  section.  Si  .■  scal 
n  a  les  vitesses  de  différentes  couches  au 
■t  si  l'on  y  fait  varier  à  la  fois  .r  et  /  sans 
nLiiicc  entre  eux,  on  a  la  vitesse  de  la  iran- 
ictle  autre  époque  par  une  autre  section. 
cul  connaître  la  vitesse  qu'aura,  après  le 
niche  qui,  pour  une  valeur  donnée  de  t  ei 
esse  u,  il  faudra  faire  varier  t  de  dt,  et  X 
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—  peut  être  supposée  effectuée  dans  chaque 

cas  particulier,  puisque'  co  est  une  fonction  donnée  de  x. 
C'est  une  quantité  arbitraire  indépendante  de  x,  et  qui  peut 
dépendre  de  t. 

Cela  posé9  il  y  a  à  considérer  deux  cas  très-différents  : 
celui  où  le  niveau  du  liquide  serait  maintenu  à  la  même 
hauteur,  et  celui  où  il  s'abaisserait  par  l'écoulement  du  li- 
quide qui  ne  serait  pas  renouvelé;  nous  allons  les  examiner 
successi  vemen  t . 

188.  Soient  P  la  pression  constante  exercée  sur  la  sur- 
face supérieure  du  liquide,  P'  la  pression  exercée  sur  le 
liquide  qui  sort  du  vase;  on  aura  sensiblement  P'=P 
lorsque  tout  F  appareil  sera  compris  dans  un  même  milieu 
gazeux.  Soient  h  la  distance  du  niveau  à  l'origine  des  x} 
et  /  sa  distance  à  l'orifice. 

Déterminons  la  constante  de  l'équation  précédente  de 
manière  que  Ton  ait  p  =  P  pour  x  =  /r,  nous  trouverons , 
en  prenant  l'intégrale  à  partir  de  A, 

O  désignant  la  valeur  de  w  au  niveau  du  liquide. 
Il  en  résultera 

si  nous  faisons 
il  en  résultera 
si  nous  posons 

Jh 


H — ......^J,^ ............... . 


n  précédente  donne,  en  la  résolvant  par 


t  les  deux  membres,  il  vient 


,1   ! 


C  étant  un*  constante  arbitraire  que  l'on  dete 
prés  la  valeur  initiale  de  U.  En  supposant  lc-s 
lorsque  r  =  o,  on  aC  =  i,  cl  l'équation  réso 
poil  à  U  devient 


U  = 


U  étant  déterminé,  on  connaîtra  u  par  l'équat 

Bl  />  par  l'équation  (c). 

La  valeur  de  U  montre  qu'après  un  cerlaiu. 
tant  plus  court  que  £1  sera  plus  petit,  les 
sont  sensiblement  nulles,  et  que  parconséqi 
,    .-      ■     -     - &Lgf/-t-ih 


HYDRODYNAMIQUE.  299 

Si  l'on  néglige  le  carré  de  -  i  la  limite  de  la  vitesse  à  l'o- 
rifice sera  >Jig  (/-f-  d). 

Et  enfin,  si  S  =  o,  c'est-à-dire  si  la  pression  extérieure 
est  la  même  à  l'orifice  et  au  niveau  du  liquide,  la  vitesse  à 

l'orifice  devient  fogl.  Elle  est  donc  la  même  que  celle 
qu'acquerrait  un  corjis  pesant,  en  tombant  dans  le  vide 
d'une  hauteur  égale  à  celle  du  liquide  dans  le  vase. 

La  vitesse  U  étant  devenue  constante,  on  a  — -  =  o,  et 

'  dt 

F  équation  (c)  se  réduit  à 

Or,  dans  l'état  d'équilibre,  la  pression  serait  égale  à 

Elle  est  donc  moindre  dans  l'état  de  mouvement  pour  les 
sections  telles  que  Ton  ait  a)  <^0,  c'est-à-dire  pour  celles 
qui  ont  des  aires  moindres  que  celle  de  la  surface  libre  du 
liquide;  elle  est,  au  contraire,  plus  grande  que  dans  l'état 
d'équilibre  pour  celles  dont  les  aires  sont  plus  grandes 
que  O. 

Si  Ton  veut  connaître  le  volume  de  liquide  qui  est  sorti 
du  vase  au  bout  du  temps  £,  il  suffira  d'intégrer  Q,\Jdt 
entre  o  et  t.  Si  l'on  désigne  ce  volume  par  V,  on  trouve 
facilement 

Kv.t  Aa( 

V  = log 

11  9. 

Au  bout  d'un  certain  temps,  on  pourra  négliger  la  seconde 
exponentielle,  et  Ton  aura  sensiblement,  en    remettant 
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pour  h  sa  valeur  ^»£(/-kty, 


Le  premier  terme  est  le  volume  qui  aérait  sorti  ai  la  vile* 
avait  été,  dès  L'origine,  égale  à  &a  limite 


v^ 


û». 


189.  Passons  maintenant  au  cas  où,  le  liquide  n'éttl 
pas  renouvelé,  le  niveau  s'abaisse,  et  A  est  une  fonça* 
inconnue  de  /. 

Les  équations  (a),  (*),  (*c),  (rf)  ont  toujours  fieu;Mi 
m  et  O  sont  maintenant  des  fonctions  connues  de  A,  tf  ' 
dépend  de  h  par  l'équation 

a  désignant  la  distance  constante  de  l'orifice  à  l'origine 
des  x.  Il  faudra  à  ces  équations  en  ajouter  une  qui  exprime 
que  la  quantité  de  liquide  écoulé  pendant  un  intervalle 
quelconque  A,  est  égale  au  volume  compris  entre  les  deux 
niveaux  correspondants  au  commencement  et  à  la  fin  de  cet 
intervalle.  Cette  équation  est 

dh       nU 
L'équation  (d)  devient,  en  remplaçant  /  par  a — A, 

Il  reste  donc  à  intégrer  le  système  des  deux  équations  simul- 
tanées (e)  cl  (/). 
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Si  Ton  élimine  entre  elles  r/f,  on  obtient 
ou,  en  posant  U*  =  agz, 

équation  linéaire  du  premier  ordre  par  rapport  à  z,  et  que 
l'on  pourra  toujours  intégrer  dans  chaque  cas,  puisque  O 
et  m  seront  des  fonctions  connues  de  h. 

Lorsque  z  sera  connu  en  fonction  de  hy  on  connaîtra  U, 
et  par  suite  t  d'après  l'équation  (e)  ;  et  réciproquement  h 
et  U  seront  connus  en  fonction  de  t .  La  valeur  de  u  sera 
donnée  par  l'équation  (fc) ,  et  celle  de  p  par  l'équation  (c). 
La  quantité  de  liquide  écoulé  se  déterminera  en  calculant 
le  volume  du  vase,  compris  entre  le  niveau  initial  et  le  ni- 
veau variable,  et  la  durée  de  l' écoulement  total  s'obtiendra 
en  faisant  h=a  dans  la  valeur  de  t . 

190.  Si  l'on  suppose  Q  extrêmement  petit  par  rapport 
aux  sections  horizontales  du  vase,  l'équation  (d)  se  sim- 
plifie beaucoup.  En  effet,  on  peut  négliger  -  et  m fï,  tant 
dans  l'hypothèse  d'un  niveau  variable  que  d'un  niveau 
constant,  à  moins  toutefois  que  —  ne  soit  très-grand,  ce 

qui  a  lieu  au  commencement  du  mouvement.  On  obtient 
ainsi 

ce  qui  donne  pour  U  la  vitesse  limite  que  nous  avions  trou- 
vée pour  t  infini,  dans  le  premier  cas. 

Dans  la  même  hypothèse  d'un  orifice  très -petit,  les 
résultats  sont  sensiblement  les  mêmes,  quelle  que  soit  lu 
direction  de  son  plan. 
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Mais,  dans  tous  les  cas,  la  vitesse  donnée  par  l'expé- 
rience, et  que  l'on  calcule  d'après  l'aire  de  l'orifice  cl  k 
quantité  d'eau  écoulée,  est  moindre  que  celle  que  iom 
cette  théorie  dans  le  rapport  de  0,62  &  l'unité.  Ce  rapport 
étant  sensiblement  constant,  les  vitesses  réelles  sont  tou- 
jours entre  elles  comme  les  racines  carrées  des  hautain  è 
pression. 

Du  mouvement  permanent  d'un  liquide. 

191.  Lorsque  l'on  entretient  le  niveau  d'un  liquide  à 
une  hauteur  constante,  on  obtient,  an  bout  d'un  cottû 
temps,  un  état  permanent  dans  lequel  toutes  les  cim- 
stances  restent  les  mêmes  au  même  point,  et  ne  varieatfK 
d'un  point  à  un  autre.  Ainsi,  en  un  point  queleonq^li 
vitesse  du  liquide  sera  constante  en  grandeur  et  en  dm» 
tion,  et  par  conséquent  deux  molécules  qui  à  des  épofv 
différentes  auront  occupé  une  même  position  pareoaiM 
la  même  trajectoire  et  d'une  manière  identique. 

En  prenant  l'axe  des  x  dans  le  sens  do  la  pesanteur,  les 
équations  fournies  par  le  principe  de  d'Alembert  seront 

-  =  ,(,-«),  Ty=-?*,   ^-  =  -K. 

u'j  v' ,  w'  étant  les  dérivées,  par  rapport  au  temps,  des  ap- 
posantes de  la  vitesse  d'une  molécule  en  un  point  quel- 
conque. Désignons  par  <£r,  djr,  dz  les  accroissements  qu'oti 
pris,  après  le  temps  dt,  les  coordonnées  de  la  molécule  qw 
était  située  en  ce  point;  multiplions  respectivement  k 
équations  précédentes  par  dxy  dy7  dzy  et  ajoutons-les,  n«t 
obtiendrons 

dpz=z  gp'Ar  —  0  («' dx  H-  <t dy  -+-  «»',/«), 

ou,  en  désignant  par  V  la  vitesse  de  celte  molécule  m  tr 
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point  quelconque  de  sa  trajectoire, 

intégrant  entre  deux  points  quelconques  de  cette  trajec- 
toire, correspondants  aux  abscisses  x©,  x,  il  vient 

(a)  p-p^gp^-^-l^-Vl), 

Pt,  V0  étant  les  valeurs  de  p,  V,  au  premier  de  ces  deux 
points.  Cette  équation  va  nous  conduire  à  un  résultat  re- 
marquable, déjà  obtenu  dans  la  discussion  de  la  question 
précédente  où  Ton  admettait  des  hypothèses  plus  particu- 
lières que  celles  que  nous  admettons  ici.  En  effet,  supposons 
que  la  surface  libre  du  liquide  soit  rigoureusement  plane  et 
soumise  en  tous  ses  points  à  une  pression  égale  et  con- 
stante P,  et  comptons  les  x  à  partir  de  ce  plan.  Si  dans  l'é- 
quation (a)  nous  faisons 

x0  =  o,    />«  =  P, 

le  premier  des  deux  points  que  Ton  considérait  sur  la  tra- 
jectoire sera  pris  à  la  surface  supérieure  du  liquide;  on  aura 
alors 

#>-P=rpi-.£(v»— v«). 

Or,  si  le  vase  est  percé  d'un  très-petit  orifice  à  la  partie 
inférieure,  à  une  distance  h  au-dessous  du  niveau  supé- 
rieur, on  pourra  admettre  que  dans  toute  l'étendue  de  cet 
orifice  la  vitesse  de  tous  les  points  est  la  même  ;  de  sorte 
que  pour  x=  h  il  n'y  ait  qu'une  seule  valeur  pour  V.  Si, 
de  plus,  on  regarde  la  pression  extérieure  comme  moindre 
qu'à  la  partie  supérieure,  d'une  quantité  gpd,  l'équation 
précédente  devient,  en  y  faisant  x  =  /*, 

_sp*=*p/'-£(v'-v:j, 


Soij 

fcllflllt    IY. 

llll 

V  — Vi  =  ag(A  -t-fy 

Soii 

Aie  r 

ase  yn 

appo. 

i  tic  l'aire  de  l'orifice  a  l'aire  de  la  section 
Un  du  niveau  supérieur;  on  aura 

,„,„ 

y.= 

<  V, 

i  r,  par  suiie,     V  r  —  <■)  =  agr(*  -+  3\ 

,-$£& 

>;  A 

ut  r, 

■ès-pe 

lit,  **  pourra être  négligé,  et  l'on  aura  îim- 

rlc. 

acni 

V  =  -J2g  [/>-*- 9), 

.iur; 

rc  du 

Ïiqui, 

est  sensiblement  la  même  à  la  partie  *upé- 
le  cl  à  l'orifice,  on  pourra  négliger  à,  etj'on 

v  =  ^ï. 

On 

Ba 

isi  sur  les  résultats  obtenus  préccdcmmcnl. 

utement  d'un  flui.tr  élastique. 

HYDAODYHA1IIQUE.  3o5 

le  même  temps  par  la  face  inférieure  ;  l'excès  de  la  première 
quantité  sur  la  seconde,  divisé  par  le  volume  ««/*,  donnera 
T accroissement  partiel  de  la  densité  par  rapport  au  temps. 
On  trouvera  ainsi 

dû        d.pvu 


dt  dx 


Enfin,  en  supposant  la  température  constante,  on  aura 

k  étant  une  constante  donnée. 

Ces  trois  équations  déterminent  p9  p  et  u  en  fonction  de 
tetx. 

Si  Ton  élimine  p,  on  aura 

k  dp        du  du  dp        d.pvu 

— —  H -+- 1*  —  =  0,      &»  —  -+-  —  r=  o. 

p  dx        dt  dx  dt  dx 

Ces  équations  aux  différentielles  partielles  ne  sont  pas 
intégrables  sous  forme  finie.  Mais  ce  qu'il  est  surtout  im- 
portant de  connaître,  c'est  la  vitesse  de  l'écoulement,  lors- 
que la  pression  et  la  vitesse  sont  devenues  constantes  en 
chaque  point;  ce  qui  arrive  assez  promptement,  en  sup- 
posant que  le  vase  communique  avec  un  réservoir  qui  re- 
nouvelle le  gaz  et  détermine  à  la  partie  supérieure  une 
pression  constante. 

On  a  alors  —  =  o,  —  =  o,et  les  équations  précédentes 

deviennent 

kdp         du  _^         d.p&u 

pdx  dx         *         dt 

Les  intégrales  de  ces  deux  équations  sont 

u2 
pvu  =  c,     AtogpH =^, 

c  et  d  désignant  des  constantes  arbitraires. 

II.  *o 
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Soient  P,  I .'.  O  la  pression,  la  vitesse  et  l'aire  de  11  w- 
tion,  relatives  à  la  partie  supérieure  du  vase;  F,  17,0 
leurs  valeurs  à  l'orifice;  ou  aura 

PUO  =  e,     a*logP  -+-U'  =2^, 
P'U'0'  =  c,     a*logP'+U"=2e\ 

Ceaquatreéquations  détermineront  les  constantes c,  c',iinst 
que  les  vitesses  du  iluide  à  l'orifice  et  au  sommet. 
Eu  éliminant  c  et  c',  on  obtient 

PO  P 


'M. 


L'orifice  O  étant  plus  pel  rO,  et  la    pression  P'éUfli 

aussi  moindre  que  P,  sans  quoi  l'écoulement  n'aurait  pi- 
lieu,  les  deux  ternies  de  la  fraction  sous  le  radical  sont  po- 
sitifs, et  U  est  nécessairement  réel.  La  valeur  de  \j'  se  déduit 
de  celle  de  U,  et  l'on  trouve 


Les  valeurs  de  c,  c  s'en  déduisent  facilement,  et  par  coc- 
séquent  les  valeurs  de  p  et  useront  déterminées  en  fotictiw 
de  m  et,  par  suite,  de  x. 

Si  l'on  suppose— très-petit ,   on    aura    U    très-petil,  1 
L1'  es  l/a*logp7*  Telle  est  la   vitesse   d'écoulement  dw 
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gaz  par  un  petit  orifice,  lorsque  les  pressions  P,  P',  à  la 
partie  supérieure  et  à  l'orifice,  sont  constantes. 

Notions  sur  la  résistance  des  Jluides. 

193.  Lorsqu'un  corps  solide  se  meut  dans  un  fluide,  il 
éprouve  une  résistance  qui  dépeud  de  sa  forme,  de  sa  vi- 
tesse et  de  la  nature  du  fluide.  Les  pressions  exercées  sur 
les  différents  points  de  la  surface  sont  très-différentes  de  ce 
qu'elles  seraient  dans  l'état  d'équilibre,  et  le  calcul  n'a  pu 
encore  y  être  appliqué  avec  succès.  Les  expériences  n'ont 
même  pas  donné  de  lois  empiriques  assez  générales  pour 
être  susceptibles  d'applications  utiles  dans  le  cas  de  corps 
de  forme  quelconque.  On  a  cependant  quelques  résultats 
assez  généraux  relativement  à  la  résistance  des  liquides  en 
mouvement  contre  des  plans  qui  se  meuvent  parallèlement 
à  eux-mêmes.  Ces  résultats  et  les  expériences  d'où  on  les  a 
déduits  se  rapportant  au  Cours  de  machines,  nous  ne  nous 
en  occuperons  pas  ici,  et  nous  nous  bornerons  à  un  cas  qui 
peut  être  traité  par  le  calcul,  et  qui  a* pour  objet  la  pression 
exercée  par  une  veine  liquide  contre  un  plan. 

194.  Pression  d'une  veine  liquide  sur  un  plan.  —  Sup- 
posons un  liquide  dont  la  densité  soit  p,  qui  s'écoule  par  un 
orifice  dont  l'aire  soit  o>,  de  telle  sorte  que  les  vitesses  de 
toutes  les  molécules  qui  passent  par  l'orifice  soient  égales, 
parallèles  et  indépendantes  du  temps,  et  faisons  abstraction 
de  la  pesanteur,  pour  ne  considérer  que  l'effet  du  à  la  vi- 
tesse du  liquide.  Le  mouvement  de  celte  veine  est  modifié 
par  un  plan  fixe,  ou  mobile  en  restant  parallèle  à  lui-même; 
et  l'on  suppose  que  le  liquide  s'écoule  le  long  du  plan,  et 
que  celui-ci  soit  assez  prolongé  pour  que  toutes  les  molé- 
cules aient  acquis,  avant  de  le  quitter,  des  vitesses  paral- 
lèles à  ce  plan.  On  demande  quel  effort  sera  nécessaire  pour 

20. 
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mainlenil  le  plan  eu  repos,  ou  ilin:  un  état  donné  de  mou- 
vement uni  forme. 

Considérons  d'abord  le  cas  où  le  plan  serait  en  repos  « 
perpendiculaire  à  la  direction  de  la  veine  fluide,  et,  pour 
nous  représenter  plus  co  mm  ode  nient  le  système  des  point* 
en  mouvement,  supposons  que  la  veine  fluide  ait  une  Lon- 
gueur indéGuie  et  une  vitesse  constante  v.  Les  choses* 
passent  comme  s'il  en  était  ainsi,  et  nous  pourrons  plut  t 
c  Moment  appliquer  les  principes  généraux  du  mouvenwK 
Les  molécules  du  liquide,  tant  avant  qu'après  la  rencoom 
du  plan,  forment  un  système  de  points  libres,  soumi'  I 
leurs  actions  mutuelles  et  aux  forces  normales  exercées  sur 
une  partie  d'entre  elles  par  le  plan. 

On  aura  donc,  en  supposant  l'axe  des  x  positifs  dira  tr 
sens  du  mouvement  du  liquide, 

_    _  d'x  d>y  tt'm 

en  désignant  par  X  la  force  produite  par  l'élément  «/îdrh 
surface  du  plan,  et  qui  est  égale  et  contraire  a  la  presw* 
que  le  fluide  everec  sur  lui.  Désignant  par  R  la  KHrl 
toutes  ces  pressions  élémentaires,  ou  la  résistance  totale*" 
plan,  on  aura 


L'état  du  système  étant  devenu  invariable,  intégrons  !<• 
deux  membres  de  cette  équation  par  rapport  .■ 
entre  deux  époques  éloignées  Tune  de  l'autre  d'une  uni!** 
temps,  nous  obtiendrons 

dx  idjc\ 

le  second  membre  étant  la  djtrércuce  entre  les  rompt 
perpendiculaires  au  plan,  des  quantités  de  mouvra 
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tous  les  points  du  liquide  à  ces  deux  époques.  Or,  tous  les 
points  où  les  vitesses  perpendiculaires  au  plan  sont  varia- 
bles, formant  à  chaque  instant  un  système  identique,  il 
s'ensuit  que  la  valeur  de  ce  second  membre  n'est  autre 
chose  que  la  différence  entre  les  composantes  des  quantités 
de  mouvement  de  la  partie  du  liquide  qui  a  quitté  le  plan  et 
de  celle  dont  la  veine  indéfinie  a  été  diminuée.  Mais  la  pre- 
mière quantité  est  nulle,  puisque  le  liquide  quitte  le  plan 
avec  une  vitesse  dont  la  composante  normale  au  plan  est 
nulle;  il  ne  reste  donc  que  la  seconde  quantité,  dont  la  va- 
leur est  le  produit  de  la  quantité  de  liquide  écoulée  dans 
l'unité  de  temps,  ou  pue,  par  la  vitesse  v  qu'elle  avait,  ce 
qui  donne  p<ùv*. 

L'équation  précédente  devient  ainsi 

la  pression  égale  et  contraire  qu'éprouve  le  plan  est  donc 

405.  Supposons  maintenant  que  le  plan  se  transporte 
parallèlement  à  lui-même,  et  qu'il  ne  produise  en  chaque 
point  que  des  forces  normales;  il  sera  inutile  d* avoir  égard 
à  la  composante  de  sa  vitesse  dans  le  seus  du  plan  même, 
et  Ton  se  bornera  à  considérer  la  vitesse  normale  n,  que 
l'on  regardera  comme  positive  quand  elle  sera  dans  le  même 
sens  que  f ,  et  comme  négative  dans  le  cas  contraire.  Or, 
on  ne  changera  rien  aux  pressions  en  donnant  un  mouve- 
ment commun  à  tous  les  points  du  système,  et,  par  consé- 
quent, on  pourra  réduire  le  plan  au  repos,  ce  qui  ramènera 
au  cas  précédent.  11  suffira  pour  cela  d'ajouter  —  u  à  la  vi- 
tesse de  chaque  point,  et  l'on  se  trouve  dans  le  même  cas 
que  si,  le  plan  étant  en  repos,  la  vitesse  du  liquide  à  l'ori- 
fice était  (f  —  u)  *,  on  aura  donc,  pour  l'expression  de  la 
résistance  opposée  au  plan,  pw(i'  —  u)*. 


i»fcu|»a^jfÉM    à  m   y  m.  b  dircoiw 
Mpi"  i;ii  if  ni i    rj^t  «mc  pnlltlf 

L~3)«B^HpBII^Hft^MMHK4BABBIIItin: 
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Calcul  des  petits  mouvements  des  fluides  élastiques. 

197.  Lorsque  tous  les  points  d'un  fluide  n'ont  que  des 
mouvements  extrêmement  petits,  les  équations  générales  se 
simplifient  beaucoup,  et  conduisent  à  quelques  lois  simples 
que  nous  allons  exposer. 

Nous  supposerons  que  l'expression  udx  +  vtfy  -h  wdz 
soit  a  chaque  instant  la  différentielle  d'une  fonction  9  de 
x9  y,  *,  tj  prise  seulement  par  rapport  aux  variables 
x»  y9  z.  Nous  savons  qu'il  suffit  pour  cela  que,  dans  l'état 
initial,  les  composantes  connues  u,  *>,  wde  la  vitesse  d'un 
point  quelconque  soient  les  dérivées  partielles,  par  rapport 
à  x,  y9  Z)  d'une  même  fonction  de  ces  trois  variables  con- 
sidérées comme  indépendantes,  ce  qui  aura  lieu  en  parti- 
culier si  les  vitesses  initiales  sont  nulles.  Nous  devrons 
donc,  dans  les  questions  que  nous  allons  étudier,  faire 
usage  de  l'équation  (6)  du  n°  182;  et  nous  allons  d'abord 
y  opérer  les  simplifications  qui  résultent  de  l'hypothèse  que 
les  mouvements  restent  très-petits. 

Soient  D  la  densité  du  gaz  dans  son  état  naturel  d'équi- 
libre, A  celle  du  inercure,  pt  la  force  élastique  de  ce  gaz, 
h  la  hauteur  de  mercure  qui  la  mesure,  et  g  la  gravité  ;  on 

aura 

pê=zghb. 

Désignons  par  p  la  densité  variable  du  gaz,  par  y  sa  con- 
densation positive  ou  négative,  et  par  p  sa  force  élastique, 

on  aura 

p  =  D(i-f.7), 

et,  en  supposant  la  température  égale   à   celle  de  l'état 
initial, 

Mais  la  condensation  développe  une  certaine  quantité  de 
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chaleur  qui  lui  est  proportionnelle,  si  elle  est  très-petite, 
comme  nous  le  supposons.  Celte  chaleur  n'a  pu»  le  temps  Je 
se  répandre  si  les  alternatives  de  dilatation  et  decondenu- 
tion  se  succèdent  rapidement,  comme  cela  aura  lieu  dins 
les  questions  que  nous  examinerons-,  on  doit  donc  la  ron- 
tidérer  «ne  ayant  pour  effet  d'élever  la  température  (te 
points  i-lle  est  dégagée  d'une  quantité  de  même  signe 
que  la  vundensation,  et  proportionnelle  à  ta  grandeur. 
Dans  le  cas  où  la  chaleur  aurait  le  temps  de  se  dissiper 
dans  le  milieu,  on  n'en  ne  pas  compte  dans  le  calcul. 

Si  l'on  représente  par  6  ibre  positif  ou  négatif  dt 

degrés  centésimaux  dont  s''  e  la  température  primitire» 
du  gaz,  pour  une  condensation  y;  par  c  et  d  les  chaleur» 
spécifiques  du  gaz  à  nri-  instante  et  à  volume  con- 

stant, et  par  «  le  oc  ■»  i  dilatation  de  ce  gai,  ot 
démontre  en  physique  que  ^<,  [uantîtés  ont  entre  elles  h 
relation  suivante  : 


•(*-)• 


on  aura,  du  plus,  la  proportion 

P-.P.::  D(n- 7)[t +  *(..  + e)j  :  D(i +  «,.}, 

d'où  l'on  tire,  en  remplaçant  p„  par  gh  et  négligeant  les 
puissances  de  a  supérieures  à  la  première,  et  le  produit  do 
quantités  très-petites  7,  6, 

p  =  gh{*  +7-r-«9)A, 

ou,  eu  remplaçant  ad  par  sa  valeur  en  fonction  de  y. 


"«*(■■ 


.gfaj  >h 
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L'équation  (6)  donne  ainsi 

ghcb 


D^ 


^=-%-my+®'+®') 


Or,  en  supposant  que  les  condensations  et  vitesses  ini- 
tiales soient  des  quantités  extrêmement  petites  du  même 
ordre,  et  qu'il  en  soit  de  même  à  une  époque  quelconque, 

on  pourra  négliger  les  carrés  des  composantes  -r*  -r*  ~j 

par  rapport  à  1  (i  -+-  y),  qui  peut  être  remplacé  par  y7  et  la 
dernière  équation  se  réduit  à 

ghc  A     df 

.  ghcb         , 
ou,  en  posant  <      /  =  a  • 

(,)  *  =  -;?* 

L'équation  de  cou  li  nui  lé 

r/p        d.pu        c/.pf        d.pw 
dt  dx  djr  dz     ~~ 

devient  d'abord 

*(.  +  7)g       ^(«  +  7)J       *•<«  +  »>£ 
-j^H - 1 j H ; =  0, 

ou,  en  négligeant  les  termes  très-petits  par  rapport  à  ceux 
qui  subsistent  dans  l'équation 

,    .  df         d*o         d*q         d1  m 

Les  équations  (î)  et  (a)  déterminent  y  et  f . 
Si  Ton  élimine  entre  elles  y,  on  obtient 

(3)  "i^fflli  +  ïi+fLi). 
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On  est  donc  ramené  à  l'intégration  d'une  équation  diffé- 
rentielle partielle  du  second  ordre,  linéaire  et  à  coefficient.' 
constants.  Les  fonctions  arbitraires  se  détermineront  pu 

les  valeurs  initiales  de  f  et  -~,  et  il  n'y  aura  pas  d'autres 
conditions  si  le  fluide  est  indéfini  dans  tous  les  sens.  Dam 
le  cas  contraire,  il  y  a,  comme  nous  le  savons,  des  édi- 
tions particulières  aux  limites,  qui  augmentent  beaucoup 
les  difficultés  du  calcul. 

La  valeur  initiale   de  ■—         connue  par  celle  de  y  qui 

est  une  donnée  nécessaire.  Quant  à  celle  de  ç,  elle  ré- 
sulte des  valeurs  initiales  des  composantes  de  la  vitt». 

—  ■>  ~r>  -î^t  qui  sont  iiéces!  ement  données.  Ces  trois 
dx     dy     di       ' 

fonctions  de  x,y,  z  déterminent,  à  une  constante  près,  l> 

fonction  ^  ;  et  comme  cette  cou   :anle  ne  peut  avoir  aucow 

inlluencc  sur  les    quantités  cherchées,    qui    s'obiïeowoi 

toutes  par  la  dillérentialion  de  la  fonction  ^>,  on  n'en  doil 

tenir  aucun   cotnple,  et  l'on  peut  considérer  la   fonelioa 

générale  tp  comme  connue  lorsqu'on  y  fait  f.  =  o. 

Le  problème  de  mécanique  est  donc  ramené  à  une  qnft- 
tion  de  calcul  intégral  dont  les  données  sont  complet» 
Nous  nous  bornerons  à  la  traiter  dans  quelques  cas  parti- 
culiers. 

198.  Superposition  des  effets.  —  Si  dans  ce  fluide,  sttf 
posé  indéfini  dans  tous  les  sens,  on  conçoit  divers  dus 
initiaux,  et  les  mouvements  partiels  qui  leur  con-espf»- 
dratent,  et  satisferaient  à  l' équation  (3),  il  est  facile  I 
reconnaître  que,  si  l'on  considère  un  nouvel  étal  iniwl 
résulta»  de  la  composition  des  premiers,  le  mouvemrft 
correspond  au  l  pourra  être  obtenu  à  une  époque  quelo» 
que  par  la  composition  des  mouvements  partiels  iclatifc ' 
la  mùmc  époque;  celle  toin position  éianl  entendue  il* 
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le  sens  ordinaire  pour  les  vitesses,  et  consistant  dans  une 
addition  algébrique  pour  les  condensations.  En  effet,  soient 
?u  ?*>  ?s?  etc.,  les  valeurs  de  y  correspondantes  aux  mou- 
vements partiels,  et  qui  satisfont  séparément  à  l'équa- 
tion (3);  posons 

?  =  ?i  "+"  ?a  "4-  ?  s  -f" 


•     •    •    • 


La  fonction  y  satisfera  elle-même  à  l'équation  (3),  et  re- 
présentera, par  conséquent,  un  mouvement  particulier  du 
fluide.  Sa  dérivée  par  rapport  à  t  sera  la  somme  de  celles 
des  fonctions  <pt,  <p9,  etc.  En  les  considérant  toutes  pour  la 
valeur  t  =  o,  on  en  conclura  d'abord  que  la  condensation 
initiale  du  fluide  dans  le  mouvement  représenté  par  <p  est 
la  somme  des  condensations  initiales  relatives  aux  divers 
mouvements  partiels;  et,  de  plus,  les  dérivées  de  <p  par 
rapport  à  x,y,  z  seront  les  sommes  de  celles  des  fonctions 
<j>!,  <p,,  <j>3,  etc.;  et  si  Ton  y  fait  t  =  o,  on  en  conclut  que 
dans  le  mouvement  représenté  par  y,  les  vitesses  initiales 
de  chaque  molécule  s'obtiennent  en  composant  celles  qui  se 
rapportent  à  la  même  molécule  dans  les  états  initiaux  par- 
tiels. Donc  l'état  initial  du  fluide  dans  le  mouvement  repré- 
senté par  <j>  est  identique  pour  les  condensations  et  pour  les 
vitesses  à  celui  que  nous  nous  proposions  de  déterminer; 
ces  deux  mouvements  sont  donc  identiques  à  une  époque 
quelconque.  Si  maintenant,  au  lieu  de  faire  t  =  o  dans  les 

fonctions  -7^1  -pN  -r*  -~»  on  attribue  à   cette  variable 
ai      dx     dy     dz 

une  valeur  quelconque,  ces  fonctions  seront  toujours  les 

sommes  de  celles  qui  correspondent  à  <pu  <p„  <ps,  etc.  Donc 

enfin  les  condensations  et  les  composantes  de  la  vitesse  dans 

le  mouvement  cherché  seront  à  chaque  instant  les  sommes 

algébriques  de  celles  que  l'on  observerait  à  la  même  époque, 

et  respectivement  aux  mêmes  points,  dans  les  mouvements 

déterminés  par  les  états  initiaux  partiels. 
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Mouvement  d'un  yaz  dans  un  tuyau  cylindrique  indéfini. 

199.  Supposons  un  cylindre  creux  indéfini,  dont  la  sec- 
tion orthogonale  soit  une  courbe  quelconque,  et  qui  soit 
rempli  d'un  gaz  homogène,  par  exemple  d'air  almosphf 
rique.  Dans  une  étendue  quelconque  de  ce  tuyau,  on  a  dé- 
placé les  molécules  de  telle  sorte  que  celles  qui  étaient  dit» 
une  même  section  orthogonale  y  soient  restées,  et  se  soient 
mues  parallèlement  aux  arêtes  du  cylindre  ;  puis  on  a  im- 
primé à  toutes  ces  molécules  des  vitesses  parallèles  à  ce 
■liâtes  et  égales  pour  celles  cp  sont  dans  une  même  ac- 
tion, et  ensuite  on  a  abandoi  I  le  fluide  à  lui-même,  sus 
introduire  aucune  fort»  extérieure.  II  s'agit  de  détermine! 
toutes  les  circonstances  'ement  qui  en  résultera. 

Nous  remarquerons  d'abord  [ue  le  mouvement  de  tonte 
les  molécules  situées  dans  une  même  section  sera  le  mbat, 
et,  de  plus,  parallèle  aux  arêtes  du  cylindre.  Si  donc  m 
prend  cette  direction  pour  i  de  l'axe  des  x,  la  conden- 

sation y  el  la  vitesse  u  ou  -^  ne  dépendront  que  de  x  et  i. 

Lu  équations  du  problème  seront  done 


™  dt-  dx' 

et  si  l'on  suppose  que  les  vitesses  initiales  soient  exprime 
par  la  foncLiou  d/f-'-'}.  et  les  condensations  initiales  p»' 
y_(j-),  on  devra  avoir 

L'imégiulc  de  l'équation  (i)  est 
(3)  ,  =  K,(.r-f  «f)+/(jr  —  „.), 
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F,  zt  f\  désignant  des  fonctions  arbitraires,  dont  nous  re- 
présenterons les  fonctions  dérivées  par  F  et  f.  Les  équa- 
tions (a)  donneront,  pour  déterminer  ces  fonctions,  les 
deux  conditions  suivantes  : 

d'où  Ton  tire 

Si  maintenant  on  différentie  l'équation  (3)  par  rapport  à  x 
et  à  t,  on  trouvera,  d'après  les  valeurs  qui  viennent  d'être 
déterminées  pour  les  fonctions/et  F, 

\|/  (x  -f-  at)  —  <*x(x  "+"  "0       'J*  (•* —  fl^)~H  "xf* —  fl0 
//  ss  .————————————  -f-    ■  ■■     .i i  ■  , 

2  a 

>J/  (x  —  at)-\-a%  (x  —  at)       \|j  (x  -+-  at)  —  a-£  [x-\-at] 

g£  **   — ~"~  i      i  i  ■  — —  ■   ■      ■  ■        ■       .       ■  « 

Mais,  pour  plus  de  simplicité,  nous  conserverons  les  fonc- 
tions F  etfy  et  nous  aurons  les  formules  suivantes  : 

(4)  «  =  F(*  4-*0  -hf(x-at), 

(5)  ay  =  —  F  (x  -+-  at)  -+-/(x  —  «/). 

Les  fonctions  ^  et  ^  étant  données  pour  toutes  les  valeurs 
de  la  variable  entre  —  oo  et  4-  oo  ,  on  connaîtra  u  et  y  pour 
des  valeurs  quelconques  de  x  et  t . 

Si  Ton  veut  connaître  le  mouvement  des  molécules  com- 
prises dans  une  section  particulière,  qui  dans  l'état  initial 
correspondait  à  l'abscisse  a,  il  faudra,  dans  l'équation  (4), 

remplacer  u  par  —  >  et  intégrer  celle  que  Ton  obtient  par 

là  entre  x  et  f.  On  connaîtra  ainsi,  en  fonction  du  temps, 
l'abscisse  des  molécules  en  question.  La  constante  que  cette 
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intégration  introduira  sera  déterminée  pat  la  gmAmb 
que  pou  l»D  on  ail  x  =  at.  Il  sera  inutile  de  s'occupe 
de  la  vitesse  initiale,  puisque  la  valeur  générale  de  ■■  «lis- 
fait  à  la  condition  des  vitesses  initiales  pour  tous  les  point.' 
du  fluide. 

200.  Examinons  le  cas  particulier  où  1  'ébranlement 
initial  est  limité,  et  s'étend  par  exemple  depuis  x  ^rojas- 
qu'à  X  = /,  ou  depuis  l'origine  A  jusqu'en  B  (,fîg.  i3). 

Alors  les  fonctions  donné<«  "îr  $>  et  y_  sont  nulles  pont 
toute  valeur  de  la  variable  „  petite  que  o  ou  plus  grands 

que  /;   et   il  en  est  de  par  conséquent,  des  foor- 

tions  F, _/".  Nous  pari  e  discussion  eu  trois  jar- 

ties,  correspondante*  .  égions  dans  lesquelles  IV- 

branlement  initial  ss  x. 

i"  Considérons  u    «i    point    quelconque  M  «t 

dehors  de  AB  el  du  a  positifs,  c'est-à-dire  pont 

lequel  onai>/;  ...  ..^««.jr.s  t  >.  o,  ce  cjuî  veutdirr 
que  nous  considérons  les  époques  postérieures  à  celle  ipii 
est  prise  pour  origine  des  temps. 

Dans  ce  cas,  on  a 

a  +«(>/, 

et,  par  conséquent, 

F(.r +  <«}  =  «,    /(*  +  «)  =  o. 

Les  formules  (4)  et  (5)  se  réduisent  donc  aux  (croies  ud 
entre  x~~  at,  et  l'on  a 


(6) 


d'où  résulte,  entre  la  vitesse  et  la  condensation,  la  relation 
remarquable 
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Mais,  pour  que  ces  valeurs  de  u  et  y  ne  soient  pas  nulles, 
il  faut  que  Ton  ait 

x  —  at  <  /     et     x  —  at  >  o, 

ou 

^  x  —  i         ^x 
a  a 

Ainsi,  le  point  M  reste  en  repos  jusqu'à  l'époque  pour  la- 
quelle on  a 

x~l       BM 

'=  —  =—* 

il  est  en  mouvement  jusqu'à  celle  où  l'on  a 

_  x  _  AM 
a  a 

puis  il  retombe  au  repos  et  y  reste  indéfiniment.  Le  mou- 
vement se  propage  donc  dans  le  sens  BX  avec  une  vitesse 
égale  à  a,  et  subsiste  en  chaque  point  pendant  un  temps 

égal  à  -  *,  de  sorte  que  la  partie  ébranlée  renferme  les  molé- 
cules qui  occupaient  une  longueur  /  dans  l'état  primitif,  et 
semble  se  mouvoir  avec  la  vitesse  a  en  présentant  constam- 
ment le  même  aspect,  puisque  la  variable  x  —  at  y  a.  toutes 
les  valeurs  comprises  entre  o  et  /.  Mais  ce  mouvement  n'est 
qu'une  simple  apparence  ;  cette  onde  est  composée  de  mo- 
lécules qui  se  remplacent  à  chaque  instant,  et  Ton  peut  dire 
que  c'estla  figure  géométrique  qui  se  meut  avec  la  vitesse  a, 
et  non  les  molécules  de  fluides  qui  y  sont  comprises. 

Le  déplacement  d'une  tranche  quelconque  retombée  au 
repos  est 

Xudty        ou  /        /(x  —  at)  dt. 

-I  Jx-l 
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ou  à    I    f  (z)  dz   en  posant  x —  n(  =  a.   Si   donc  «lie 

intégrale,  qui  dépend  de  l'état  initial,    n'est  pas  nulle,  ii 
y    a  un   déplacement  commun    à    toutes    les    trancha. 

Or    |     X  (r)  ^*  =  "i   évidemment;   le    déplacement  « 
doue    /     ty  (  z)  dz.  Ou  le  retrouve  dans  les  autres  cm  qii 

suivent. 

a"  Considérons  maintenant  un  point  M'  pour  lequel  m 
ait  X  <  o,  et  à  plus  forte  raison  x  —  at  <^  o.  On  auradon 

F(*-  .r)  =  o,   f{x-*t)  =  Q, 

et  les  formules  (4)  et  (5)  se  réduisent  aux  termes  où  entre 
x  -+-  al;  on  a  ainsi 


(7) 


U7=-v(, 


u). 


On  a  encore,  au  signe  près,  le  même  rapport  consuM 
entre  la  vitesse  et  la  condensation  ;  il  est  exprimé  par  !'«• 
quation 

On  reconnaît  facilement  que  les  valeurs  de  u  et  y  ne  seront 
difl'érentes  de  zéro  que  si  l'on  a 


r>—  - 


ou  encore 


AM' 


t  +  al  <  /, 
BM' 


il  résulte  de  là,  comme  on  devait  s'y  attendre,  que  le  mm>- 
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vement  se  propage  dans  la  partie  ÀX;  comme  dans  la  par- 
tic  BX,  avec  une  vitesse  a  ;  que  tout  point  se  meut  pendant 

le  temps  ->  et  que  la  partie  ébranlée,  ou  l'onde,  a  une  lon- 
gueur /,  en  admettant,  comme  nous  le  ferons,  qu'on  ait 

I     $(z)ds  =  o;   qu'elle  est   toujours  constituée  de  la 

même  manière  et  se  déplace  uniformément  avec  la  vitesse  a 

dans  le  sens  des  x  négatifs. 

3°  Considérons,  en  dernier  lieu,  un  point  M'  entre  A 

et  B,  on  aura 

x  >  o,     x  <  /, 

de  sorte  que  x  —  at  et  x  -+-  at  resteront  pendant  un  cer- 
tain temps  compris  l'un  et  l'autre  entre  o  et  /,  et  tous  les 
termes  des  formules  (4)  et  (5)  subsisteront.  Mais  x  ■+-  at 
deviendra  ^>  /  après  l'instant  pour  lequel  on  aura 

at  =  BM", 

et,  depuis  ce  moment,  les  fonctions  de  x-\-at  seront  nulles. 

De  même,  x  —  at  deviendra  négatif  après  l'époque  pour 

laquelle  on  aura 

at  =  AM". 

Ainsi,  on  considérera  les  termes  en  x  -+-  ai  qui  se  rappor- 
tent à  l'onde  qui  marche  vers  les  x  négatifs,  jusqu'à  ce  que 
le  point  C  soit  arrivé  en  M"  en  se  mouvant  avec  la  vitesse  a  \ 
on  considérera  les  termes  en  x  —  at  qui  se  rapportent  à 
Fonde  qui  marche  vers  les  x  positifs,  jusqu'à  ce  que  le 
point  A,  se  mouvant  avec  la  vitesse  a,  soit  arrivé  en  M". 
Et,  par  conséquent,  si  l'on  considère  les  deux  parties  qui 
composent  les  formules  (4)  et  (5)  comme  exprimant  res- 
pectivement les  vitesses  et  les  condensations  dans  deux 
ondes  distinctes,  et  que  l'on  suppose  que  chacune  de  ces 
ondes  se  déplace  avec  une  vitesse  a,  Tune  dans  un  sens,  et 
l'autre  dans  l'autre,  en  conservant  toujours  la  même  con- 
II.  7  1 
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stituiiou,  "U  mira.  ;i  OÙ  instant  quelconque,  l'état  du  llmir, 

eu  plaçant  ces  deux  ondes  dans  la  position  où  leur  roonw- 

ment  les  aura  amenées  à  celle  époque,  et  superposant  lu 

condensations  et  les  vitesses  dans    les   parties  où  e\\av 

pénétreront,  si  elles  ne  sont  pas    encore  entièrement  v- 

parées. 

On  aurait  les  étals  antérieurs  à  l'époque  prise  pour  ori- 
gine des  temps,  en  faisant  marcher  respectivement  en  tau 
contraire  ces  mêmes  ondes,  avec  la  vitesse  a,  pendant  tu 
temps  égal  à  l'intervalle  qui  sépare  l'époque  ci»  qucsiiw 
de  l'origine  des  temps. 

201.  Nous  venons  de  voir  qu'un  ébranlement  iniiwl 
d'une  longueur  linîe,  où  la  vitesse  moyenne  est  «nllr. 
donnait  naissance  à  deux  on  e  même  longueur,  animée* 

de  vitesses  égales  et  de  sens  traire.  Mais  il  est  posnUi 
que  l'une  de  ces  ondes  n'existe  îs.  La  première,  par  ewn- 
ple,  qui  correspond  aux  formules  (6),  disparaîtrait  si  l'on 
avait  pour  toutes  les  valeurs  de  z  comprises  entre  o  et  l, 

+  («)  +  «*(*)  =  <>. 

U  n'existerait  alors  que  l'onde  qui  correspond  aux  for 
mules  (7).  Et  de  même  celle-ci  n'existerait  pas,  et  la  pre- 
mière subsisterait  seule,  si  l'on  avait 

Ainsi,  pour  qu'il  n'y  ait  qu'une  seule  onde,  il  est  necessjire 
et  suffisant  que  le  rapport  de  d<  (z)  à  y  (z)  so«i  +aon  —  «i 
ou,  en  d'autres  termes,  que  dans  l'étal  initial  le  rapport  dr 
la  vitesse  à  la  condensation  en  un  point  quelconque  de  I* 
partie  ébranlée  soit  -fnou  —  a. 

Mouvement  d 'un  gai  dans  un  tuyau  limité  dans  un  sent. 
Nous  venons  de  voir  quelle  est  la  loi   du  mouvement 
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dans  un  tuyau  indéfini  dans  les  deux  sens.  Examinons 
maintenant  la  modification  qu'elle  subit  lorsque  le  tuyau 
est  limité  dans  un  sens  et  terminé  par  un  plan  fixe,  ou  en 
communication  avec  un  immense  réservoir  de  gaz  soumis 
à  une  pression  constante,  par  exemple  avec  l'atmosphère. 
Nous  discuterons  séparément  ces  deux  cas. 

202.  i°  Cas  d'un  tuyau  fermé.  —  Supposons  d'abord  le 
tuyau  terminé  par  un  plan  fixe,  et  comptons  les  x  positifs  à 
partir  de  ce  plan,  et  dans  le  sens  du  tuyau. 

Nous  avons  admis  généralement  que  les  molécules  pri- 
mitivement en  contact  avec  une  paroi  y  restent  constam- 
ment appliquées.  Ainsi,  dans  le  cas  actuel,  la  section  cor- 
respondante à  x  =  o  aura  une  vitesse  nulle  à  chaque 
instant;  c'est-à-dire  que  l'on  aura 

(i)  fa  —  *     P°ur    X1=0> 

quel  que  soit  t.  Cette  nouvelle  condition  devra  être  jointe 
à  celles  qui  résultent  de  l'état  initial  du  gaz  qui  est  donné 
dans  toute  l'étendue  du  tuyau,  c'est-à-dire  pour  toutes 
les  valeurs  positives  de  x.  Nous  représenterons  toujours 
par  i(x)  et  x(x)  'a  vitessc  et  'a  condensation  initiales; 
ces  fonctions  ne  seront  données  que  pour  les  valeurs  posi- 
tives de  la  variable,  et  sont  entièrement  arbitraires  pour 
ses  valeurs  négatives.  C'est  cette  indétermination  qui  per- 
mettra de  satisfaire  à  la  condition  relative  à  l'extrémité;  car 
nous  avons  vu  que,  lorsque  ces  fonctions  sont  données  pour 
toutes  les  valeurs  de  la  variable,  la  valeur  de  <p  est  complè- 
tement déterminée,  et  on  ne  peut  plus  l'assujettir  à  aucune 
condition  particulière. 

La  valeur  générale  de  <p  qui  satisfait  à  l'équation  différen- 
tielle sera  toujours 

(a)  <p=  F,(*  -h  <*t)  +  fil*-  —  <*t). 

21  . 


(3)  F(  =  )+-/(- 

Au  moyen  de  culte  équation, 
données  pour  les  valeurs  pos 
connues  pour  ses  valeurs  né 
uni  z  positif,  on  en  tirera 

/(-*)  = 

ce  qui  fait  connaître /pour  te 
la  variable. 

Et  si  l'on  change  zco  — --■ 
l'on  suppose  encore  z  positif, 

!■'(-')  = 

équation  qui  fera  connaître  F  j 
tïves  de  la  variable. 

Ces  conditions  peuvent  se  n 
d'une  manière  très-simple.  Si 
tendue  de  l'axe  des  .r,  les  conrl 

r  =  *{*).    . 

eu  géométrique  composé 
conque  des  deux  qui  est  située 
a  partie  de  l'autre  qui  est  situ 
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comme  nous  l'avons  déjà  vu,  par  les  fonctions  <j<  et  £  qui 
sont  données  dans  chaque  cas  particulier. 

Celte  construction,  qui  n'est  que  la  représentation  des 
conditions  analytiques,  pourra  toujours  les  remplacer,  et 
facilitera  quelquefois  les  discussions. 

On  voit  ainsi  comment  la  condition  (i),  qui  exprime 
l'immobilité  d'une  tranche  du  gaz,  conduit  à  la  connais- 
sance complète  des  fonctions  F  ctfj  et  par  conséquent  à  la 
solution  de  la  question  proposée. 

La  valeur  de  -j-  ou  de  la  vitesse  u,  et  la  condensation  y, 

ou î  /  '   seront  exprimées  de  la  manière   suivante, 

d'après  l'équation  (2)  : 

(4)  «  =  F  (*  +  «f  )  -h/(x  —  at)y 

(5)  «7  =  —  1?  (x -{- at)  +  f(x  —  at). 

Ces  formules  conduisent  d'abord  à  cette  conséquence  re- 
marquable, qu'à  une  époque  quelconque,  eu  deux  points 
situés  de  part  et  d'autre  du  plan  fixe  et  à  égale  distance,  la 
vitesse  est  la  même  au  signe  près,  et  la  condensation  est  la 
même.  En  effet,  si  dans  u  on  change  x  en  —  x  et  qu'on 
désigne  par  ut  sa  nouvelle  valeur,  on  a 

//,  =  F(— *-+-«/)+/(—  x— <?*)  =  — fix — m)— F(x+*f)=— w, 

et  de  même  en  changeant  x  en  —  x  dans  ay,  on  trouve 

<i7,  =  F(— x-\-at)+f{  —  x  —  at)=f(x  —  ni)  —  F(x  +  at)=<iy. 

Celle  propriété,  qui  subsiste  quel  que  soit  f,  exisle  pour 
tz=Oj  c'est-à-dire  dans  l'état  initial,  et  nous  insisterons 
particulièrement  ici  sur  la  manière  dont  on  exprime  dans 
le  calcul  les  conditions  relatives  aux  limites  des  systèmes. 
L'équation  différentielle  partielle  serait  satisfaite  dans  Je 


M 

moimruem  <1»  gu  homogène  qui  serait  renfermé  <tn*  k 
tuyau  prolongé  indéfiniroenl.  Or,  on  petit  disposer  anVtn» 
rement  de  l'état  initial  de  tout  l'espace  dans  lequel  mi 
prolonge  le  système:  et  tonte  la  difficulté  est  de  tram» 
comment  il  faut  le  choisir  pour  qu'en  abandonnant  rsstntr 
le  système  total  à  lui  -même,  sans  teni  r  compte  de*  conf- 
iions physiques  qui  existaient  anx  limites,  ces  condiùow* 
trouvent  remplies  d'elles-mêmes  à  chaque  instant.  Si  Toi 
peut  y  parvenir,  la  question  <J"  lyslénoe  limité  rentre  du> 
la  question,  toujours  ]  ,  du  système  indéfini  im 

lequel  l'état  initial  est  ivui 

Dans  le  cas  actuel,  il  csl  de  prévoir  ce  qnelecilcal 

nous  a  anuoncé  relativement  à  l'étal  initial  qu'il  (allait 
donner  au  fluide  dans  le  prol  ngeunent  du  tube  du  rôlr 
des  s  négatifs.  Eu  <  ,  en  don  lant  aux  molécules  situé» 
dans  des  sections  équïi  de  l'origine,   des  vitesse 

égales  et  de  signes  contra.,^,  .  y  supposant  des  condeuw- 
lions  identiques,  tout  est  symétrique  par  rapport  à  l'ori- 
gine; et,  en  supprimant  le  plan  fixe,  les  molécules  qui  le 
remplaceront,  étant  à  chaque  instant  sollicitées  partie 
forces  égales  cl  contraires,  resteront  perpétuellement  eu 
repos. 

203.  Examinons  en  particulier  le  cas  où  l'ébranlement 
initial  ne  s'étend  qu'entre  les  abscisses  d  et  rf-t-/.  Alon 
les  fonctions  F  et  /sont  nulles  pour  toutes  les  valeurs  po- 
sitives de  la  variable,  qui  ne  sont  pas  comprises  entre  rfet 
d-i-l,  et,  d'après  l'équation  (3),  pour  toutes  les  valeurs 
négatives  non  comprises  entre  —  d  et  —  d —  ï.  C'est  « 
que  représente  la^/îg.  «4,  dans  laquelle 

AB  =  AB'  =  il,     et     BC  =  B'  C  =  /. 

La'partie  BC  de  l'ébranlement  va  donner  naissance  à 
deux  ondes  animées,  l'une,  de  la  vitesse  H-  a.  l'autre,  it 
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la  vitesse  — a.  La  partie  B'C  donnera  naissance  à  deux 
ondes  qui  seront  constamment  symétriques  des  deux  autres 
par  rapport  au  point  A.  Lorsqu'elles  seront  arrivées  Tune 
et  l'antre  en  A,  elles  continueront  leur  marche  et  se  péné- 
treront en  se  superposant,  d'après  le  principe  démontré 
généralement. 

D'où  l'on  voit  que  l'eflet  dans  le  tuyau  fermé  AX  est  le 
même  que  si  Tonde  qui  marche  de  BC  vers  le  plan  iixe  A, 
en  arrivant  à  ce  plan,  se  repliait  sur  elle-même,  de  telle 
sorte  que  ses  diverses  parties,  conservant  la  même  conden- 
sation et  la  même  vitesse  en  sens  contraire,  se  superposas- 
sent toujours  avec  les  parties  correspondantes  à  la  même 
abscisse  et  qui  marchent  encore  vers  le  plan  fixe.  Et  lors- 
que la  seconde  extrémité  de  Tonde  partie  de  BC  est  arrivée 
en  A,  Tonde  entière  se  trouve  tournée  en  sens  inverse,  et 
marche  indéfiniment  du  côté  des  x  positifs.  C'est  en  cela 
que  consiste  la  réflexion  d'une  onde  plane  contre  un  plan 
qui  lui  est  parallèle.  Cet  eflet  se  produit,  quelle  que  soit  la 
longueur  de  la  partie  ébranlée  BC  $  clic  peut  s'étendre  in- 
définiment depuis  le  plan  A  jusqu'à  x  =  00  ;  elle  peut  avoir 
une  longueur  infiniment  petite.  Et  si  Ton  trouve  avanta- 
geux, dans  certains  cas,  de  partager  l'ébranlement  en  por- 
tions infiniment  petites,  il  suffira  toujours  de  superposer  les 
effets  correspondants  à  chacun  de  ces  éléments,  après  un 
temps  quelconque,  pour  avoir  l'effet  qui  correspondrait  a 
l'ébranlement  proposé,  après  ce  même  temps. 

204.  a°  Cas  du  tuyau  ouvert.  —  Supposons  maintenant 
que  le  tuyau  soit  ouvert  en  A  et  en  communication  avec  un 
réservoir  de  gaz,  indéfini  en  tous  sens,  comme  par  exemple 
l'atmosphère;  nous  avons  admis  généralement  que  la  pres- 
sion qui  a  lieu  à  la  surface  de  communication  est  toujours 
la  même  que  celle  qui  a  lieu  dans  le  réservoir,  et  que  nous 
supposerons  constante.  C'est  cette  pression  qu'on  observe- 


«il  damnlr  gmim  tsravca  éqwitîbre ;  cl  y  exprime  li«j- 
■wurii»  de  la  dcatàlé,  »  partir  «le  celle  «roi  correspond  j 
t*t  étal  deqmlïfare. 

OU  praé,  oaamra,  poariMts  )<>«  points  du  tuyau. 


.', 


i*J 


*  =  o ,       .j  i  ;  e!  que  s 


>ons  représenterons  encore  par  y-(x),  x(x)  la  vitesse  rf 
la  condensation  initiales.  Ce  Mot  des  fonctions  donnes 
entre  X=o,  x=so,  et  complètement  arbitraires  enW 
X  =  o,  x  =  —  tu.  C'est  encore  celte  in  dé  termi  Dation  qui 
permettra  de  satisfaire  à  la  condition,  relative  à  rrxlremiir 
L'intégrale  générale  de  l'équation  (  i  )  est  e 


.  =  F,V 


«■)+/(*—  at). 


et  la  condition  (a)  conduit  à  l'équation  suivante,  dans  li- 
qnelle  z  est  tout  à  fait  indéterminé  en  grandeur  et  en  signe, 
et  F,  /sont  encore  les  denrées  des  fonctions  F„/„ 


(3) 


F(.)  =/(-.). 


De  sorte  que  si  l'on  considère  les  courbes  ayant  pour  cau- 
tions 

le  lieu  géométrique  composé  de  la  partie  de  l'une  quel- 
conque des  deux  qui  est  située  du  côté  des  .r  positifs,  et 
de  la  partie  de  l'antre  située  du  côté  des  x  négatifs,  sera 
symétrique  par  rapport  à  l'axe  àeajr.  Ainsi,  au  moyen  <k 
l'équation  (3),  les  fondions  F,  fy  qui  n'étaient  donnée», 
d'après  if  ei  y,  que  pour  les  valeurs  positives  de  la  variable, 
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sont  déterminées  pour  ses  valeurs  négatives.  Et  Ton  peut 
encore  remarquer,  dans  ce  cas  comme  dans  le  précédent, 
que  la  question  est  la  même  que  si  Ton  supposait  le  tuyau 
indéfiniment  prolongé  vers  les  x  négatifs,  pourvu  qu'on 
donnât  au  gaz,  dans  ce  prolongement,  un  état  initial  repré- 
senté par  les  valeurs  de  F  et  f  que  nous  venons  de  déter- 
miner pour  les  valeurs  négatives  de  la  variable. 

Les  valeurs  de  u  et  y  seront  représentées  par  les  formules 
suivantes  : 

(4)  «  =  F  (*  +  at)  -hf(x  —  «0» 

(5)  ay  =  ♦—  F(x  -f-  <it)  -hf(*  —  at). 

Si  Ton  change  x  en  — x  dans  les  équations  (4)  et  (5),  on 
trouve,  en  ayant  égard  à  l'équation  (3)  et  représentant  par 
"d  7t  les  nouvelles  valeurs  de  u  et  y, 

//,=  F  (~jt -h  «/)-+-/(—  x  —  at)  =  f(x— at)+F(x+at)=u> 

«7,  =  —  F  (  —  x  -f-  at)  +/(  —  x  —  at) 
=  —  /(*  —  at)  -h  F(x  •+■  at)  = — ay. 

Ainsi,  en  deux  points  quelconques  situés  de  part  et  d'autre 
et  à  égale  distance  de  l'origine,  les  vitesses  sont  égales  et  de 
même  sens,  et  les  condensations  égales  et  de  signes  con- 
traires. 

Cette  disposition,  qui  a  lieu  à  chaque  instant,  a  lieu 
aussi  dans  l'état  initial.  Ainsi,  dans  le  cas  d'un  tuyau  ou- 
vert, le  moyen  de  ramener  la  question  à  celui  d'un  tuyau 
indéfini  consiste  à  supposer  le  tuyau  prolongé  et  rempli 
d'un  gaz  identique  au  premier,  et  disposé,  au  commence- 
ment du  mouvement,  de  manière  que  deux  points  égale- 
ment distants  de  l'origine  et  de  côtés  diflerents  aient  des 
vitesses  égales  et  de  même  sens,  et  des  condensations  égales 
et  de  signes  contraires. 


ÏOÎi.  E\auiiitcti!ï  1      l*  particulier  ou  l'ébranlement  ihi 

liai  donne  b  nm   tiraànf  fcnîe    BC    (,/ig.   i5)   compii* 

entre  le*  alKCMSiCs  r.  «   4  —  /.   Alors   les  fonction»  F.  / 

soûl  imii»  iiou!  runes  les  valeurs  de  la  variable  qui  re 

soin  lia*  cnmpriv.*  tulrv  fi  et  el  -f-  /;  et,  d'après  leqna- 

liiir.  ";-..  noir  icralf*  les  valeurs  négatives  non  compris 

e!llr.    —  ,-.  c:  —//—/.  Elles   sont    représentées  par  I* 

couru»  tract»  sur  la  tiçnrc.  Or,  d'après  le  prinei|>edc$u- 

n?nn»ni'ii..  ]«  f«ade$  correspondantes  à  chacun  desébran- 

t-niexiir  I«C.  Crî  «•  propageront  avec   une  vitesse  ton- 

suï.I'  ..  lt-  brti  -Tni  tont  en  s'cloignant  de  A  ne  donne n1 

iiexi  snnrnt  remarque  particulière.  Quant  aux  deux  au- 

:«*  «»  arrïcri*:  ensemble  au  point  A  el  conliuummi 

m   w-î*  n  *  raperposant  dans  les  points  communs. 

Ajens  ê  «ruade  extrémité  de  chacune  sera  arrivée  en  A. 

-.n-c:  Misèrent  entièrement  séparées,  et  celle  qui 

-*   it-nar  **  C  B  leis  A  continuera  son  mouvement  \cn 

».  j  iwixifc  «qu'a  TinGni.  De  sorte  que  dans  le  tin» 

_     -■,--   et  A.  Ki  réflexion  qui  se   fait    en  Ce  p-im  ; 

-*.-.,.--:■■  :•■■-.'  eiîet  de  produire  cette  dernière  onde. 

■-..-.  !-r.::e  fonde  réfléchie  et  Tonde  incidente  .'<-- 

.,  :  ...  ..  -eauque  faite  précédemment,  relativement  .m\ 

.,.::-  ?u    fi.:  J«  abscisses  égales  et  de  signes  contraint. 

.  ;  s-..  '  <.n.:e  incidente  continuant  sans   altération  son 

..  .-«  i:  .'a  côté  des  x  négatifs,  il  .suit  de  la  reminp- 

x    -i -4»  rappelons,  que,   pour  avoir  Tonde   réfléchi.-,  il 

.j.      m»\ioir  que  chacun   des  éléments    de   Tonde  inri- 

-m:    £-rî»anl  en  A,  se  replie  sur  lui-même  avec  la  v- 

4-*r  c   nui*  de  telle  sorte  que  la  vitesse  absolue  des  m- 

j^t>  *  rt*ic  la  même  en  grandeur  et    en   signe,  t.nul- 

m  u  tfwdcnsation  a  changé  de  signe  sans    changer  u- 

tarquer  que  si  celle  onde  réfléchie  allait  il. 
irer  une  ouverture  communiquant  a\e<  un 
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réservoir  indéfini ,  elle  subirait  une  nouvelle  réflexion 
suivant  les  mêmes  lois,  cl  redeviendrait  identique  avec  la 
première  onde  incidente.  Et  cet  effet  se  reproduirait  indé- 
finiment. 

Mouvement  d'un  yaz  dans  un  tuyau  limite  dans  les 

deux  sens. 

206.  Lorsqu'un  tuyau  est  limité  dans  les  deux  sens,  il  se 
passe  à  ses  deux  extrémités,  ouvertes  ou  fermées,  des  effets 
semblables  à  ceux  que  nous  venons  de  considérer.  Chaque 
élément  de  l'ébranlement  donne  naissance  à  deux  ondes 
qui  marchent  en  sens  inverse,  et  vont  successivement  se  ré- 
fléchir aux  deux  extrémités,  suivant  les  lois  que  nous  Venons 
d'établir.  On  peut  reconnaître  ainsi  la  périodicité  de  ce 
mouvement  et  la  durée  de  la  période. 

Considérons,  par  exemple,  un  tuyau  fermé  à  ses  deux 
extrémités.  Un  élément  infiniment  petit  de  l'ébranlement 
initial  donnera  lieu  à  deux  ondes  élémentaires.  Suivons 
la  marche  de  l'une  des  deux.  Parvenue  à  l'extrémité,  elle 
sera  réfléchie  de  manière  que  la  condensation  soit  restée  la 
même,  et  la  vitesse  la  même  au  signe  près  ;  arrivée  à  la  se- 
conde extrémité,  elle  est  de  nouveau  réfléchie,  en  conser- 
vant la  même  condensation  et  la  même  vitesse  au  signe 
près  ;  elle  est  donc  revenue  au  même  état  qu'au  nioment 
du  départ.  Or,  elle  reprendra  sa  position  initiale  après 
avoir  parcouru,  avec  la  vitesse  a,  un  espace  égal  à  deux 
fois  la  longueur  du  tuyau  ;  et  il  en  sera  de  même  de  tous 
les  éléments  de  l'ébranlement  primitif;  et,  par  conséquent, 
à  ce  même  moment,  l'état  du  gaz  dans  le  tuyau  entier  sera 
identique  avec  l'état  initial.  Les  étals  subséquents  seront 
donc  les  mêmes  que  ceux  qui  ont  déjà  eu  lieu,  et  ce  mou- 
vement se  reproduira  périodiquement.  Si  Ton  désigne  par  / 
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la  longueur  du  tuyau,  la  durée  de  la  période  sera  —  h    j 
raisonnement  analogue  montrerait  que,  dans  le  tuyanoo- 
vert  aux  deux  extrémités,  l'état  du  gaz  redevient  encwelr 
même  lorsque  l'otide  élémentaire  a  parcouru  l'espace  il.      ' 

Mais  si  le  tuyau  est  fermé  d'un  coté  et  ouvert  de  l'utit. 
1rs  choses  ne  se  passent  plus  tout  à  fait  de  la  même  mi- 
nière; comme  il  faut,  pour  que  l'état  du  gaz.  soit  redetrao     | 
le  même,  que  l'onde  élémentaire  ait  subi  deux  fois  la  min* 
espèce  de  réflexion,  et  <|  i  deux  extrémités  en  produi- 

sent d'espèces  différentes,  il  s<  a  nécessaire  que  cette  omtr 
ait  parcouru  quatre  fois  la  loi     ueur  du  tuyau,  cl,  parcoo- 

sétiueni,  la  durée  de  \a  le  sera  — ■ 

Ou  désigne  sous  le  nom  'ration  un  petit  mouvement 

qui  se  reproduit  périodiquement;  et  l'on  reconnaît, Mipta 
sioue,  que  le  sou  qui  en  est  d'au  tant  plus  aigu  (pif  k 

nombre  de  vibrations  faites  îs  un  même  temps  est  pla- 
grand.  Il  suit  de  la  discussion  précédente  que  le  son  raidi 
par  un  tuyau  ouvert  ;i  une  extrémité,  et  fermé  à  l'autre. 
est  à  l'octave  au-dessous  de  celui  que  rendrait  ud  tuyau  At 
même  longueur,  ouvert  ou  fermé  à  ses  deux  extrémités. 

II  est  bon  de  remarquer  que  la  durée  que  nous  avons 
reconnue  pour  la  période  est  une  limite  supérieure.  Noos 
avons  prouvé  qu'après  cet  intervalle  on  retombe  identique- 
ment sur  le  même  étal  du  gaz,  et  généralement  on  n'y  re- 
tombera pas  auparavant.  Mais  il  est  possible  que  l'état 
initial  soit  tel,  qu'il  se  reproduise  identiquement  avant  qw 
cet  intervalle  soit  achevé;  cette  période,  plus  petite,  * 
pourra  évidemment  être  qu'un  sous-multiple  de  la  pre- 
mière. IVous  ne  faisons  qu'indiquer  ce  résultat  que  nous 
retrouverons  tout  à  l'heure  dans  la  discussion  directe  rt 
complète  des  trois  cas  que  nous  venons  d'examiner  rapide- 
ment. 
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207.  i°  Cas  d'un  tuyau  formé  à  ses  deux  extrémités. 
—  En  désignant  par  /  la  longueur  du  tuyau  AB  (fig*  16)  et 
conservant  toujours  les  mêmes  notations,  nous  aurons  à 
satisfaire  aux  équations  suivantes  : 

dtù 
(a)  -y-  =  o     pour     x  =  o     et  pour     x  =  ly 

L'intégrale  générale  de  1  equation'(i)  est 

<p  =  F,  (x  -f-  at)  +/  (x  —  /if  ). 

La  condition  (2),  relative  à  jc  =  o,  conduit  à  l'équation 
suivante,  dans  laquelle  z  désigne  une  quantité  arbitraire  : 

(4)  F  (.)+/(-»)  =  0. 

La  même  condition  (a),  considérée  pour  x  =  l,  donnera 

(5)  F(/+  s)+/(/—  s)  =  o. 

Les  fonctions  F  et  y*,  qui  se  déduisent,  comme  nous  l'avons 
déjà  fait  voir,  des  fonctions  données  <(/,  £,  ne  sont  déter- 
minées, comme  ces  dernières,  que  pour  les  valeurs  de  la 
variable  qui  sont  comprises  entre  o  et  /.  Les  équations  (4) 
et  (5)  vont  les  déterminer  complètement,  et  Ton  saura 
alors  quel  devrait  être  l'état  initial  du  gaz  dans  un  tuyau 
indéfini  dans  les  deux  sens,  pour  présenter  entre  o  cl/ 
tous  les  mêmes  effets  qui  vont  se  produire  dans  le  tuyau  en 
question. 

L'équation  (4)  exprime,  comme  nous  avons  déjà  eu  oc- 
casion de  le  remarquer,  que  si  Ton  considère  les  courbes 
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inenl  au  peint  B.  Ce  lieu  ayar 
infinité  d'autres,  distants  les 
quantité  l,  et  situés  à  droite 
comme  l'indique  la  figure,  I 
fonctions  F  ct^'est  périodiqu 
et  conserve  la  même  valeur  qi 
nu  diminue  de  il. 

Celle   propriété   importante 
être  déduite  des  équations  (4 
dernière  on  change  icn:+l 

*(«!  +  •) -*-J 

résultat  qui,  combiné  avec  l'éq 
soît  s, 

F(--)  =  F(: 

d'où  il  résulte  que  la  fonction 
période  se  rapporte  à  l'étendue 
verail  semblablement  la  pério 
changerait  z  en  z  —  /  dans  vi 
i  ait 

F(î)+/(a/. 

et,  en  venu  de  l'équation  (  4  ), 
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en  signe,  prouve  que  la  fonction  .f  est  périodique,  et  que, 
de  môme  que  pour  la  fonction  F,  la  période  se  rapporte  a 
Tétenduc  a  /  de  la  variable. 

Cela  posé,  on  déduira,  comme  précédemment,  de  la  va- 
leur de  o, 

u  =  F  ( x  -+-  ai)  +/(*  —  at) , 

ay  =  —  F  (.t  -4-  at)  -h/(x  —  ai). 

Or,  il  suit  de  la  périodicité  des  fonctions  F  et/,  que  la  vi- 
tesse et  la  condensation  redeviennent  les  mêmes  en  un 
même  point  quelconque,  à  des  époques  distantes  les  unes 
des  autres  d'un  intervalle  T,  tel  que  l'on  ait 

flT  =  2/. 

L'état  du  tuyau  est  donc  périodique  et  se  reproduit  indé- 
finiment à  des  époques  distantes  les  unes  des  autres  de  l'in- 

2/ 
tervalle  — 9  comme  nous  Pavions  déjà  trouvé. 

a  ■ 

208.  20  Cas  d'un  tuyau  ouvert  à  ses  deux  extrémités. 
—  Dans  ce  cas,  la  condensation  devant  être  nulle  à  chaque 
instant  aux  deux  extrémités,  011  devra  avoir,  quel  que 
soit  t, 

—1=0,     pour     x •=  o     vt  pour     *•  =  /, 

ce  qui  exige  que  Ton  ait,  quel  que  soit  z, 

(1)  F(«J  =/(-*), 

(a)  F(/-hz)=/(/-  3); 

changeant  z  en  z  -f-  /  dans  l'équation  (2),  on  obtient 

F(a/  +  *)=/(-.«), 

et.  d'après  l'équation  (1), 

F(a/  +  *)  =  F(z); 


L'I,  d'après  l'équation  (i), 

L'étal  du  tuyau  esl  doue  enc 

.1   doux  époques  quelconque; 

i  intervalle  égal  h  —■ 

209.  3"  Cas  d'un  tujau  ft 
l'autre.  —  Supposons  qu'à  l'eJ 
le  tuyau  soit  fermé,  et  qu'il  soi) 
avoir,  quel  crue  soit  t,  \ 

(r)  -£  =  °     P0UI 


Ces  deux  conditions  conduisent 

(3)  *(«)+/(— 

(4)  F(/  +  I)=J 


Ffï/  +  «)  = 
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La  fonction  F  ne  reprend  donc  pas  la  même  valeur  quand 
la  variable  augmente  de  2/.  Mais  ces  deux  valeurs  ne  diffè- 
rent que  par  le  signe.  Donc,  si  Ton  augmente  de  nouveau 
la  variable  de  a/,  la  fonction  reprend  identiquement  sa 
première  valeur.  Elle  est  donc  encore  périodique,  mais  la 
période  répond  à  l'intervalle  4'  de  la  variable. 

On  reconnaîtrait  la  même  propriété  pour  la  fonction  f, 
en  changeant  z  en  z —  /  dans  l'équation  (4).  Il  suit  de  là 
que,  dans  le  cas  actuel,  l'état  du  tuyau  est  encore  pério- 
dique, mais  que  généralement  il  ne  redevient  le  même  qu'a- 
près un  intervalle  égal  à  —  9  comme  nous  l'avions  déjà  dé- 
montré d'une  autre  manière. 

Solutions  des  questions  précédentes  au  moyen  de  séries 

trigonométriques. 

210.  Nous  allons  maintenant  traiter  la  question  du  mou- 
vement de  l'air,  ou  d'un  gaz  quelconque,  dans  un  tuyau 
fini,  au  moyen  d'une  méthode  très-féconde,  et  beaucoup 
plus  commode  dans  la  plupart  des  cas.  Elle  consiste  à  dé- 
terminer d'abord,  non  pas  l'intégrale  générale  de  l'équation 
aux  différentielles  partielles,  mais  un  nombre  infini  d'inté- 
grales particulières,  que  Ton  assujettit  à  satisfaire  chacune 
aux  conditions  relatives  aux  limites  du  système.  Si  Ton  a 
eu  soin  de  préparer  les  équations  de  manière  qu'elles  ne 
renferment  pas  de  termes  indépendants  de  la  fonction  ou 
de  ses  dérivées,  une  somme  d'intégrales  particulières,  mul- 
tipliées respectivement  par  des  constantes  arbitraires,  est 
encore  une  intégrale  de  l'équation  indéfinie,  et  elle  satis- 
fait encore  aux  équations  aux  limites  si  chacune  des  pre- 
mières y  satisfait.  Il  ne  s'agit  donc  plus  que  de  déterminer 
les  constantes  en  nombre  infini,  que  renferme  cette  inté- 
grale, de  manière  qu'en  faisant  f  =  o  on  obtienne  l'état 
II.  22 
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inilNil 
m:l.l, 

[imposé, 
!,  la  rùso 

Nous  allons   reprendre,  eu  suivant  riHle 
tnlion  des  derniers  problème*. 

211 

,"  /I/o, 

tvement  d'un  gaz  dans  un  cylindre  fnm. 

iln  de 

pnfcAl 

™™',,u 

—  En  employant  les  mêmes  notations  qu> 
il  faudra  satisfaire  aux  conditions 

(0 

7F  ~ 

l'i 

lit  ~ 

;  .■     pour     x  =  o     et  pour     t ■  —  1, 

(1J 

tU 

ii '.)■)     pi>ur    t*  =  o, 

i' 

7it  ~ 

=  -«'x(.r)     pour     *=z«. 

finir. 

Ol.ll.ùlu. 

nnéuialeinenl  qu'on  satisfait  à  1  équation  (i) 

,  ,,    |,IT 

rn.nl 

. 

î 

=  (M  rus 

'ni-  4-Nbuiiw)  (ÀsinniHt  -+-  Bcnsnwt), 

H,  N, 

A,    lï,  n 
■  ■:,  l.  rn-i 

i  elant  des  constantes  arbitraires.  Pour  si- 

nlilinn    (*\.  fttiftl  nnp   tnïl   f.   il   faut    mu-   lï 
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Désignons  par  £  une  somme  relative  à  toutes  les  valeurs 
entières  et  positives  de  n$  supposons  que  A  et  B  changent 
arbitrairement  avec  n,  et  supprimons  le  facteur  M,  qui  est 
inutile*,  nous  aurons  une  intégrale  plus  générale  de  Inéqua- 
tion (i),  satisfaisant  aux  conditions  relatives  aux  extré- 
mités du  tuyau.  Celte  intégrale  est 

/iirjf  /       .    annt       ^         antct\ 
<p  =  2:  cos  — —  (  A  sin  — h  B  cos  — - —  j  • 

Si  nous  différen  lions  cette  expression  par  rapport  à  x  et  t 
pour  en  déduire  m  et  y  qui  donnent  la  solution  de  la  ques- 
tion, et  que  nous  remplacions  par  A  et  B  les  constantes 

Fi  t  fi  ir 

arbitraires  A  — ~5  B  — »  nous  aurons 

nnx  I  arntt        ^         annt\ 

(5)  u=  —  2  sin  — —  1  A  cos  -— h  B  on*  — - —  J  <» 

y/,.  nnjr  i 1       .    anici       _    .    ûnnt\ 

(6)  ay  =  —  2  cos  — —  (  A  sin  — B  sin  — —  1  • 

Si  nous  faisons  t  =  0  dans  ces  expressions,  les  équations  (3) 
et  (4)  donneront,  pour  déterminer  A  et  B,  les  conditions 
suivantes  : 


ni:x 


(7)  ïBsîll  —  =  -{■(*), 


(8)  2  A  cos— —  =  —  *x(x). 


Pour  déterminer  les  coefficients  B,  nous  développerons  la 
fonction  <p  (x),  qui  est  donnée  de  x  =  0  à  x  =  1  seulement, 
on  série  procédant  suivant  les  sinus  des  multiples  de  x. 
ty est  supposer  que  Ton  ait 

4>(—  x)  =r  —  $(*), 


^1 
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et  cette  condilio 

fièrement  arbiu 
usage,    à  cet  clli 
„„/}«)  : 

L1VBE    IV. 

ii  j.<  vit  fitre  admise,  puisque  ^  j)  «t  eu- 
Eiii'e  en  dehors  des  limites  o  et  /.  On  fera 
?t,  de  la  formule  suivante  (Cour?  d'A- 

tW  —  7 

«l'«.Tor>9fo 

i  satisfera  n  la  condition  (7)  en  prenant 

B 

=  -î^Wto-V 

Pour  satisfaire  à 
formule  Je  ilévc] 
multiples  de  x; 

l'équation  (8),  il  faudra  faire  usage  d'unr 
nppcmcnl  où  n'entrent que  les  cosinus  dn 
Ma  suppose  que  l'on  ait 

i(-')=lW. 

C,  1\,U  peut  »'«„ 

liot  Z  est  »rl,i„ 
ploiera,  à  eel  clli 

•ujctlir  à  cette  condition,  puisque  la  fniic- 
aire  en  dehors  des  limiter  0  et  /.  Ou  i«- 
■t,  la  formule  suivante  (Cours  d' Analyse}  . 

.,_'<" 

,,_  .  »*£»"_._*-*  f'  -.. «»  . 

HYDRODYNAMIQUE.  34 1 

Les  formules  (5)  et  (6)  deviennent  ainsi 


an 
a  sin 


(9)       «  =  j-23in«  — 


(io)     7  =  -2cos//  — 


r7r*    C      i   \        lira   , 
—  J     x(a)cos— rfa 

4-cos— —    I    ^(a)sin— -  rfa 

oos-y-    I     x(a)cos— ,/a 
I     .     /7//7T/    /•  *  .     /lira    , 


On  reconnaît  immédiatement  que  si  pour  une  même  valeur 
de  t  on  considère  des  valeurs  de  a?,  différant  les  unes  des 
autres  de  la  quantité  2/,  les  valeurs  de  u  et  y  qui  leur  cor- 
respondent seront  les  mêmes.  Ces  fonctions  sont  donc  pério- 
diques relativement  à  a:,  et  la  période  répond  à  l'étendue  2/ 
sur  Taxe  des  x.  Si,  de  même^on  laisse  x  constant,  et  que 

Ton  fasse  varier  t  de  — «  u  et  y  conservent  encore  les  mêmes 

a  ' 

valeurs;  le  mouvement  de  chaque  point  est  donc  pério- 
dique, et  la  durée  de  la  période  est  — • 

Ces  formules  (9)  et  (10)  sont  celles  que  l'on  obtiendrait 
pour  un  tuyau  indéfini,  en  partant  de  l'état  initial  que  Ton 
trouverait  en  faisant  t  =  o.  Cet  état  initial  indéfini,  et  qui 
serait  évidemment  périodique,  tiendrait  lieu  des  conditions 
des  extrémités. 

212.  Si  Ton  considère  en  particulier  l'état  initial  pour 
lequel  la  série  se  réduirait  à  un  seul  terme,  correspondant 
à  une  valeur  quelconque  /1,  on  aura  ce  que  Ton  appelle  un 
mouvement  simple  du  système.  Un  état  variable  simple, 
dans  toute  théorie,  est  celui  où  le  changement,  quel  qu'il 
soit,  se  fait  en  tous  les  points  proportionnellement  à  une 
même  fonction  du  temps.  Les  rapports  sont  alors  les  mêmes 
k  tout  instant. 
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Dans  les  questions  que  nous  traitons,  ces  étals  ne  peinent 
être  que  de  la  forme  que  nous  avons  choisie,  vu  que  les  ex- 
ponentielles qui  constitueraient  la  seconde  forme  possible 
ne  satisferaient  pas  aux  conditions  des  extrémités.  Ce  mon- 
vemenl  sera  représenté  par  des  équations  de  ta  forme  sui- 
vante : 

Mi  /„         anirt        _    ,     nnitt \ 

.^«m-j-^-. Q««-j-)- 

La  durée  de  la  vibration  est,  dans  M  cas.  —  au  lieu  de  ■*■ 

Les  valeurs  de  ri  sont  nulles  pour  toutes  les  valeurs  de  xqtit 
satisfont  à  l'équation 


et  sont  renfermées  dans  La  formule 


k  étant  un  nombre  entier. 

Les  points  où  le  gat  est  immobile  dans  le  tuyau,  ou  les 
nœuds,  sont  donc  tous  ses  points  de  division  en  n  partie 
égales. 

Les  points  où  la  condensation  est  nulle,  et  qu'on  appelle 
ventres,  seront  donnés  par  l'équation 

cos^f  =  o,     d'où     *  =  (»*-*-0*. 

ils  sont  donc  situés  aux  milieux  des  intervalles  successif* 
des  nœuds. 

213.  a"  Cas  oit  le  tuyau  est  ouvert  à  ses  deux  rxtrt- 
mités.  —  Les  équations  relatives  aux  extrémités  sont,  dan; 
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ce  cas, 

•— i-  =  o     pour     x  =  o     et   pour     x  =  l. 

Les  autres  équations  sont  les  mêmes  que  dans  le  cas  précé- 
dent, et  Ton  aura  une  valeur  de  <j>  satisfaisant  a  tout, 
excepté  à  l'état  initial,  en  prenant 

.    mr.r  /       .    artirt        ^         anire\ 
tf  =  2  sin  — —  I  A  sin  — h  B  cos  — —  j  > 

la  somme  £  se  rapportant  à  toutes  les  valeurs  entières  et 
positives  de  n$  et  A,  B  étant  des  constantes  arbitraires,  va- 
riant avec  n. 

On  déduit  de  cette  valeur  de  ^  les  expressions  suivantes 
de  u  et  y,  qui  sont  les  seules  dont  on  ait  besoin  et  dans  les- 
quelles les  indéterminées  A  et  B  diffèrent  par  le  facteur  — 
de  celles  qui  entrent  dans  9  : 

nitx  I .    .    annt       ^        annt\ 
u  =  2  cos  — —  1  A  sin  — h  B  cos—-—  j  > 

.    /i7r.r/4         nnitt       ^    .    ani:t\ 
a  7  ^r  —  2  sin  — —  I  A  cos  — B  sin  — —  J  • 

Pour  que  ces  valeurs  satisfassent  à  l'état  initial,  il  faudra 
que  Ton  ait,  entre  les  limites  x  =  o  et  x  =  /,  les  deux 
identités  suivantes  : 


/Î7TX 


ZBCOS— —  =^(ar), 


SA  sin  —  =■—  <iyi\x)> 


ce  qui  montre  d'abord  que  les  fonctions  ty  et  ^  doivent  être 
périodiques  par  rapport  à  x,  et  que  l'étendue  de  la  période 
est  2/;  que,  de  plus,  la  fonction  ip  conserve  la  même  valeur 
quand  on  change  x  en  —  x,  tandis  que  la  fonction  ^  prend 
une  valeur  égale  et  de  signe  contraire,  par  ce  même  chan- 
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gemcnl.  Oc,  toutes  m  conditions  peuvent  être  admiio. 
puisque  ers  fonctions  sont  arbitraires  en  dehors  des  limita 
*  =  o,  x  =  l. 

Les  deux  équations  précédentes  donnent,  pour  une  ulcat 
quelconque  de  m, 


"X' 


*(«)> 


e  =  ^f<3■^••'|'0'"-T■•'' 


La  valeur  deB,  relative  à«  =  o,  donnerait  dans  u  le  ténor 
cnnstaii  l 


r£' 


<M«Wai 


qui  n'est  autre  chose  que  la  valeur  moyenne  de  $[x)  <* 
de  w,  en  négligeant  le  produit  <fy(a),  %  (oc),  ou  la  vitesse 
initiale  du  centre  de  gravité  du  gaz  renfermé  dans  le  lujw. 
Si  donc  ou  suppose  que  ce  gaz  et  le  tuyau  fini  qui  doit  tou- 
jours le  renfermer  n'aient  pas  an  mouvement  uniforme  de 
translation  dans  l'espace,  ce  terme  est  nul,  et  il  suffira  de 
considérer  les  valeurs  de  n  depuis  i  jusqu'à  l'infini;  U 
solution  du  problème  sera  donc  donnée  par  les  formules 
suivantes  : 


"'jf*-' 

*=ï=* 

"■^"' 

TI'"M 

sïn  — —  du 

TI'«-> 

COS  — -—  da. 

On  reconnaît  immédiatement  qu'à  une  même  époque  quel- 
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conque  l'état  du  gaz  est  le  même  en  des  points  dont  la  dis- 
tance est  il.  On  voit,  de  plus,  qu'en  un  même  point  quel- 
conque l'état  redevient  le  même  après  un  temps  égal  à  — ; 
que,  par  conséquent,  les  vibrations  sont  périodiques  en 

chaque  point,  et  que  la  durée  de  la  période  est  — 9  comme 
dans  le  cas  où  les  deux  extrémités  sont  fermées. 

214.  Si  Ton  considère  l'un  quelconque  des  mouvements 
simples  qui  peuvent  avoir  lieu,  il  sera  représenté  par  les 
équations  suivantes,  où  n  désigne  un  nombre  entier  quel- 
conque, et  A,  8  des  constantes  arbitraires  : 

«ttx  /      .    anirt       ^        nnnt\ 
u  =  cos  ——  (  A  sm  — h  B  cos  — —  j  9 

.    nnx  I _    .    annt        m         annt\ 
ay  =  sm  — —  I  B  sin  — À  cos  — —  j  • 

Comme  il  n'y  a  qu'un  seul  arc,  — —  »  les  valeurs  de  u  et  y 

redeviendront  les  mêmes  après  un  temps  égal  à  — • 
Les  ventres  seront  donnés  par  l'équation 

.    nnx  „  kl 

sin  — 7—  =  o .     d  où     x  =  —  9 
/  #1 

k  désignant  un  nombre  entier  quelconque.  Ces  points  par- 
tagent donc  le  tuyau  en  n  parties  égales.  Les  noeuds  seront 
donnés  par  l'équation 

nira:  l 

COS — 7-  =  O,       d  OÙ      *  =  I2A'  +  l}  —  • 

/  v  'in 

Ces  points  seront  donc  situés  aux  milieux  entre  les  ventres 
successifs. 

215.  3Q  Cas  d'un  tuyau  ouvert  d'un  côté  et  fermé  de 
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l'autre.  —  Supposons,  BB  dernier   lieu,  que  le  tuyau  M 
ouvert  à  l'extréinHé  située  ;i  l'origine,  et  fermé  à  l'autre. 
On  devra  avoir  alors 

•h  — 

-^  =  0     pour     x  =  t, 

et  l'on  s.iûsléra  à  toutes  les  conditions,  excepté  U  celle»  Ji 
l'état  initial,  en  prenant 


?  =  Isi 


A«n— -^ -r-Bco* _— j, 


A  et  15  désignant  des  constantes  arbitraires,  variant  avec  a. 
et  la  somme  S  se  rapportant  à  toutes  les  valeurs  entières 
et  positives  de  ».  On  déduit  de  là  pour  u  et  y  les  valeur* 
suivantes,  dans  lesquelles  A  ci  B  désignent  de  iioutiII" 
indéterminées,   qui   diffèrent  des  précédentes   par  le  fie- 


J"+0« 


.  (l»+l)f 


(ag+Qs-gj 


'  a*        (  2/  2/1 

Pour  que  ces  expressions  satisfassent  à  l'état  initial,  il  fau- 
dra que  l'on  ait,  entre  les  limites  x  =  o,  x  =  /,  les  déni 
identités  suivantes  : 


Ces  équations  exigent  que  les  fonctions  '{'{x),  ^  (  x),  con- 
sidérées dans  l'étendue  indéfinie  de   l'axe   des  x,   soient 
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telles  que,  lorsqu'on  y  change  a?  en  — x,  la  première  reste 
la  même,  et  la  seconde  la  même  au  signe  près  ;  que  les  va- 
leurs /-t-a  et  / — «,  prises  pour  jr,  donnent  pour  ty{x) 
des  valeurs  égales  et  de  signes  contraires,  et  pour  x(x)  des 
valeurs  égales  et  de  même  signe;  et  qu'enfin  ces  fonctions 
soient  périodiques  par  rapport  a  x,  l'étendue  de  la  période 
étant  \l.  Ces  conditions  peuvent  être  admises,  puisque  ces 
fonctions  ne  sont  données  qu'entre  x  =  o,  x  =  /,  et  cet 
état  initial  assurerait  les  conditions  des  extrémités  en  sup- 
posant le  tuyau  indéfini  dans  1rs  deux  sens  et  le  gaz  entière* 
ment  libre. 

I^es  valeurs  générales  de  A  et  B,  propres  à  satisfaire  aux 
équations  précédentes,  sont 


(2/*-+-i)ira 

y  (  a  )  cos a  a, 

TV    ;  2* 


•-ïjf 

1«     rl              .     {2/!  +  l)ira 
A= f     y(a)sin f/a. 

La  solution  de  la  question  sera  donc  donnée  par  les  for- 
mules suivantes  : 


•    (a 
_  —  a  sin  — 

2  (2//+l)ïïJf 

«  =  --  COS 


/  2/ 


(2/1 -t-  i)ir*f    rl  %  1    x         (2«-hltra   ,    [ 
2/  t/0  2/  1 


(a/i  -f-  i)nat    Pl 
cos  - ' 


i)nat    r '             .    (2/i-*-i)ttie        i 
/     /(a)sm --^ — f/a/ 

=:  -  ï  S1D  - r-1 (  . 

4--SU1 ^ I     ^(a)  COS  = -^ dei\ 

a  2/  J0    TV  2/  1 


les  sommes  £  se  rapportant  à  toutes  les  valeurs  positives 
et  entières  de  /*  depuis  o  jusqu'à  l'infini. 

Ces  expressions  sont  périodiques  par  rapport  à  x  et  /, 


ode  est  donc  double,  dans  ce  cas,  de  ce  qu'elle  éuiiAu» 
leux  cas  précédents,  et  le  son  fondamental  rendu  [ar 

royau  est  d'une  oclare  au-dessous  de  celui  que  rendra 
tuyau  de  même  longueur,  ouvert  ou  fermé  des  dm 

es. 

216.  Si  l'on  considère  le  mouvement  simple  (orrejpf*- 

ot  i  i     •  »»!-■■  r  uni»™»  r»« J«i>n«jae  de  n,  la  durée  deli 

période  sera  —       te— ■ 

Les  noeuds  seront  donnés  pai  les  racines  de  rêquatira 
U*-r-i}«* 

CM ; =0, 

<|ui  sont  représentées  parla  f     noie 

lnl-l     ' 

k  désignant  on  nombre  entier.  Les  distances  des  noeuds  i 
l'origine  sont  donc  respectivement 

/  3/  5/ 

Sit+I         an-t-i         111  -+-  i  "*         ' 

ils  sont  distants  les  uns  des  autres  de ,  et,  par  con- 
séquent, à  partir  dn  premier,  on  a  comme  une  suite  de 
tuyaux  d'une  longueur  égale  à »  et  dont  les  deux  n- 

Irémilés  seraient  immobiles  et  pourraient,  par  conséquent, 
être  considérées  comme  fermées. 

Les  ventres  ont  pour  abscisses  les  racines  de  l'équation 

.B(»  +  i)»f_c. 
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ces  racines  sont  représentées  par  la  formule  suivante,  dans 
laquelle  h  désigne  un  nombre  entier  indéterminé  : 


a*/ 


2/1  -+-I 


Les  distances  des  ventres  à  l'origine,  dans  toute  l'étendue 
du  tuyau,  sont  donc  respectivement 

2/  4'  2/f' 


9  9         ■ >•••* 


2/I-f-I  2/I-f-l  2/l-f-l 

Ce  sont  encore  les  points  milieux  entre  les  nœuds  succès- 

2/ 
sifs:  ils  sont  distants  les  uns  des  autres  de >  et  le  gaz 

'  2/1+  I  ° 

compris  entre  deux  ventres  consécutifs  est  dans  le  même 
cas  que  s'il  se  trouvait  dans  un  tuyau  ouvert  aux  deux 

bouts,  qui  aurait  pour  longueur 


2/1  -f- 1 


Du  mouvement  dans  un  gaz  indéfini  dans  tous  les  sens. 

217.  Considérons  maintenant  les  petits  mouvements  des 
molécules  d'un  gaz  homogène  indéfini  dans  tous  les  sens; 
nous  aurons  l'équation  précédemment  démontrée 

(  i  )  — -  =  a* 1  — -  H H -  1  • 

V  '  eit>  \dr>         •//'         <&  ) 

Il  n'y  aura,  dans  ce  ras,  aucune  condition  aux  limites, 
puisque  le  fluide  s'étend  à  l'infini  dans  tous  les  sens;  mais 
il  faudra  toujours  satisfaire  à  l'état  initial,  ce  qui  exige  que 

j*  -r-i  "T"  et  -r-  deviennent  des  fonctions  données  arbi- 

dx     dy    dz        ai 

trairement  des  variables  x,  jr,  z,  lorsqu'on  y  fait  t  =  o. 
Or,  les  trois  dérivées  partielles  d'une  fonction  x,^,  z  étant 
données,  la  fonction  elle-même  est  connue  à  une  constante 
près  dont  il  est  inutile  de  tenir  compte  dans  la  question  ac- 
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luellr;  d'où  il  sait  qne  l'état  initial  clam  donné,  on  en 

les  îali-urs  de  s  et  -i  pour  t  =  o.   Ainsi,  en  désagnm  ne 

F  cl  /de»  fonctions  arbitraires  de  x,  a.  s,  les  raniitîi» 
de  Télal  initial  seront  exprimées  par  les  équation) 

!»)     Y=f'tJ,'\*      ^  =  F,*,^,a).       pour      r  =  ft; 

la  question  se  réduit  donc  â  satisfaire  aux  équatîwK  (n 
et  (a).  Crst  ce  que  l'on  fera  an  moyen  de  la  formule  sa- 
vante, qui  a  été  donnée  par  Poisson  : 


.3 


'  $*dija    J^  **  \n-  a/  sio  •  un  f 

Les  intégrations,  par  rapport  à  9,  sont  faites  entre  tes  lirai» 
o  m  t.,  et  celles  par  rapport  à  £,  entre  o  et  u.  Celle  *«!<■ 
deo  peul  encore  être  inscrite  comme  il  suit  : 

l  5=  -=-  C  /rfuF.  J+/IICOS  i,  j'-l-o/cosC    :+oi(«î 

'*'    .*; 

|     -4-  t—  — Qf(/w/(a--r-»rcO»i,  .»■  -t-  afco%%,  z  +  al COS7  , 

Wu  désignant  un  élément  infiniment  petit  de  la  îorfw 
sphérique  décrite  de  l'origine  comme  centre  avec  uu  raton 
égal  à  l'unité;  <z,  S,  y  désignant  les  angles  formés  par  le 
rayon  vecteur  mené  de  l'origine  à  un  point  de  cet  élément. 
et  les  sommes  §  se  rapportant»  tous  les  éléments  de  la  sur- 
face de  la  sphère. 

Cette  importante  formule  est  d'une  application  très-coia- 
mode  lorsque  les  fonctions  F  et  J  sont  données,  cornac 
dans  le  cas  actuel,  pour  toutes  les  valeurs  réelles  des  varia- 
bles -T,  y,  s;  maïs  si  le  fluide  était  limité,   les  conditions 
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particulières  qui  en  résulteraient  deviendraient  très-diffi- 
ciles à  exprimer,  et  Ton  serait  obligé  de  prendre  d'autres 
formes  pour  l'intégrale  de  l'équation  (i).  Nous  ne  nous  oc- 
cuperons pas  de  ce  dernier  cas.  La  formule  (3)  donne  la 
solution  complète  de  la  question,  puisqu'elle  donne  la  fonc- 
tion Q,  et  par  conséquent  la  condensation  et  les  composantes 
de  la  vitesse  en  un  point  quelconque  et  à  une  époque  quel- 
conque. Nous  nous  bornerons  à  en  déduire  la  vitesse  avec 
laquelle  un  ébranlement  quelconque  se  propage  dans  le 
fluide,  et,  pour  que  les  résultats  soient  d'une  interprétation 
plus  facile  et  plus  claire,  nous  supposerons  que  cet  ébran- 
lement n'ait  lieu  que  dans  une  portion  infiniment  petite 
dans  tous  les  sens,  dans  l'intérieur  de  laquelle  on  ait  pris 
l'origine  des  coordonnées. 

Dans  ce  cas,  les  fonctions,/*  (.r,  y,  z),  F  (x,  y*  z)  seront 
nulles  pour  toutes  les  valeurs  de  x,y,  z  qui  ne  seront  pas 
les  coordonnées  de  l'un  des  points  de  la  partie  ébranlée, 
coordonnées  qui  seront  toutes  infiniment  petites.  Si  donc 
nous  posons 

(5)      x-t-ateosa  =  x?9      y  -f-  ofcos6  -=/',       s-hflfcos7  ~z', 

la  valeur  de  <p  ne  sera  différente  de  zéro  pour  le  point  M, 
qui  a  pour  coordonnées  x,y,  z,  que  lorsque  la  valeur  de  t 
sera  telle,  que  a/,  y\  z'  puissent  être,  pour  des  valeurs  con- 
venables de  a,  6,  y,  les  coordonnées  de  points  situés  dans 
la  partie  primitivement  ébranlée;  et  ces  valeurs  de  a,  6,  y 
sont  les  seules  qu'il  y  ait  à  considérer  dans  les  intégrales 
définies  qui  entrent  dans  l'expression  de  <p. 

Il  est  facile  de  se  représenter  géométriquement  les  direc- 
tions correspondantes  à  ces  valeurs  de  a,  6,  y  ou  de  0  et  <f,  qui 
ne  donnent  pas  des  éléments  nulsdans  les  intégrales.  En  effet, 
le  point  dont  les  coordonnées  sont  les  valeurs  de  x',  y\  z 
données  par  les  équations  (5)  se  construit  en  portant,  à 
partir  de  M,  une  longueur  égale  à  al  sur  la  direction  corres- 


J5a 

pondanie  >vx  angles  *,  S,  y.  Si  donc 
du  point  M  comme  centre  avec  tu  pour  rayon.  In  pomsi 
ta  surface  qui  se  trouveront  compris  dans  1'  ' 
primitif  seront  les  seuls  pour  lesquels  1rs  fonrtions/rtF 
ne  seront  pas  milles  ;  et  les  directions  des  rayons  «eclfari 
menés  du  point  M  à  ces  divers  points  sont  les  seoir*  en- 
quelles  il  soit  nécessaire  (T avoir  égard.  D'où  l'on  «ait 
la  fonction  ç  sera  nulle  jusqu à  ce  que  la  surface  de  la  as» 
qui  a  M  pour  centre,  et  pour  rayon  la  variable  ai,  o» 
raenre  à  pénétrer  dans  l'ébranlement  primitif;  et  an A 
redeviendra  nulle  lorsque  cette  surface,  dont  le  rajout** 
uniformément,  cessera  de  le  traverser;  et  à  chacune  a* 
époques  intermédiaires,  la  seule  partie  de  l'ébranlcmenl  >p 
détermine  la  valeur  de  y  est  celle  qui  se  trouve  sorla  tp^r* 
de  rayon  at. 

La  conséquence  immédiate  de  celte  proposition  est 
ébranlement  infiniment  petit  dan»  tous  les  sens  se  propu* 
dans  toutes  les  directions  avec  une  même  vitesse  ég»U* «. 
puisque,  au  boni  du  temps  t,  les  points  situés  à  la  distance* 
commencent  à  se  mettre  eu  mouvement. 

La  durée  précise  de  1  ébranlement  en  un  point  qntt- 
conque  N  est  déterminée  par  les  denx  sphères  décrites  de 
ce  point  comme  centre,  et  qui  sont  telles,  que  la  par» 
ébranlée  soit  tout  entière  hors  de  la  première  et  tout  enliètt 
dans  la  seconde,  en  avant  un  point  commun  avec  lasnrfiw 
de  l'un  et  de  l'autre. 

La  vitesse  de  propagation  du  mouvement  dans  an  fi» 
homogène,  indéfini  dans  tous  les  sens,  est  donc  la  même 
que  dans  un  tu  y  an  cylindrique. 

De  F  équilibre  et  des  mouvements  infiniment  petits 
d'un  fit  élastique. 

318.  L'analogie  de  cette  question  avec  les  précédeoi» 


\ 
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nous  a  déterminé  à  la  placer  à   la  suite,  quoiqu'elle  ne  se 
rapporte  pas  au  mouvement  des  fluides. 

Jusqu'ici  nous  avons  considéré  les  (ils  comme  inextensi- 
bles, ce  qui  est  purement  fictif;  nous  supposerons  mainte- 
nant qu'ils  soient  susceptibles  de  s'allonger  sous  l'influence 
de  forces  qui  y  produisent  une  tensiou  quelconque ,  et 
nous  resterons  dans  des  limites  telles,  que  le  fil  ne  se  rompe 
pas  et  reprenne  sa  première  longueur  quand  la  force  cesse 
d'agir.  Dans  ces  limites,  l'expérience  démontre  que  l'allon- 
gement est  proportionne]  à  l'accroissement  de  la  tension. 

Nous  appellerons  état  naturel  du  fil  celui  dans  lequel  il 
se  trouve  quand  il  n'est  sollicité  par  aucune  force.  Consi- 
dérons, dans  cet  état,  une  longueur  d'un  fil  homogène, 
égale  à  l'unité,  et  produisons  dans  ce  fil  une  tension  égale 
à  l'unité  de  force;  il  s'allongera  d'une  certaine  quantité  <7, 
qui  est  une  donnée  nécessaire  dans  toutes  les  questions  aux- 
quelles il  peut  donner  lieu.  Si  une  tension  égale  à  l'unité 
était  en  dehors  des  limites  dont  nous  avons  parlé  ci-dessus, 
on  ne  la  produirait  pas  réellement  dans  le  fil;  mais,  pour 
l'uniformité  des  notations,  nous  supposerons  toujours  que 
l'on  donne  la  quantité  â  dont  s'allongerait  l'unité  de  lon- 
gueur du  fil,  soumise  à  une  tension  égale  à  l'unité,  en  sui- 
vant les  mêmes  lois  que  dans  les  limites  de  son  élasticité. 
Seulement  on  devra  examiner,  dans  chaque  application  par- 
ticulière, si  Ton  ne  sort  pas  de  ces  limites,  auquel  cas  les 
résultats  de  l'expérience  ne  pourraient  s'accorder  avec  ceux 
qu'indiqueraient  nos  calculs. 

219.  Soit  AB  (/îg.  17)  un  fil  élastique  homogène,  dont 
les  extrémités  A  et  B  sont  fixes,  et  qui  éprouve  une  ten- 
sion t  lorsqu'il  n'est  soumis  à  aucune  action  extérieure,  et 
que,  par  conséquent,  tous  ses  points  sont  dans  la  droite  AB  ; 
soit  e  la  masse  de  l'unité  de  longueur.  Prenons  le  point  A 
pour  origine  d'axes  de  coordonnées  rectangulaires,  et  don- 
II.  23 
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nous  ;i  lave  de*  .r  la  direction  Alt,  Désignons  pi  \.VJ 
les  composantes  de  U  force  appliquée  à  lin»  I«  pninis 
iil.  et  rapportée  ii  l'unité  de  nuw:  :  la  question  estdei- 
terminer,  pour  un  point  quelconque  du  lîl,  lotalaintJ 
■M  trois  coordonnées  ,  qui  seront  constantes  dans  Ir  <o 
ili  l 'équilibre,  et  fondions  du  uni ps  t  dans  le  ras  ilu  m» 
ventent. 

Considérons  un  poiut  quelconque  I*  du  lîl.  dans  I>ui 
primitif  où  il  no  l'ana  sur  lui  aucune  action  ciicriewr 
Sous  l'influence  de»  forces  X.  V,  Z  qui  agissent  sorioui» 
points,  il  y  aura  u»  déplacement  général  :  toit  M  Up«- 
tion,  à  un  instant  quelconque,  du  point  matériel  siluép 
niitiveuicnt  en  P;  nous  allons  commencer  par  fliwdw 
l'expression  générale- du  la  tension  du  (])  à  ce  point  M.  f*« 
cela,  considérons  de  même  un  second  point  O.  silaétia» 
l'état  primitif  à  une  distance  infiniment  petite  3  dcP.  « 
qui  se  trouve  en  N  à  l'instant  où  P  est  en  M  ;  l'excti'VI' 
longueur  MJV  sur  PQ,  étant  divisé  par  PQ  ou  a,  iWsffi 
l'allongement,  rapporté  à  l'unité  de  longueur,  qu'asnbîlf 
lîl  dans  le  voisinagedu  point  P;  et  il  sera  facile d'en  dédmir 
l'accroissement  de  la  tension. 

Désignons  par  .r  l'abscisse  AP  du  point  P  dans  J'cUtpri 
mitif,  et  parx -h  u, /,  s  le*  coordonnées  de  M;  les  in» 
quantités  infiniment  petites  u,  y,  x  seront  les  inconw» 
de  la  question  \  elles  seront  des  fonctions  de  x  dans  ko» 
de  l'équilibre,  et  des  fonctions  de  x  e  1 1  dans  le  cas  do  m» 
veinent;  x  est  constant  dans  le  mouvement  du  moine pno* 
matériel,  et  change  quand  on  passe  d'une  molécule  à  « 
autre. 

La  différence  MN  —  PQ  étant  très-petite   par  rapport» 
PQ,  on  ne  pourra  négliger  dans  son  expression  que  la     ! 
quantités  très-petites  du  second  ordre  par  rapport  à  PQ. Or, 
en  ne  considérant  que  les  cas  où  les  angles  des  divers  élé- 
ments du  fil  avec  l'axe  des  x  restent  très-petits,  on  pourra     , 
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négliger  la  différence  entre  MN  et  sa  projection  sur  Taxe 
des  x  -,  et,  par  conséquent,  si  Ton  désigne  par  U  ce  que  de- 
vient u  au  point  Q,  on  pourra  écrire 

MN  —  PQ  =  w'  —  «. 

Mais  1/  n'étant  antre  chose  que  u  dans  lequel  on  remplace 
X  par  x  -+-  a,  on  aura 

illl 

en  négligeant  les  ternies  infiniment  petits  par  rapport  au 
premier.  En  divisant  cet  accroissement  par  a ,  on  aura, 
d'après  ce  qui  a  été  dit,  rallongement  positif  ou  négatif, 
rapporté  à  l'unité  de  longueur,  qu'a  subi  le  fil  au  point  dont 
l'abscisse  est  x  dans  l'état  primitif;  l'expression  de  cet  allon- 
gement est— •  Or,  l'accroissement  de  longueur  étant  pro- 
portion nel  a  l'accroissement  de  tension,  ce  dernier  aura 
pour  valeur  y—?  et,  par  conséquent,  si  nous  désignons  par 

T  la  tension  qui  a  Heu  au  point  M  à  un  instant  quelconque, 

on  aura 

1  du 

T=tH 

^  S  dr 

Connaissant  maintenant  l'expression  générale  de  la  tension, 
on  suivra  la  même  marche  que  dans  le  cas  des  fils  non 
élastiques.  On  considérera  un  élément  infiniment  petit  MN, 
et  Ton  cherchera  d'abord  toutes  les  forces  extérieures  qui 
agissent  sur  lui.  Ces  forces  sont  les  tensions  en  M  et  N,  di- 
rigées en  dehors  de  l'élément,  et  les  forces  X,  Y,  Z  dont 
la  valeur  n'a  pas  changé  sensiblement  par  le  déplacement 
infiniment  petit  des  points;  ces  dernières  donneront  pour 
l'élément  PQ,  et,  par  conséquent,  pour  MN,  les  trois  com- 
posantes 

acX,      stîY,      asZ. 

Soient  maintenant  À,  u,  v  les  angles  que  fait  avec  les  axes 

a3. 


Or,  soit  qi 

0  l'on  considère 

ou  cuoime  variable,  le  mouvei 

sera  toujours 

le  même  que  si 

et  qi"!  toutes 

les  forces  qui  1< 

quées.   D'aill 

BOTS,   le   raouvec 

ilillère  aussi 

jteu  qu'on  voudi 

équations  du 

mouvement  de  c 

considérées  r 

Dmrae  ne  différât 

rf.T  COSÏ  +  ai! 

r/.TcO>fH-i-«tl 


Si  1  on  divise  Inus  les  termes 
qu'on  passe  h  la  limite,  les  pi 
respectivement  les  dérivées,  ] 
quantités 

T  cos 1 ,     T  cos  j 

Or,  nn  pourra  d'abord  remplac 
les  quanti  lés  très-petites  du  secc 
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pourra  réduire  T  cosp,  T  cos  v  à  r  cosju,  r  cos  v.  Si  mainte- 
nant on  désigne  par  dy,  dz  les  différences  des  coordonnées 
jy  z  des  deux  points  infiniment  voisins  M,  N,  et  par  dx 
la  différence  PQ  de  leurs  x,  on  aura 

dy  dz 

COS  a  =: >       COS  y  =r »    . 

p       MN  MN 

et  comme  MN  ne  diiïere  de  PQ  ou  dx  que  d'une  quantité 
infiniment  petite  par  rapport  à  dx,  on  pourra  poser 


dy  dz 

COS  a  =r  -— -j       COSv  =  — -* 

or  a* 


d'où  il  résultera 


r/.Tcosfx  f/*^        ^/.Tcosv  r/3S 

</r  dx2  dx  dx- 

et  les  équations  du  mouvement  du  fil  seront 


(«) 


dû 

A-r 

Si 

t  dx2 

d'y 

fit2 

— 

Y  + 

T 
C 

d'y 
dx'  ' 

d'z 
dp 

= 

z  + 

T 
C 

d'z 

Les  équations  d'équilibre  du  61,  sous  l'action  des  forces 
X,  Y,  Z,  supposées  indépendantes  de  f,  seront  donc 

v  ■    '  d'u 

Z        T  —  — 

Si  les  forces  X,  Y,  Z  sont  nulles,  ou  fonctions  de  t  et  x 
seulement,  les  équations  (i)  montrent  que  les  fonctions  m, 
y,  z  peuvent  être  calculées  indépendamment  les  unes  des 


1 


autres.  Ain»»  le  mouvement  longitudinal,  déterminr  pi 
sera  indépendant  du  mouvement   transversal,  ilémot 


par  >  rt  a. 

Si  le»  force*  X,  Y, 


ni  nulles,  le*  équation*  (i)  »r  t* 


",'■■ 


t   -Ix- 


mit  s  sont  toutes  les  trois  «le  niéaif!  forme  que  relloqm 
cl vteriai lient  le  mouvement  d  un  gaz  dans  un  luvan  nfin- 
diique,  et  elles  douneraient  lieu  à  des  questions  analojae 
a  celles  que  nous  avons  résolues  arec  détail  dans  la  tWonr 
du  mouvement  des  gt».  On  trouverait  ainsi  que  la  vitest 

de  propagation  c 
-  dans  le 


*»/« 


s  le  sens  longitudinal  est  t/j-»  eltpi'oV 
s  perpendiculaire.  Ou  trouverait  encore 


que  la  durée  des  vibrations  longitudinales  du  fil  ayant  la 
longueur  l  est  txl\oe,  el  l'on  voit  qu'elle  est  indépendant 
de  la  tension  du  Gl  ;  la  durée  des  vibrations  iransiersun 


sera  a/ 


v4 


Elle  c 


n dépendante  de  S. 


Vibrations  tongitudinales  ties  verges. 

220.  On  peut  remarquer  que  l'équation  qui  détermine  ■ 
a  été  obtenue  sans  supposer  que  le  fil  fût  flexible  et  d'uni' 
petite  épaisseur.  Elle  aurait  lieu,  par  conséquent,  pour  cm 
verge  élastique  dans  laquelle  on  ue  considérerait  que  A» 
mouvements  longitudinaux,  qui  seraient  les  mentes  pour 
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tous  les  points  d'une  munie  section  transversale.  L'allonge- 
ment $  que  subit  l'unité  de  longueur,  sous  l'action  d'une 
force  égale  à  l'unité,  variera  en  raison  inverse  de  Taire  de 
la  section  transversale:  mais  la  niasse  e  de  l'unité  de  lon- 
gueur variera  proportionnellement  à  cette  même  aire;  de 
sorte  que  le  produit  $e  sera  indépendant  de  l'épaisseur  de 
la  verge. 
Lorsque  les  extrémités  de  la  verge  seront  fixes,  la  durée 

des  vibrations  longitudinales  sera  toujours  a/y'J*,  comme 
nous  l'avons  trouvée  tout  à  l'heure  dans  le  cas  du  iil  élas- 
tique. Mais  on  peut  encore  se  proposer  de  déterminer  le 
mouvement  de  ces  différents  points,  lorsque  ses  deux  extré- 
mités seront  libres,  ou  lorsque  l'une  sera  libre  et  l'autre 
fixe. 

La  tension  de  la  verge  sera  invariable  à  l'extrémité  libre, 

.  n       j  »  .  du 

et  1  on  devra,  par  conséquent,  avoir  constamment  —  ==  o 

en  ce  point.  Ces  deux  nouvelles  questions  n'offriront  pas 
plus  de  difficulté  que  la  première,  où  l'on  a  supposé  les 
deux  extrémités  ûxes.  On  trouvera  que  si  les  deux  extré- 
mités sont  libres,  la  durée  des  vibrations  longitudinales  est 
la  même  que  si  elles  sont  toutes  deux  fixes;  mais  que,  si 
Tune  est  fixe  et  l'autre  libre,  la  durée  des  vibrations  est 
double.  Il  y  a  donc  une  analogie  complète  entre  les  vibra- 
tions longitudinales  des  verges  et  celles  des  gaz  renfermés 
dans  des  tuyaux  cylindriques  ;  une  extrémité  fixe  de  la  verge 
correspondant  à  une  extrémité  fermée  dans  le  tuyau,  et  une 
extrémité  libre  à  une  extrémité  ouverte. 

Des  petits  mouvements  d'un  système  quelconque  de  points. 

221.  Considérons  un  système  quelconque  de  points  assu- 
jettis à  des  liaisons  exprimées  par  des  équations  entre  leurs 
coordonnées,  et  dans  un  état  d'équilibre  stable,  sous  Tin- 


ous  allons  nous  proposer  de  i 
en  fonction  du  lemps,  elde  rei 
générales  dont  ils  jouissent. 

Soient  x,  y,  z  les  coordt 
points  du  système  a  un  insta 
valeurs  daus  la  position  d'ét] 
point;  posons 


a,   ê,  y  seront  des  quamilés 
le  temps,  et  dont  dépendra  à  cl 

Nous  aurons  de  même,  pour  t 

x'  =  ,,'  +  H',    y*  =  b'  H 

et  ainsi  de  suite  pour  tous  les  au 
Soient  X,  Y,  Z  les  composant 
point  m;  X',  Y',  Z'  celles  de  1 
ainsi  de  suite.  Enfin,  soient 

(-)  T,  =  «,     M  =  o, 

les  équations  données  entre  1 
x',yy....  On  demande  les  étjuai 
quantités  Irès-peliles  or,  6,  y,  s 
temps  /. 

— ^M— — 
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puissances  de  a,  ê,  y,. .  . .  En  observant  d'ailleurs  que  les 
coordonnées  a>  fi,  c, . . . ,  satisfont  à  ces  mêmes  équations, 

on  aura  ainsi,  en  désignant  par  —  »  -tt-*'"*  les  dérivées  par 

rapport  à  or,  j , . . . ,  dans  lesquelles  on  remplace  jt,  > , . . . , 
par  a,  fi,.  • . , 


(*) 


</L         rfL,      dL         rfL   , 
da      ^  db      ^  de  ê^da' 

.  .  =  0, 

dto          dM„       dM          r/M    , 

..  =  0, 

</N          r/N          r/N          rfN    , 
rfo            «6            r/r    '        da 

.  .  =  0, 

Désignons  par  A,  B,  C,  A', . . .,  les  valeurs  des  fonctions 
X,  Y,  Z,  X'. . .  dans  les  positions  d'équilibre  de  tous  les 
points;  on  aura,  dans  une  position  voisine  quelconque, 

rffl  f/6  r/c  '        <.V 

v        w        d\  d\  m       r/Y 

Y  =B  +-ra  +  -7r6  +  -r7 
*/«  «6  ac 

(3)    {  _       _  _  </Z         </Z 

Z  =  C   H r— a  -h  -77-0 


da 


X  =  A  •+■  — ; —  a  -+- . ,  ., 


L'équation  générale  qui  détermine  le  mouvement  du  sys- 
tème sera,  en  observant  que  Ton  a 

d*x  _d*x       d*y  __d2Z 

lit*  ~"dF'    Ht*  "~"~^^'",, 

|  +(/  —  /«  — '-  )oz) 


Dans  ces  équations  (5)  les  eo< 

des  équations  (a)  «le  quantités 

</L_rfL       <V=L 
dx         da  da' 

et  de  même  des  autres.  Les  i 
certain  nombre  de  à  en  fondit 
resteront  entièrement  arbitraire: 
teront  ces  derniers  dans  ces  fon 
poser  en  deux  parties  :  Tune  iin 
taisant  a  — a,  0=0,  etc.,  et  l'ai 
renient  les  quantités  très-petites 
à  la  première  [larlie,  on  aurait 
des  $  relatifs  à  la  position  d'équi 
Cela  posé,  si  l'on  substitue  da 
des  équations  (5),  il  faudra  égal 
tous  ceux  qui  resteront  et  serot 
Mais  il  est  facile  de  voir  que  ces 
joui  s  être  réduits  à  deu\  parties 


niùme  que  si  les  forces  X,  Y,  Z, 
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du  ils  de  ces  dernières  quantités  entre  elles  étant  toujours 
négligés.  Mais  la  première  partie  est  nulle  dans  chacune  de 
ces  équations  en  vertu  de  l'équilibre  ;  il  ne  reste  donc  que 

la  seconde,  dans  laquelle  les  quantités  a,  6,  y,...,  -7-7' 

d*  6  ,.    ,  .  , 

— r  >  •  •  •  entrent  linéairement  a  tous  les  ternies. 

dt2 

Les  équations  ainsi  obtenues  devront  être  jointes  aux 
équations  (2);  ces  dernières  déterminent  un  certain  nom- 
bre des  inconnues  a,  o,  y,  a',...  en  fonctions  linéaires  des 
autres  ;  et  si  Ton  suppose  qu'on  élimine  ainsi  celles  dont  les 
indices  sont  les  plus  élevés,  et  qu'on  résolve  ensuite  les 
équations  restantes,  par  rapport  aux  dérivées  secondes, 
on  arrivera  définitivement  à  un  système  d'équations  de 
la  forme  suivante,  en  même  nombre  que  les  inconnues 

<*>  s>  7i  *'*•••  : 

dJ0L 

Ht 

d*G 

— -  =  n  a  -h  //,  6-4-^,7  -+-  //3  a'  -t-  .  . .  . 

(6)  /   d2y 

v    '  1  -7-7  =  />«  +  /^+  Ih't  H-  />3a    -h  . .  .  , 


dt 


=  «i'a-h  jj/,6  -h  #w'27  -h  w'jx'  4-  ..  .  , 


222.  Il  sera  quelquefois  utile  d'exprimer  les  quantités 
a,  6,  y,  a',...  au  moyen  d'autres  variables  indépendantes 
ity  V,  iv,... j  très- petites  comme  les  premières,  et  il  est  fa- 
cile de  reconnaître  que  les  équations  en  u,  **,  tv,...,  seront 
de  même  forme  que  les  équations  (6)  ;  car  les  expressions 
des  quantités  a,  6,...  au  moyen  de  //,  e,  w,...  ne  renferme- 
ront que  des  termes  où  entreront  les  premières  puissances 
de  ces  dernières;  et  si  Ton  substitue  ces  expressions  et  leurs 


.W\  L1YHE     IV. 

dérivées  secondes  [wr  rapport  â  t  dana  II-.  ■  ■■ 

am:i  ilt.-  nouvelles  équations  linéaire»  qui  douncn 

L_,  *      ,...    des  expressions    renfermant  liué.iii 

(uus  leurs  termes  les  quantités  u,  v,  \v,.... 

223.  Superfiosilion  des  mouvement* .  —  La  f( 
équations  (G)  conduit  à  une  conséquence  irès-iui] 

On  reconnaît  immédiatement  nue  si  plusieurs 
Je  valeurs  Je  a,  ê,  y,...  y  satisfont  séparément 
l'on  ajoute  ensemble  toutes  les  valeurs  de  a  dans  i 
renia  systèmes;  que  l'on  ajoute  de  mPme  i 
les  valeurs  Je  S,  et  ainsi  Je  suite,  On  formera  uu 
système  qui  satisfera  aux  mêmes  équations.  (Juai 
initial  des  points  Jausle  mouvement  représenté  pa 
nier  système,  on  voit  qu'il  résulte  de  la  superpo- 
états  initiaux  correspondants  aux  systèmes  par  lie]? 
Jire  que  les  composantes  Jes  déplacements  et  des 
parallèlement  aux  ânes,  Jans  ces  derniers,  s'ajouli 
briquement  pour  former  les  composantes  relatives 
système.  Celte  addition  des  composantes  revient  à 
position  des  déplacements  et  des  vitesses  suivant  I 
relatives  au\  forées,  ce  qui  ne  présentera  jania 
difficulté,  quel  que  soit  le  système  des  coordonnées 

Ainsi,  la  superposition  Je  plusieurs  états  initiaux 
mine  un  mouvement  tel,  que  le  Jéplacement  des 
une  époque  quelconque  résulte  de  la  superposition 
qui,    à  la  même  époque,   s'observeraient  dans   les 
menls  correspondants  aux  étals  initiaux  partiels. 

El,  par  conséquent,  lorsqu'un  système  de  poin 
jellis  â  des  liaisons  quelconques,  et  soumis  à  l'a< 
forces  quelconques,  esi  écarté  infiniment  peu  a?ai 
don  d'équilibre  stable,  puis  abandonné  à  lui-mi 
déplacements  de  ces  différents  poinis  :i  un   i 
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que  pourront  toujours  être  considérés  comme  résultant  de 
la  composition  de  ceux  que  Ton  observerait  à  la  même  épo- 
que dans  d'autres  mouvemeuts  du  même  système,  en  nom- 
bre quelconque,  et  assujettis  à  cette  seule  condition,  que  la 
composition  de  leurs  états  initiaux,  sous  le  rapport  des  dé- 
placements et  des  vitesses,  donne  pour  résultat  l'état  initial 
proposé. 

224.  Application  au  pendule  conique.  —  Pour  faire 
comprendre  tout  de  suite  l'utilité  de  ce  principe,  nous 
allons  en  faire  l'application  à  un  cas  très-simple,  que  nous 
avons  déjà  traité  par  une  autre  méthode. 

Considérons  un  point  matériel  pesant,  assujetti  À  rester 
à  une  distance  constante  d'un  point  fixe,  et  que  Ton  écarte 
infiniment  peu  de  la  verticale  menée  par  ce  point,  en  lui 
imprimant  une  très-petite  vitesse  horizontale.  Ce  problème 
a  été  résolu  dans  les  nos  272 ,  273  du  premier  volume  de 
cet  ouvrage  ;  nous  emploierons  les  mêmes  notations  pour  la 
nouvelle  solution  que  nous  allons  en  donner. 

Nous  prenons  pour  origine  le  point  fixe  A  (fig*  t8),  pour 
axe  des  z  la  direction  de  la  pesanteur,  et  nous  ferons  passer 
le  plan  des  x,  z  parla  position  initiale  ÂB  du  pendule. 
Soient  M  la  position  du  point  matériel  à  une  époque  quel- 
conque, P  sa  projection  sur  XY,  C  celle  de  B.  Posons 

BAZ  =  a,     MAZ=Ô,      PAX  =  ^,     AM  =  «,     AP  =  r, 

et  désignons  par  k  la  vitesse  initiale. 

Nous  ramènerons  la  question  à  deux  autres  plus  simples 
eu  décomposant  l'état  initial  dans  les  deux  suivants.  Dans 
le  premier,  nous  supposerons  le  point  matériel  placé  en  B 
sans  vitesse*,  et,  dans  le  second,  nous  le  supposerons  dans 
la  verticale  AZ,  et  animé  de  la  vitesse  initiale  donnée.  La 
composition  des  déplacements  à  une  époque  quelconque, 
dans  ces  deux  mouvements  indépendants  l'un  de  l'autre, 
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fera  connaître  le  déplacement  cherché  du  pont  M  poarh 
même  époque. 

Si,  dans  le  premier  mouvement ,  nous  ôViignoi  ptr  f 
l'angle  variable  formé  par  le  pendule  arec  AZ»  nom  ara 
(n°  261,  tome  Ier),  au  degré  d'approximation  auquel  wm 
nous  arrêtons, 

(«)  •  =  **»'y/f- 

Dans  le  second  mouvement,  soit  «s  l'angle  formé  par  le  pa- 
dule  avec  AZ,  et  supposons  que  la  direction  de  l'aie  é»  j 
ait  été  choisie  de  telle  sorte  que  la  vitesse  initiale  k  porte  k 
pendule  dans  l'angle  ZAY,  correspondant  ans  valeun  poa- 
ti  vas  de  g>  \  nous  aurons  alors 

(*)  o.==4=;siB.ri/^=6sin.f%|/£, 

en  posant--  =  61. 

Les  équations  (a)  et  (&),  faisant  connaître  la  position  du 
point  à  chaque  instant,  déterminent  toutes  les  circonstance* 
de  son  mouvement. 

225.  Si  l'on  veut  connaître  les  coordonnées  rectangu- 
laires du  point  M,  il  faudra  calculer  son  oc  au  moyen  <k 
l'équation  («),  et  son  y  par  l'équation  (&).  La  troisième 
coordonnée  ne  diffère  de  /  que  d'une  quantité  dn  second 
ordre.  On  la  déduirait  des  deux  premières  au  moyen  de  l'é- 
quation de  la  sphère;  mais  il  est  inutile  de  s'en  occuper. 

Or,  on  a 

.r  =  /sinç,     r  =  /sin«, 

ou,  eu  négligeant  les  quantités  très-poli  les    du    troisième 
ordre, 
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On  aura  donc  d'abord 

(r)  x=zlxco*.ti/j,     ^  =  /6sin.f  t/£, 


cl,  comme  tangvD  =  -->  il  en  résultera 


tang\J»  =  -tang 


■'/'• 


La  valeur  de  /*,  ou  AP,  se  déduit  des  équations  (c),  en  ob- 
servant que  r1  =  x*  -H j"1  ;  il  en  résulte 

r5  =  /M  a»cos» .  r  iA  4-  C»  sin' .  t  \J  ~  J . 

On  eu  déduira  la  valeur  de  l'angle  0  dont  le  sinus  est  -;  on 
obtiendra  aiusi 

9'  =  a'cos'.f  i/£  -f-tfsin'./t/É- 

Enfin,  si  Ton  veut  connaître  la  projection  de  la  trajectoire 
sur  le  plan  x,  y,  il  faudra  éliminer  t  entre  les  équations  (c), 
et  Ton  trouvera 

ellipse  dont  les  demi-axes  sont  /a,  /S. 

Tous  ces  résultats  coïncident  avec  ceux  qui  avaient  été 
obtenus  dans  les  numéros  déjà  cités  du  premier  volume.  Il 
serait  très-facile  de  généraliser  cette  question  sous  plusieurs 
rapports. 

Ainsi,  d'abord,  on  pourrait  supposer  la  vitesse  initiale 
dans  une  direction  quelconque  sur  la  surface  de  la  sphère. 
On  la  décomposerait  alors  eu  deux  autres,  Tune  horizon- 
tale, l'autre  dans  le  plan  vertical  passant  par  la  position 


368  livbe   ir 

initiale.  On  aurai l  alors  à  considérer  deux  mon 
simple*  qui  ne  différeraient  des  précédents  qn 
dans  l'étal  initial  de  l'un  deux  il  y  aurai!  à  la  fois 
ment  et  vitesse. 

Si  le  point  pesant,  au  lieu  d'être  siloé 
était  sur  un  ellipsoïde  ayant  un  de  ses  axes  prÎDci| 
vanl  la  verticale,  ou  décomposerait  le  déplacement 
la  vitesse  initiale  en  deux  autres,  parallèles  aux  pi 
cipaux.  On  chercherait  alors  le  mouvement  résuli 
placement  et  de  la  composante  de  la  vitesse,  para  II 
l'un  des  plans;  re  qui  ramènerait  à  un 
cercle  osculateur  de  cette  ellipse  principale.  On  ebe 
ensuite  le  mouvement  sur  le  cercle  osculateur  de 
section,  d'après  le  déplacement  et  la  composante 
tesse  parallèlement  ausecond  plan.  Ou  sérail 
à  deux  mouvements  simples,  que  l'on  composerai 
dans  le  cas  précédent. 

Enfin,  si  le  point  pesant  était  situé  sur  une  surf 
conque,  et  très-peu  écarté  du  ]>oint  où  le  plan  ta 
horizontal,  on  remplacerait  cette  surlace  par  un 
passant  par  ce  point  et  ayant  ses  sections  priai 
même  courbure  et  de  même  direction  que  celles  d 
face  en  ce  même  point;  et  le  problème  serait  le  n 
le  précédent. 

226.    Du  cas  où  l'on  introduit  lie  nouvelles  /< 
Nous  avons  obtenu  lus  équations  (6)  en  subi 
que  les  points  du  système  aient  clé  dérangea  de  |,.u, 
d'équilibre,   et  qu'on   leur  ait  comiuuimj. 
tesses  initiales.  Mais  on  généraliserait  la  question 
duisanlde  nouvelles  forces,  susceptibles  de  neprod 
des  déplacement?  très-petits.  C'est  ce  que   nous  all< 
maintenant,  en  supposant  toutefois  que  ces  forces  s 
dépendantes  du  temps  ainsi  que  des  quantités  or,  S. 


[nantîtes,*,  S, y 
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arrive,  dans  ce  cas,  à  des  résultais  généraux  qui  méritent 
d'être  remarqués. 

Il  est  facile  de  voir  d'abord  que  les  équations  différen- 
tielles de  ce  nouveau  mouvement  ne  différeront  des  équa- 
tions (6)  que  par  l'addition  de  termes  constants.  Eu  effet, 
il  faudra  dans  l'équation  (4)  augmenter  X,  Y,Z, . . .,  des 
composantes  respectives  des  nouvelles  forces;  et,  en  conti- 
nuant le  calcul  comme  précédemment,  on  voit  que  les 
seconds  membres  des  équations  (6)  se  trouveront  seulement 
augmentés  de  termes  qui  renfermeront  chacun  une  de  ces 
composantes  au  premier  degré. 

Les  équations  différentielles  de  la  question  actuelle  se- 
ront donc 

al 

d2*  rr 

(it2 

—  =  L -4- /*  a  H- /»i  6 -h  .  .., 

rf»a' 

— -  =  H'-r-'"'*-+-m'i6  -+-..., 
dû1 


Ces  équations  feront  connaître  a,  6,  y, . . .  en  fonction  de/  ; 
et  les  constantes  arbitraires  seront  déterminées  par  l'état 
initial.  Elles  peuvent  aussi  faire  connaître  le  nouvel  état 
d'équilibre  du  système,  après  l'introduction  des  nouvelles 
forces.  En  effet,  il  suffit  de  supposer  a,  S,  y, . . .  constants 
dans  les  équations  (7  );  leurs  seconds  membres  se  trouvent 
alors  égaux  à  zéro,  et  donneront  les  valeurs  cherchées  des 
déplacements  de  tous  les  points,  qui  conviennent  au  nouvel 
équilibre.  ^ 

227.  Les  équations  (7)  peuvent  être  ramenées  à  la  même 
II.  :».{ 
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initiale.  On  aurait  alors  i  considérer  deux  moovçiatab 
simples  qui  ne  différeraient  des  précédente  qu'en  ce  <pe 
dans  l'état  initial  de  l'un  denx  il  y  aurait  à  la  Ibis  déplace- 
ment et  vitesse. 

Si  le  point  pesant,  au  lien  d'être  situé  sur  une  ipMrc, 
était  sur  un  ellipsoïde  ayant  un  de  ses  axes  principaux  sa- 
vant la  verticale,  on  décomposerait  le  déplacement  initsalet 
la  vitesse  initiale  en  deux  autres,  parallèles  aux  plans  prin- 
cipaux. On  chercherait  alors  le  mouvement  résultant  da  dé- 
placement et  de  la  composante  de  la  vitesse,  paréJUleaiati 
l'un  des  plans;  ce  qui  ramènerait  à  un  mouvement  or  le 
cercle  oscillateur  de  cette  ellipse  principale.  On  chercherai 
ensuite  le  mouvement  sur  le  cercle  osculateur  de  la  seconde 
section,  d'après  le  déplacement  et  la  composante  de  la  fi- 
tesse  parallèlement  au  second  plan.  On  serait  ainsi  ramené 
à  deux  mouvements  simples,  qne  l'on  composerait  comme 
dans  le  cas  précédent. 

Enfin,  si  le  point  pesant  était  situé  sur  une  surface  quel- 
conque, et  très-peu  écarté  du  point  où  le  plan  tangent  est 
horizontal,  on  remplacerait  celte  surface  par  un  ellipsoïde 
passant  par  ce  point  et  ayant  ses  sections  principales  de 
même  courbure  et  de  même  direction  que  celles  de  la  sur- 
face en  ce  même  point;  et  le  problème  serait  le  même  que 
le  précédent. 

226.  Du  cas  ou  Von  introduit  de  nouvelles  forces.  — 
Nous  avons  obtenu  les  équations  (6)  en  supposant  seulement 
que  les  points  du  système  aient  été  dérangés  de  leur  position 
d'équilibre,  et  qu'on  leur  ait  communiqué  certaines  vi- 
tesses initiales.  Mais  on  généraliserait  la  question  en  intro- 
duisant de  nouvelles  forces,  susceptibles  de  ne  produire  que 
des  déplacements  très-petits.  C'est  ce  que  nous  allons  faire 
maintenant,  en  supposant  toutefois  que  ces  forces  soient  in- 
dépendantes du  temps  ainsi  que  des  quantités  a,  6,  7,....  On 
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De  là  se  déduit  ce  théorème  remarquable  et  simple  : 

Lorsqu'un  système  quelconque  de  points  est  très-peu 
dérangé  d'une  position  d'équilibre  stable,  et  qu'on  y  intro- 
duit, en  outre,  de  nouvelles  forces  constantes  et  très- 
petites,  le  mouvement  de  chacun  de  ces  points  par  rapport 
à  sa  nouvelle  position  d'équilibre,  sous  F  influence  des  pre- 
mières et  des  secondes  forces  réunies,  est  le  même  que  celui 
que  ton  observerait  par  rapport  à  la  première  position 
d'équilibre,  si  l'on  donnait  au  système  un  état  initial  qui 
fût  le  même,  par  rapport  à  cette  position,  que  F  état  initial 
proposé  est  par  rapport  à  la  seconde  position  d'équilibre. 

Ce  théorème,  étant  indépendant  du  nombre  et  des  dis- 
tances mutuelles  des  points,  subsiste  encore  lorsque  leur 
système  peut  être  regardé  comme  continu.  Il  aura  donc  lieu 
dans  tous  les  petits  déplacements  des  fluides  ou  des  solides 
élastiques,  et,  par  conséquent,  dans  toutes  les  questions  que 
nous  avons  traitées  précédemment. 

228.  On  peut,  à  priori,  se  rendre  compte  de  cette  pro- 
position, à  laquelle  un  calcul  très-simple  vient  de  nous  con- 
duire. Nous  remarquerons  d'abord  que,  le  nouvel  état  d'é- 
quilibre du  système  après  l'introduction  des  nouvelles  forces 
étant  très-voisin  du  premier,  les  équations  qui  détermine- 
raient le  mouvement  résultant  d'un  dérangement  par  rap- 
port à  ce  nouvel  état,  ne  différeraient  pas  des  équations  (6); 
caries  coefficients  ne  pourraient  avoir  varié  que  de  quan- 
tités de  l'ordre  de  «,  6, . . . ,  et  ces  variations  ne  produiraient 
dans  les  équations  que  des  termes  de  l'ordre  de  ceux  qui 
ont  été  négligés.  De  sorte  qu'un  même  dérangement  des 
points  relativement  a  lune  ou  l'autre  de  ces  deux  positions 
d'équilibre  donnerait  lieu,  par  rapport  à  elles,  a  des  mou- 
vements respectivement  identiques  pour  chaque  point  :  ce 
<|ui  démontre  le  théorème  précédent. 

Dans  le  cas  particulier  où  il  n'y  aurait  pas  de  dérange- 


;i-i.  uvmt  iv, 

tiiriiut  i[ni'  le-.  i:pia lions  (6),  on  posant 

(H)     «=:■.,   -r-.     3  =  «,  +  «,      7  =  7l  +  î,     «'  — « 

«,,  t,.    /,,-..    éiant  des  constantes  déterminées   par  1 


L-qnal 


H-t- 


/»,*.  -I-  11,7.  ■*•-..  =o. 


Los  è(]Ui'ilions  (7}  deviennent  alors,  par  la  nibiiiiuii'ni  1! 
valeurs  île  s-  ...  . .  données  par  les  vqtiaiions  (Si, 
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De  là  se  déduit  ce  théorème  remarquable  et  simple  : 

Lorsqu'un  système  quelconque  de  points  est  très-peu 
dérangé  d'une  position  eT équilibre  stable,  et  qu'on  y  intro- 
duit ,  en  outre,  de  nouvelles  forces  constantes  et  très- 
petites,  le  mouvement  de  chacun  de  ces  points  par  rapport 
à  sa  nouvelle  position  d'équilibre,  sous  T influence  des  pre- 
mières et  des  secondes  forces  réunies,  est  le  même  que  celui 
que  ton  observerait  par  rapport  à  la  première  position 
d'équilibre,  si  l'on  donnait  au  système  un  état  initial  qui 
fût  le  même,  par  rapport  à  cette  position,  que  Vétat  initial 
proposé  est  par  rapport  à  la  seconde  position  d'équilibre. 

Ce  théorème,  étant  indépendant  du  nombre  et  des  dis- 
tances mutuelles  des  points,  subsiste  encore  lorsque  leur 
système  peut  être  regardé  comme  continu.  Il  aura  donc  lieu 
dans  tous  les  petits  déplacements  des  fluides  ou  des  solides 
élastiques,  et,  par  conséquent,  dans  toutes  les  questions  que 
nous  avons  traitées  précédemment. 

228.  On  peut,  à  priori,  se  rendre  compte  de  cette  pro- 
position, à  laquelle  un  calcul  très-simple  vient  de  nous  con- 
duire. Nous  remarquerons  d'abord  que,  le  nouvel  état  d'é- 
quilibre du  système  après  l'introduction  des  nouvelles  forces 
étant  très-voisin  du  premier,  les  équations  qui  détermine- 
raient le  mouvement  résultant  d'un  dérangement  par  rap- 
port à  ce  nouvel  état,  ne  différeraient  pas  des  équations  (6); 
caries  coefficients  ne  pourraient  avoir  varié  que  de  quan- 
tités de  l'ordre  de  «,  6, . . . ,  et  ces  variations  ne  produiraient 
dans  les  équations  que  des  termes  de  Tordre  de  ceux  qui 
ont  été  négligés.  De  sorte  qu'un  même  dérangement  des 
points  relativement  k  Tune  ou  l'autre  de  ces  deux  positions 
d'équilibre  donnerait  lieu,  par  rapport  à  elles,  a  des  mou- 
vements respectivement  identiques  pour  chaque  point  :  ce 
<|ui  démontre  le  théorème  précédent. 

Dans  le  cas  particulier  où  il  n'y  aurait  pas  de  dérange- 


atwn  des  effets, 
cernée  ainsi  à  la  première,  dans 
■lu  — ^miitit  da  système,  tans  i 
fortes,  le  principe  de  superposition 
qnera.  Or.  l'eut  initial  peut  être  co 
poniti—de  deux  antres,  dont  t'nn 
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ck  signe,  qni  font  passer  de  la  | 
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de  «,,  c,,  y,,-. .  tirées  des  équati 

D  où  l'on  soit  qne  le  monvemen 
•  nperposiuon  de  deux  autres  -  F  i 
initial  proposé ,  sans  introductio 
foutre  correspondant  à  Fintroduei 
déplacement  ni  fitesse  dans  Fêta 

Quant  an  premier  de  ces  deux  tr 
déjà  démontre  qu'il  pouvait  se 
•le  manières;  et  il  est  facile  de  voi 
second  :  car  la  forme  des  équatioi 
partage  les  quantités  H,  K,  L, . . . 
parties  quelconques,  qui  pourront 
prenne  d'abord  que  les  premières 
seulement,  et  ainsi  de  suite,  les  ' 
satisferont  à  ces  systèmes  partit 
ajoutées,  formeront  la  solution  des 
partage  les  forces  introduites  en  i 
groupes,  les  tenues  tout  connus  q 
équations  d'équilibre,  étaol  njonJ 
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respectivement  les  quantités  H,  K,  L, . . . .  Donc  les  valeurs 
de«i,  Sn. . .  qui  correspondront  à  chacun  de  ces  groupes, 
étant  respectivement  ajoutées,  formeront  les  déplacements 
produits  par  les  forces  introduites.  Or,  les  effets  des  dépla- 
cements s'ajoutent  *,  donc  ceux  que  les  divers  groupes  de 
forces  produiront,  se  superposeront  eux-mêmes. 

230.  Intégration  des  équations.  —  Intégrons  mainte- 
nant les  équations  (6)  auxquelles  tous  les  cas  se  ramènent, 
et  dont  le  nombre,  que  nous  désignerons  par  n,  est  égal  à 
celui  des  coordonnées  indépendantes. 

On  aura  une  solution  de  ces  équations  en  posant 

a  =r  sin(rt -h  s), 
6  =  R,sin  [rt  ■+-*)> 
V  =  R2sin  (rt  +  s), 
a'  =  R3sin(r*  -+-*), 


Substituant  ces  expressions  dans  les  équations  (6),  R,, 
R,,. . .  n'entreront  qu'au  premier  degré,  et  si  on  les  éli- 
mine, on  reconnaîtra  facilement  que  l'équation  finale  en  r 
sera  du  degré  n  par  rapport  à  l'inconnue  /J;  on  aura 
ainsi  n  valeurs  pour  r,  en  ne  considérant  pas  les  valeurs 
négatives,  parce  que  les  solutions  qu'elles  donneraient  ren- 
treraient dans  les  autres.  Ces  valeurs  seront  toutes  réelles 
et  inégales,  sans  quoi  les  inconnues  s'exprimeraient  par  des 
exponentielles  ou  des  termes  algébriques  qui  croîtraient 
avec  le  temps,  ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse  d'un  équi- 
libre stable.  Il  faut  en  excepter  toutefois  les  cas  particuliers 
où  les  coefficients  de  ces  termes  se  trouveraient  nuls  d'après 
l'état  initial. 

Chaque  valeur  de  r  déterminera  un  système  unique  de 
valeurs  pourR,,  R*...,  à  moins  qu'il  n'y  ait  indétermi- 
nation; et  si  l'on  multiplie  les  valeurs  de  a,  o,  y,...  par 
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mencent  et  finissent  ces  oscillations  en  même  temps,  et  les 
espaces  qu'ils  parcourent  sont  dans  des  rapports  constants. 
C'est  là  ce  que  nous  appellerons  un  mouvement  simple  dn 
système. 

Maintenant  la  seule  inspection  des  équations  (n)  dé- 
montre la  proposition  suivante  : 

Tout  mouvement  d'un  système  de  points  en  nombre 
finiy  qui  ont  été  dérangés  infiniment  peu  d'une  position 
d'équilibre  stable,  peut  être  considéré  comme  résultant 
de  la  composition  des  diverses  oscillations  simples  dont  il 
est  susceptible. 

Ces  oscillations  sont  en  nombre  égal  à  celui  des  coordon- 
nées indépendantes,  à  moins  qu'il  n'y  en  ait  une  infinité, 
comme  nous  l'avons  remarqué  précédemment  :  celles  d'un 
même  système  sont  synchrones,  ou  de  même  période  ;  leurs 
directions  diverses  et  la  durée  de  la  période  dépendent  uni- 
quement de  la  nature  du  système,  mais  leurs  amplitudes  et 
les  coefficients  qui  les  affectent  dans  la  solution  générale 
dépendent  de  l'état  initial  d'où  Ton  part. 

232.  Considérons  comme  exemple  le  cas  très-simple 
d'un  point  unique,  soumis  à  la  seule  action  de  la  pesanteur, 
et  assujetti  à  rester  sur  une  surface  quelconque.  Si  on  l'é- 
carte  de  sa  position  d'équilibre  au  point  le  plus  bas  de  la 
surface,  et  qu'on  lui  imprime  une  très-petite  vitesse,  il 
peut  décrire  une  infinité  de  courbes  différentes,  dépen- 
dantes de  l'état  initial;  mais,  comme  il  n'y  a  que  deux 
coordonnées  indépendantes,  il  n'existe  que  deux  systèmes 
d'oscillations  simples,  et  l'on  prouvera  facilement  qu'elles 
ont  lieu  suivant  les  deux  sections  principales  de  la  surface 
au  point  le  plus  bas.  Tout  autre  mouvement  résultera  de 
la  combinaison  de  ces  deux-là  dans  des  proportions  conve- 
nables. Dans  le  cas  où  tous  les  rayons  de  courbure  seraient 
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simples  dont  il  est  susceptible,  étant  indépendant  du  nombre 
des  points,  s'applique  à  un  gaz  ou  à  un  liquide  renfermé 
dans  un  vase  fermé  de  tous  côtés,  ou  à  un  corps  solide 
élastique.  Dans  ces  divers  cas,  le  nombre  des  points  est  im- 
mense,'mais  nécessairement  fini.  Cependant,  pour  la  facilité 
des  calculs,  il  sera  bon  de  considérer  la  matière  comme 
continue,  et,  par  conséquent,  le  nombre  des  points  maté- 
riels comme  infini.  Les  déplacements  de  tous  les  points,  cor- 
respondants à  un  quelconque  de  ces  mouvements,  seront 
toujours  le  produit  d'une  même  fonction  du  temps  repré- 
sentée par  un  sinus  et  un  cosinus,  par  une  fonction  des 
coordonnées  de  ces  points.  Et  le  mouvement  le  plus  général 
du  système  pourra  être  représenté  par  une  série  composée 
d'un  nombre  infini  de  termes,  correspondants  chacun  à 
l'un  des  mouvements  simples  dont  le  système  est  suscep- 
tible. 


FIN    DU    SECOND    VOLUME. 
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